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1. Tarkastellaan esimerkkiä 4.1: osoita että parilla (4.5) on origon ulkopuolella
yhtäpitävä esitys (4.6), esitys napakoordinaateissa.

2. Luennoilla on esimerkissä 4.2 tarkasteltu paria

ẋ = y

ẏ = −x3 − (4x2 + y2 − 4)y.

Sen ainoa kriittinen piste on 0 , ja tälle löydettiin Lyapunovin funktio-loittofunktio
V (x, y) = x4/4+y2/2: arvoilla 4x4+y2 ≤ 4 pätee V̇ (x, y) ≥ 0, arvoilla 4x2+y2 ≥
4 puolestaan V̇ (x, y) ≤ 0,. Lisäksi

N = {(x, y) ∈ R2 | V̇ (x, y) = 0} = C ∪ {(x, 0) |x ∈ R},

jossa C on ellipsi C = {(x, y) | 4x2 + y2 = 4} .

Olkoot vakiot c2 > c1 > 0 sellaiset että ellipsi C sisältyy kompaktin renkaan
K = Ēc2 \Ec1 sisukseen. Monesti käytetyllä päättelyllä nähdään että K on posi-
tiivisesti invariantti joukko. Olkoon z = (x, y) ∈ K . Koska ainoa kriittinen piste
0 ei kuulu joukkoon K , niin Poincarén-Bendixsonin lauseen nojalla rajajoukko
ω(z) ⊂ K on periodinen rata.

(a) Osoita että ω(z) 6⊂ C .

(b) Osoita että ω(z) 6⊂ N .

Ohje. Rajajoukon ω(z) invarianttius. Kohdassa (a) implisiittinen derivointi.

3. Kuinka selität tehtävän 2 kohdan (b), kun muistetaan mitä on useasti puhuttu
rajajoukon suhtautumisesta joukkoon N (esimerkiksi lause 3.1)?

4. Osoita että seuraavalla parilla on periodisia ratkaisuja:

ẋ = 2x− y − x
√

x2 + y2

ẏ = x + 2y − y
√

x2 + y2.

5. Osoita että parilla

ẋ = x2 − xy

ẏ = −x2

ei ole periodisia ratkaisuja.

Ohje. Sopiva yksinkertainen funktio u : R2 → R kertojaksi.
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