Adrellisulotteinen lineaarialgebra, kevit 2015.
Harjoitus 2.
Ratkaisuehdotuksia.

1. Olkoot X ja Y joukkoja ja olkoon f: X — Y kuvaus.
a) Oletetaan, ettd X # (). Osoita, ettd f on injektio jos ja vain jos on olemassa
g:Y — X siten, ettd g o f = idx. Onko téllainen kuvaus g silloin yksikésitteinen?
Mité tapahtuu kun X = (0?7
b) Osoita, ettd f on surjektio jos ja vain jos on olemassa g: Y — X siten, ettd
f og=1idy. Onko téllainen kuvaus g silloin yksikésitteinen?
Tassd idy: A — A tarkoittaa joukon A identtisté kuvausta.

Ratkaisu: a) Olkoot f: X — Y ja g: Y — X sellaisia, ettd g o f = idx . Olkoot
x,x" € X siten, ettd f(x) = f(2’). Talloin

v = idx () = (g0 (@) = g(f(2)) = 9(f(2')) = (g0 )(a') = idx (') = 2"

Néin ollen f on injektio.

Kédntien olkoon f: X — Y injektio, missd X # (). Konstruoidaan g: Y — X siten,
ettd go f = idx.Tama ehto siis tarkoittaa tdsmélleen sitd, ettd kaikilla x € X pitee

(1) g(f(x)) = x

eikd g:std vaadita mitdan muuta. Tastd ndhdddn, ettd josy € Y on muotoay = f(x)
jollakin = € X, niin on pakko olla g(y) = x, erityisesti kuvauksen g arvo alkiossa
y on yksikésitteisesti mééritty. Jos taas y ¢ f(X) ei ole kuvajoukon f(X) alkio,
niin ehto 1 ei kerro arvosta ¢(y) mitddn, joten se voidaan valita vapaasti. Talloin
voidaan asettaa siis g(y) = xo, missd xy on mielivaltainen X:n alkio. Sellainen on
olemassa, koska oletamme, ettd X on epatyhja (juuri tdssid kohdassa tarvitaan ole-
tusta "X on epétyhjd”).

Téasmaéllinen kuvauksen g mééritelmé on siis seuraava. Valitaan xy € X, tdma
voidaan tehdi, koska X oletetaan olevan epétyhja. Maaritellaan

)T jOS f(x) =Y,
o) = { jos y & 1(X).

Osoitetaan, ettd tamé sdanto maarittelee kuvauksen. Nimittédin jos y € f(X), ku-
vauksen g médritelmé nayttyy riippuvan sellaisen x € X valinnasta, jolle pétee
f(z) = y. Mutta oletamme f injektioksi, joten, jos on olemassa = € X jolle pitee
f(z) = y, niin téillainen = on yksikésitteinen (kaksi eri alkiota eivét voi kuvau-
tua injektiossa samalle alkiolle y). Néin ollen g on hyvinmaéritelty kuvaus. Kaikilla
r € X pitee
(g0 f)(@) =g(f(2)) ==,

silld jos valitaan y = f(x), niin € X on sellainen, ettd f(x) = y. Olemme
osoittaneet, ettd g on olemassa. Liséksi edelld kidydysta tarkastelusta seuraa, ettd



ehdon tayttavin g arvot joukossa f(X) ovat yksikésitteisesti maaréttyja. Joukossa
Y\ f(X) kuvauksen g arvot voidaan taas valita vapaasti. Tésté seuraa, ettd kuvaus g
on yksikésitteinen jos ja vain jos f on bijektio tai X = {z(} on yhden alkion joukko.
Nimittéin, jos f(X) =Y (eli f on surjektio), joukko Y\ f(X) on tyhji, eikd mitdan
vapaa valintaa padsta tekemaén. Talloin f on siis bijektio ja g on valttamatta sen
kainteiskuvaus f~1: Y — X. Jos taas X = {x} on yhden alkion joukko, niin ¢g:n
arvoja joukon f(X) ulkopuolella voidaan valita vain yhdelld tavalla eli asettamalla
g(y) = x kaikilla y € Y\ f(X) (itse asiassa viistdmattd myos kaikilla y € Y).
Silloinkin g on yksikésitteinen.

Oletetaan kaantéden, ettd f(X) # Y ja X:ssd on vahintaan kaksi eri alkiota g, x1 €

X. Talloin kaavoilla
z, jos f(z) =y,
== s @ =y
T, jos y & f(X),

RS jOS f(ZL') =Y,
%) = { jos y & 1(X).

maéadritellyt kuvauksen ¢1,¢9-: Y — X ovat eri kuvauksia ja kummallekin pitee
grof=idy =go0 f.

Huomautus: Itse asiassa g ei tarvitsee méaéritelld vakiona joukon f(X) ulkopuo-
lella. Yleinen ehdon g o f = idx méaérittelemé kuvaus on muotoa

)z, jos f(z) =y,
o) = {h<y>, jos y ¢ F(X),

missd h: Y\ f(X) — X on mielivaltainen kuvaus (eli valitaan jokaisella y ¢ f(X)
sen arvo g(y) = h(y) € X mielivaltaisesti muiden joukon Y \ f(X) arvoista riippu-
matta).

Mietitddn vield mitd tapahtuu jos X = (). Ainoa kuvaus f: () — Y on niin sanottu
tyhji kuvaus 0: ) — Y. Tamin ymmiértimiseksi palautetaan mieleen kuvauksen
formaali mééaritelmé. Nimittdin formaalisti kuvaus f: X — Y on sama asia kuin
sen graafi

{(z, f(2)) | x € X}

eli sellainen relaatio f C X X Y joka toteuttaa seuraavaa kaksi ehtoa.

(1) Kaikilla z € X on olemassa y € Y jolle (x,y) € f (intuitiivisesti - "jokaisella
lahtojoukon alkiolla z on kuva f(x)”).

(2) Kaikilla z € X ja y,z € Y ehdoista (z,y), (z,2) € [ seuraa, ettd y = z
(intuitiivisesti - mikdan x ei voi kuvautua kahdelle eri alkiolle, y = f(x) = 2).

Olkoon X tyhja. Talloin joukko X X Y on myos tyhjé ja ainoa tyhjén joukon os-
ajoukko on tyhja joukko itse. Néin ollen ainoa mahdollinen relaatio f: X — Y on
talloin tyhja joukko. "T'yhjdn joukon logiikalla” ndhd&dn, ettd tdmé relaatio toteut-
taa kuvauksen ehdot (1) ja (2) ylld. Esimerkiksi kaikilla x € X = () on olemassa
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y €Y siten, ettéd (x,y) € 0, silld jos néin ei olisi, olisi olemassa x € X jolle tdmé ei
ole totta. Tama erityisesti tarkoittaa sité, ettd loytyisi jokin alkion x € X, mika on
mahdotonta, silli X on tyhjial. Samalla tavalla nihddin, ettéd jokaisen x € X kuva
f(z) on yksikasitteinen.

Néin ollen, kiintedlld Y, on olemassa tasan yksi kuvaus f: ) — Y. Tyhjin joukon
logiikalla helposti ndhdéén, ettd tdmé kuvaus on injektio. Mietitdan 16ytyyko kui-
tenkin kuvausta g: Y — X, jolle pitee go f = idx. Jos Y = (), niin ei ole olemassa
kuvauksia g: Y — () (mihin kuvaat Y:n alkioita, jos maalipuoli on tyhji?). Jos taas
Y = () etsitddn kuvausta g: 0 — 0 ja ylld olevan nojalla on olemassa tasan yksi
sellainen kuvaus - tyhja kuvaus. Télloin g o f = idx pétee, silld tdmén yhtalon mo-
lemmat puolet on ainoa kuvaus () — 0.

Yhteenveto: ¢ on yksikésitteinen jos ja vain jos f in bijektio tai joukossa X on
korkeintaan yksi alkio. Jos X = () kuvaus ¢g on olemassa jos ja vain jos Y = ().

b) Olkoot f: X — Y jag: Y — X sellaisia, ettd fog = idy. Olkoon y € Y. Talloin
alkiolle = = g(y) € X pitee

f@) = flg) = (fog)y) =idy(y) = y.

Tama osoittaa sen, ettd f on surjektio.

Kééantden olkoon f: X — Y surjektio. Konstruoidaan sellainen ¢g: ¥ — X jolle
pétee f o g =idy. Olkoon y € Y. Talloin taytyy péted f(g(y)) =y, joten x = g(y)
on sellainen alkio, jolle pétee f(z) = y. Téllainen taas 10ytyy mille tahansa y koska
f on surjektio.

Tésméllisesti menetellddn seuraavasti. Jokaisella y € Y wvalitaan yksi x, = v € X
jolle pétee f(z,) = y. Tami on mahdollista, koska f on surjektio?. Jokaisella y € Y
asetetaan ¢(y) = x,. Talloin kaikilla y € Y pétee

(fog)y) = fla(y)) = f(z,) =y =idx(y).

Kuvaus g ei ole yksikésitteinen jos ainakin yhdelld y € Y voidaan tehd& z,:n valinta
ainakin kahdella eri tavalla eli jos ja vain jos jollakin y € Y on olemassa z, 2’ € X,
x # 2’ siten, ettd f(x) =y = f(a'). Selvisti tdmé on yhtépitdva sen kanssa, ettd f

!Tam# on esimerkki niin sanotusta “tyhjin joukon loogikasta”. Tyhjille joukolle X muotoa “kaikil-
la z € X..” olevat viitteet ovat aina tosia. Nimittdin jos jokin téllainen viite ei olisi totta, 16ytyisi
vastaesimerkki eli sellainen x € X jolle viite ei pédde, jolloin erityisesti tyhjdsta joukosta 16ytyisi alkio.

2Jos ollaan ihan tarkoja, tissi kohdassa joudumme kiyttiméin kuuluisaa valintaaksiomaa. Asian
ydin on seuraava. Koska f on surjektio, jokaiselle kiinteille y € Y voidaan valita jokin x € X jolle
pitee f(xz) = y, mutta yleisesti ottaen tdmi z ei ole yksikisitteinen, joten joudutaan tekeméiin valinta.
Todistuksessa teemme téllaisen valinnan jokaisella y € Y samanaikaisesti. Intuitiivisesti on selvié, etta
tdman pitaisi olla mahdollista, mutta, ehké ylldttden, tdta ei voi johtaa muista joukko-opin periaatteista,
joten pitédd turvautua valintaaksiomaan, joka sanoo, ettd timéantyyppinen samanaikainen valinta voidaan
aina tehdé, olipa joukko Y kuinka tahansa iso.



ei ole injektio. Niin ollen g on yksikésitteinen jos ja vain jos f on bijektio, jolloin
villttamitta g = £1.

Algebrallinen tausta. Olkoon - liitdnnéinen laskutoimitus joukossa Y jolla on
neutraalialkio e. Alkion x € Y vasemmanpuoleinen kddnteisalkio on sellaineny € Y,
jolle pétee yxr = e. Oikeanpuoleinen kédnteisalkio on taas sellainen z € Y jolle pétee
rz =e.

Olkoon X joukko ja tarkastellaan kaikkien kuvausten f: X — X muodostamaa
joukkoa X. Témi joukko voidaan varustaa liitéinniiselld laskutoimituksella o (ku-
vausten yhdistdminen, kts. Esim. 1.3.2). Tehtdvéin tuloksista seuraa, ettd tdmén
laskutoimituksen suhteen kuvauksella f: X — X on vasemmanpuoleinen kéén-
teisalkio joukossa XX jos ja vain jos f on injektio ja vastaavasti oikeanpuoleinen
kéaanteisalkio jos ja vain jos f on surjektio. Liséksi, jos f on injektio, joka ei ole
surjektio, yleenséd sen vasemmanpuoleinen kéédnteisalkio ei ole yksikésitteinen, ku-
ten olemme osoittaneet ylla. Vastaavasti b)-kohdan tuloksista seuraa, ettd oikean-
puoleisen kédnteisalkion ei tarvitse olla yksikésitteinen. Voidaan osoittaa, ettéd jos
alkiolla € Y on olemassa seké (ainakin yksi) vasemmanpuoleinen kaanteisalkio y,
ettd (ainakin yksi) oikeanpuoleinen kéénteisalkio z, niin niiden taytyy olla samat,
y = z, joten télloin kaikki alkion vasemman- ja oikeanpuoleiset kadnteisalkiot ovat
samoja ja alkiolla on yksikésitteinen kéddnteisalkio. Taméa osoitetaan oleellisesti sa-
malla tavalla kuin kddnteisalkion yksikésitteisyys (huom. liitdnnéisyytta tarvitaan
edelleenkin).

Soveltamalla edelld mainittua tehtéviin tuloksiin joukossa X, ndhd#sn, ettd ku-
vauksella f: X — X on kiddnteisalkio jos ja vain jos f on bijektio, jolloin tdma
kédanteisalkio on f:n kddnteiskuvaus. Tamé on sopusoinnissa joukko-opin perustie-
tojen kanssa ja pétee tunnetusti myos yleisemmin bijektiolle f: X — Y.

. Olkoon H kokonaislukujen muodostaman ryhmén (Z, +) aliryhmd. Osoita, ettd on
olemassa n € Z siten, etta

H=nZ={nk | keZ}

Onko luku n € Z t&lloin yksikésitteinen?

Ratkaisu: Jos H = {0} on triviaali aliryhmé, asia on selvé, silla {0} = nZ jos ja
vain jos valitaan n = 0. T&ll6in n on lisdksi yksikasitteinen.

Oletetaan, ettd H on epétriviaali, talloin on olemassa k € H, k # 0. Koska H
on aliryhmé, se on suljettu vasta-alkioiden suhteen, joten myos (—k) € H. Koska
kahdesta luvuista k ja —k (tdsmélleen) yksi on positiivinen, voidaan olettaa, etta
k > 0. H siis sisdltda ainakin yhden positiivisen kokonaisluvun eli joukko H' =
H NN, on joukon N, epétyhja osajoukko. Positiivisten kokonaislukujen joukolla
N, on seuraava térked ominaisuus: jokaisella sen epétyhjalla osajoukolla on pienin
alkio. Voidaan siis valita joukon H' = H N N, pienin alkio n. Osoitetaan, ettd



H = nZ. Olkoon k € Z. Jos k > 0,

nk=n+...+n¢€ H,
—_——
k kpl

sillai n € H ja H on suljettu yhteenlaskun suhteen. Koska H on suljettu vasta-
alkioiden, —n € H. Né&in ollen, jos k < 0 samalla tavalla kuin ylla ndhd&an, etta

nk = (-n)(—=k)=(-n)+...+(-n) € H.

J/

g

(—k) kpl

Jos k=0,nk =0 ¢€ H,silld H sisdltdd aliryhméné yhteenlaskun neutraalialkion 0.

Olemme osoittaneet, etté
nZ = {nk | k€ Z} C H.

Osoitetaan kadnteinen inkluusio H C nZ. Olkoon m € H. Jakamalla luku m luvulla
n saadaan jakojiinnos r € {0,1,...,n — 1}, jolloin m = nk + r jollakin k € Z.
Koska nk € H yllaosoitetun nojalla ja koska H on suljettu vidhennyslaskun suhteen,
saadaan

r=n—mké€ H.

Jos r # 0, saadaan ristiriita luvun n valinnan kanssa, silld télléin 0 < r < n on
positiivinen kokonaisluku, joka on joukossa H, mutta pienempi kuin n. Néin ollen
taytyy olla r = 0, joten m = nk € nZ. Olemme osoittaneet, ettd H C nZ.

Koska nZ = (—n)Z, luku n ei ole yksikésitteinen, paitsi jos n = 0 (jolloin H = {0}
on triviaali aliryhma).

. Osoita, etté joukko

QV2] = {a+bv2 | a,becQ}

on kunta, jos se varustetaan tavallisilla reaalilukujen yhteen- ja kertolaskulla. Osoi-
ta, etti tissid kunnassa polynomiyhtilslli 2?2 — 2 = 0 on ratkaisuja, mutta poly-
nomiyhtélollid 22 — 3 = 0 ei ole ratkaisuja. Onko kuvaus f: Q[v/2] — C, joka on
médritelty kaavalla

fla+bV2) =a+bi, a,beQ,

kuntien vélinen homomorfismi? Téssé C on kompleksilukujen kunta. Entd kuvaus

f: Q2] =R, f(a+bv/2) =a+bV/5?

Ratkaisu: Koska Q[v/2] C R ja reaalilukujen kunta (R, +,-) on tunnetusti kunta,
riittds osoittaa, ettd Q[v/2] on kunnan (R, +, ) alikunta.

Aloitetaan osoittamalla, ettd Q[v/2] on suljettu reaalilukujen yhteen- ja kertolas-
kun suhteen eli, ettd systeemi (Q[v/2],+,-) on ylipédtin hyvinmédritelty. Olkoot
a, b, c,d € Q rationaalilukuja. Talloin

(a+bV2) + (c+dV2) = (a+¢) + (b+ d)V2 € Q[V2],
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(a + bV2)(c+ dV?2) = ac + adV2 + bev/2 + 2bd
= (ac + 2bd) + (ad + be)V2 € Q[V2],
koska a + ¢, b+ d, ac + 2bd, ad + bc € Q.

Seuraavaksi osoitamme, ettd (Q[v/2],+) on ryhmin (R, +) aliryhmi. Koska osoi-
timme jo, ettd Q[v/2] on suljettu yhteenlaskun suhteen, riittds vield nayttis, ettd
Q[v/2] sisiltdd yhteenlaskun neutraalialkion 0 ja on suljettu vasta-alkioiden suh-
teen. Edellinen viite seuraa siité, ettd 0 = 0 + 0v/2, missé 0,0 € Q. Jalkimméinen
vaite taas seuraa sita, etté

—(a+bV2) = (—a) + (=b)V2.

Joukko Q[v/2] sisiltis my6s reaalilukujen kertolaskun neutraalialkion 1, silld 1 =
1 +0-+/2. Olemme osoittaneet, ettéd (Q[v/2],+,-) on renkaan (R, +,-) alirengas.
Taytyy vield tarkistaa, ettd Q[\/ﬁ] on suljettu kédnteialkioiden suhteen. Olkoon
a,b € Q siten, ettd a + bv/2 # 0. Tallsin laventamalla tekijalla (a — b\/ﬁ) saadaan

1 1 B a—bv2 _a—b\/i_ a —b
(a+bv2)™ = At VE (@t bVDa—D) @2 -2 @ V2 € QAV2)

Huomaa, etti oletuksesta a + bv/2 # 0 seuraa, ettid myds a — byv/2 # 0, joten silld
voi jakaa. Nimittéin, jos a — bv/2 = 0, niin @ = bv/2. Jos b # 0, téisté saadaan, etté
V2 = a/b € Q, miki ei tunnetusti pidd paikkaansa. Néin ollen b = 0, jolloin my®s
a = bv/2 = 0, misté seuraa, etti a + by/2 = 0, vastoin oletusta.

Olemme osoittaneet, ettd Q[v/2] on kunnan (R, +, -) alikunta, erityisesti (Q[v/2], +, )
on kunta.

Koska /2 = 0 + (£1) - v/2 € Q[v/2], polynomiyhtilon 22 — 2 = 0 ainoat reaaliset
ratkaisut ++/2 ovat alikunnan Q[\/ﬁ] alkioita, erityisesti télla yhtalolla on ratkaisuja

kunnassa Q[v/2].

Tarkistetaan, onko polynomiyhtilolld #2 — 3 = 0 ratkaisuja kunnassa Q[v/2]. Koska
tdmé on kunnan R alikunta ja kunnassa R tdmén yhtédlon ainoat ratkaisut ovat
reaaliluvut 4++/3, riittidd tutkia piteko viite £/3 € Q[\/i] Jos tdmé on totta, on

olemassa a,b € Q siten, etté
a+bvV2 =+V3.

Ottamalla tdmén yhtéalon kummastakin puolesta neliGjuuren, saadaan
(a® + 20%) 4 2abV/2 = 3.

Jos ab # 0, tésta seuraa, ettd

3 — a% — 2b?
V2=""2 " cq
2ab



Tama on ristiriita, silla kakkosen neliGjuuri ei tunnetusti ole rationaaliluku. Nain
ollen tiytyy olla ab = 0 eli @ = 0 tai b = 0. Jos a = 0, saadaan 2b* = 3, jolloin
saadaan b = +4/3/2 € Q. Samalla tavalla kuin osoitetaan, etté V2 ei ole rationaa-
liluku voidaan néayttaé, ettd myoskin \/3/_2 el ole rationaaliluku. Néin ollen tapaus
a = 0 johtaa ristiriitaan. Tapauksessa b = 0 saadaan samanlainen ristiriita, silla
tallsin taytyy olla @ = ++4/3 € Q. Niin ollen polynomiyht&lslla z2 — 3 = 0 ei ole
ratkaisuja kunnassa Q[v/2].

Kuvaus f: Qv2] — C, f(a + bv2) = a + bi, a,b € Q, ei ole kuntien vilinen
homomorfismi, sillé se ei séilyttaéd kertolaskua. Esimerkiksi

F(VZ) = F(2) =24 -1 = = f(2)"

Kuvaus f: Q[v2] = R, f(a+bv/2) = a+bV/5 ei ole kuntien vilinen homomorfismi
samantapaisesta syisté,

V2 = F2) =2 #5 = (VB): = F(V2)"

. Olkoon - liitdnn&inen laskutoimitus joukossa X. Olkoot x,y € X ja olkoot n,m €
N, positiivisia kokonaislukuja. Osoita (esimerkiksi induktiolla), etté

" =g cxgexe. =2t
Vv Vv
n kpl m kpl
@)=z .. cxrr. g g=a™
n kpl n kpl n kpl
A g
vV
m kpl

Osoitetaan vield kumpikin véite formaalisti induktiolla luvun m suhteen. Aloitetaan
ensimmaisestd viitteestd. Kun m = 1

potenssin méairitelméan mukaan. Oletetaan, ettd z"2™ = "™, T&lloin

n.m+1 @ (i) (n+m)+1 ()

"™t = 2" (aM) 2 (z"z™)z @) grtmy @y = g+l

?
Vilivaiheiden selitykset:

(i) Potenssin (induktiivinen) mééritelmi: 2™ = x
(ii) Laskutoimituksen liitdnnaisyys.

(ili) Induktio-oletus.

(iv) Potenssin méaaritelmé taas.

M.



(v) Tavallinen kokonaislukujen yhteenlaskun liitdnnéisyys.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd ™ = (™)™ induktiolla m:m suhteen. Kun m = 1
saadaan

xnl — xn — (xn)l

potenssin médritelméan mukaan. Oletetaan, ettd " = (z")™. Talloin kdyttaméalla
jo edelld osoitettua saadaan

xn(m—&—l) — pnmin _ nman

Induktio-oletuksen avulla tésté seuraa (potenssin rekursiivisen mééritelmén nojalla)
xn(m—i—l) — pMmen — (wn)mxn — (xn)m-i-l'
Viite on todistettu.

. Kédntyvit (2x2)-kokoiset reaalikertoimiset matriisit muodostavat ryhmén GL(2; R)
matriisien kertolaskun suhteen (tdmé oletetaan tunnetuksi). Madritelladn kuvaus
f: R — GL(2;R) kaavalla

f(t) = [cost ——sh1t}.

sint cost

Harj. 1.6 nojalla f on hyvin mééritelty (eli f(¢) on todellakin kddntyvd matriisi
kaikilla t € R). Osoita, ettd f: (R,+) — (GL(2;R),-) on ryhmien vélinen ho-
momorfismi. Mikd on tdmin homomorfismin ydin? Onko f injektiivinen? Onko f
surjektiivinen?

Ratkaisu: Olkoot ¢,# € R. Télloin kdyttdmélld sinin ja kosinin yhteenlasku-
kaavoja saadaan

cost —sint| |cos t" —sint’| |costcost’ —sintsint’ —costsint’ —sintcost’
sint cost sint’ cost’ | |sintcost' + costsint’ —sintsint’ + costcost’

fFOf(E) =

~ cos(t+t) —sin(t+1)
~Isin(t+t)  cos(t+t)

] = f(t+1t).
Néin ollen f on homomorfismi ryhmien (R, +) ja (GI(2;R), -) vélillda. Homomorfis-
min ydin koostuu niistd ¢ € R joille

cost —sint| |1 0
sint cost | |0 1|’

eli niistd ¢ € R joille cost = 1 ja sint = 1. Toisin sanoen Ker f = 27Z. Erityisesti
homomorfismin ydin on epétriviaali, joten f ei ole injektio.

f ei myoskédidn ole surjektio, silla kaikki (2 x 2)-kokoiset kddntyvét matriisit eivit
ole vilttamatta muotoa

cost —sint

{sint cost }



jollakin ¢ € R. Esimerkiksi matriisi

b 4

ei ole sellainen. Tamé& matriisi on kdantyva esimerkiksi koska sen determinantti on
(—1) # 0. Itse asiassa se on itseensd kédédnteismatriisi.

01
]
Osoita, ettd H = {Iz, — 15, A, —A} on matriisiryhmén GL(2;R) aliryhmé (matrii-

sien kertolaskun suhteen, kts. edellinen tehtéva). Téssd Iy on (2 x 2)-kokoinen yk-
sikkomatriisi. Onko ryhmé H isomorfinen ryhmén (Zg4, +) kanssa? Perustele.

. Olkoon

Ratkaisu: Joukko H on suljettu matriisien kertolaskun suhteen. Nimittéin helposti
nahdiin, ettd A2 = I, joten

(1) (£]) = +1,
(£1)(£A) = £A = (£A)(£]),
(£A)(£A) = £1,.

Liséksi H siséltad kertolaskun neutraalialkion . Lisdksi H on suljettu kadnteisal-
kioiden suhteen, silli edellisisté laskuista myds seuraa, ettd (+A)~! = +A ja tietysti
(£1,)~! = +1,. Néin ollen H on matriisiryhmén GL(2;R) aliryhmi.

Ryhmaét (H, ) ja (Z4,+) eivdit ole isomorfisia keskendén. Nimittain edellisesta seu-
raa, ettd ryhmissi H jokaisen alkion x nelid on ryhmén neutraalialkio, 22 = e.
Ryhméssé (Zy4, +) taas on olemassa alkio, jolle tdmé ei péde, esimerkiksi alkio 14,
jolle 21, = 24 # 04 (muista, ettd additiivisella merkinnélld potenssia x? vastaa
monikerta 2z). Toinen téllainen ryhmén Zy4 alkio on 34. Néin ollen tarkasteltavien

ryhmien alkioilla on "erilaset algebralliset ominaisuudet”.

Osoitetaan, ettd ryhmaét eivit ole isomorifisia formaalisti. Jos olisi olemassa isomor-
fismi f: H — Z4, niin olisi olemassa (koska f surjektio) z € H jolle f(h) = 14.
Talloin olisi

20 =14+ 1= f(h)+ f(h) = f(h-h) = f(h?) = f(I2) = O,

koska homomorfismi kuvaa neutraalialkio neutraalialkioksi. Koska 2, # 04 saadaan
ristiriita.

Ryhmén (H, ) kertotaulu:

. _[2 —]2 A —A
IQ _[2 __[2 A —A
—]2 —IQ _[2 —A A
A A A ]2 —[2
-A|-A A L L




Ryhmén (Zy4, +) kertotaulu:

+ 104 14 24 34
04 |0y 14 24 34
Iy [ 1y 24 34 04
2,124 34 04 14
3434 04 1y 24

Huomautus: Voidaan osoittaa, ettd isomorfiaa vaille on olemassa vain kaksi eri-
laista neljan alkion ryhméd. Toinen on syklinen ryhmé (Z4,+) ja toinen on niin
sanottu Kleinin neliryhmd (Zo X Zg,+), joka on isomorfinen tehtdvéin ryhmén H
kanssa.

. Esimerkissé 1.58 tarkasteltiin erésta neljan alkion ryhméd H' = {41, £i} (varustet-
tuna kompleksilukujen kertolaskuna). Onko ryhmé H’ isomorfinen ryhmén (Zy, +)
kanssa? Perustele.

Ratkaisu: Ryhmét (H',-) ja (Z4,+) ovat isomorfisia. Sen huomaa parhaiten pa-
lauttamalla mieleen, ettd (Z4,+) on niin sanottu syklinen ryhmé, eli yhden alkion
virittdméa ryhma. Téllaiseksi alkioksi voidaan ottaa esimerkiksi alkio 14 (toinen va-
linta olisi —14 = 3,). Jokainen ryhmén (Z4, +) alkio voidaan esittdd tamén virittajan
monikertana nly jollakin n € 7Z, sitéd véite "alkio 14 virittdd ryhmén ” tarkoittakin.

Kaikki samankokoiset sykliset ryhmit (G,-), (G',-) ovat isomorfisia keskenéén,
tadmé osoitetaan kuvaamalla isomorfismissa f toisen ryhmén virittdja x toisen ryh-
mén virittdjaksi y ja jatkamalla tdmé valinta homomorfismiksi ainoalla mahdolli-
sella tavalla, eli méarittelemélla f(2™) = y™ kaikilla n € N. Tamén jélkeen pitéisi
tietysti vield osoittaa, ettd tdma kuvaus on hyvinmééritelty ja todellakin antaa iso-
morfismin, yksityiskohtien pitéisi olla tuttuja algebran peruskurssilta.

Néin ollen (H',-) ja (Z4,+) ovat isomorfisia jos ja vain jos H’ on myos syklinen
neljan alkion ryhmé. Tamé& on taas totta jos ja vain jos siitd 16ytyy alkio, jonka
kertaluku on tasan nelja. Ryhmén alkion x € G kertaluvuksi sanotaan pienenté po-
sitiivista kokonaislukua jolle pétee x™ = e, jos sellainen on olemassa. Huomataan,
ettd ¢ € H' on juuri sellainen alkio, sillé i> = —1 # 1, i3 = —4, 4 = 1. Samalla nih-
déan, ettd ryhméan H kaikki alkiot tosiaankin voidaan esittédé alkion ¢ potensseina,
joten 7 todellakin on tdmé&n ryhmén virittaja.

Edella on esitetty semi-heuristisia ajatuksia, jotka puhuttelevat sellaiselle lukijal-
le, jolle syklisen ryhmén ja kertaluvun késitteet (sekéd niiden yhteys) ovat tuttuja
algebran peruskurssilta. Osoitetaan viite vield tdsméllisesti ja formaalisti. M&ari-
telldadan kuvaus f: (Z4, +) — H' kaavalla

f(ng) =4"

kaikilla n € Z. Osoitetaan ensin, ettd tdméa kuvaus on hyvinmaééritelty. Olkoot
n, m € Z sellaisia, ettd ny = my. Tall6in n —m = 4k jollakin k € Z eli toisin sanoen
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n = m+4k. Kéayttamalld hyvéksi potenssien laskusdantoja (teht. 4), saadaan talloin
fng) =i" = ™% = im(HF = ™1 =™ = f(my).

Toisin sanoen kuvausken f maéritelma ei riipu edustajan valinnasta. Samojen séin-
tojen avulla helposti ndhdaéan, ettd f on homomorfismi:

fng+my) = f((n+m)s) =" = "™ = f(ng) f(nm).

Koska jokainen ryhmén H' alkio on imaginéériyksikon potenssi (kts. ylld), kuvaus
f on surjektio. Koska kummatkin joukot Z, ja H' ovat aarellisia ja samankokoisia,
miké tahansa surjektio niiden véalilld on my0s injektio, joten f on myos bijektio.
Injektivisyyttd voidaan tutkia myds suoraan - joukot ovat sen verran pienié, etté
voidaan katsoa mité tapahtuu alkioiden tasolla:

f04) =1, f(La) =i, f(24) = =1, f(34) = —1.

Téastd nahdédan suoraan, ettd f on bijektio.
Olemme osoittaneet, ettd f on ryhmien vélinen isomorfismi.

Teoreettisempi ja yleisempi tapa olisi kdyttdd ryhmien isomorfialausetta. Ensin
médritellddn kuvaus g: Z — H' kaavalla g(n) = i". Sitten todetaan, ettd g on
surjektio ja Ker g = 47 (tdmé vaati tietysti vihén laskuja ja perusteluja). Isomor-
fialauseen 1.99 nojalla télloin Z, = Z/47 ja H' ovat isomorfisia. Samalla tavalla
voidaan yleisesti osoittaa, ettd mielivaltainen m:n alkion syklinen ryhmé& G on iso-
morfinen ryhmén (Z,,, +) kanssa (misté seuraa, ettd kaikki tallaiset ryhmét ovat
isomorfisia keskenédn).
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