HY Todennikosyysteoria III, harjoitustehtavit 3, kevat 2014 5.2.2014
1. Laske karakteristinen funktio ¢ x(t) = Ep(exp(itX)) kun

e X on tasaisesti jakautunut vélissa [0, 1]. R.

exp(i‘t) -1 _ sin(t) .1 — cos(t)

1 1
1
ox(t) / explitrde =  explitr)| = “E7 D=

e X on tasaisesti jakautunut vélissa [—1, 1].

ox(t) = %/1 exp(itz)dr = 2th exp(ite) ) exp(it) ;ijxp(—it)
_ cos(t) + isin(t) — (cos(t) — isin(t)) _ sin(t)

2ut t
Huomataan koska tdmé jakauma on symmetrinen nollan ym-

parilld, karakteristinen funktio on reaali-arvoinen.
Voidaan myos kirjoittaa

exp(it) — exp(—it)  sin(t)
i2t ot

ex(t) = peu-1)(t) = exp(—it)py(2t) =
jossa U on tasaisesti jakautunut valissa [0, 1].

e X on Cauchy jolla on tiheysfunktio fx(z) = ((1 +2%)7)"'. R.
ox(t) = l/ exp(ztm)dx _ l/ exp(itx) e

T J_oo (14 22) T J_ oo (1 +iz)(1 —ix)

Kuvauskella z — % on kaksi napapistettd » = =i.

Olkoont > 0. Kun R > ljal' =I'y + I'yjossa 'y = {r 410 :
€ [-R,R]}jaTy = {Rexp(if) : 0 € [0,7]}. suljetun kdyran T’
sisdlld jad napapiste +i.

Olkoon z — f(z) = SR

exp(i*t)
21

R : x , -
:j{f(z)dz:/ exp(zta:)dx+/ eXP(ZtR(COSH+281n9))iReXp(i9)d9
r 0
R

2im Res (f,+i) = 2i7rliin f(2)(z—1i) = 2im = mexp(—t)

_r (14 2?) 1+ R?exp(2i0)

_ exp(itx) /7r o exp(itR cos(f)) . '
- /_R a +x2>dx + ; exp( tRsm(H))l "y eXp<2i0)zReXp(29)d9
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jossa koska tsin(d) > 0 kun 6 € [0, 7], kun R > 1

exp(itR cos(0))
1 + R? exp(2i0)

8 R
—tsin(f)) ———db
/0 exp(—t sin( ))RQ —

/0 " exp(—tRsin(0)) iR exp(i0)df

<

jossa integrandi on rajoitettu ja suppenee kohti nollaan V¢, kun
R — 00, dominoidun konvergenssi lauseesta seuraa ettd myos

integraali suppenee kohti nollaan.

Siis

/Oo eXp(im)dx _ lim /R eXp(itx)dm = exp(—1)

oo (L +22) T R— r (1+22)

Koska on kyse todenndkoisyysjakauman karakteristisesta funk-
tiosta, on itsestddn selvda ettd integraali suppenee myos abso-
luttisesti.

Kunt < 0jaé € [0,27] tsin(f) < 0 ja exp(—tRsin(f)) kasvaa
ddrettomiin kun R — oo. Siksi kannattaa integroida puolitasolla
Im(z) <0.

Otetaan I" = I} + I, jossa 'y = {r+i0 : r € [R,—R]}jaly =
{Rexp(i0) : § € [r,2n]}. suljetun kdyran I' sisdlld jad napapiste
—1.

2im Res (f, —i) = 2im lim_f(2)(z +1) = Qmw

zZ——1 _2Z

exp(itz) /2” exp(itR(cos @ +isinf)) . ,
ff Ydz = /R = dx + ) 1+ RZ exp(2i0) iR exp(if)do

__ [ explitr) / o explitReos(0)
- /_R a +x2)d T+ ) exp( tRsm(@))l "y eXp(%e)@ReXp(zG)dG

= —mexp(t) = mexp(—|t])

jossa koska tsin(d) > O kunt < Oja 6 € [r,27]. Kun R > 1.

Seuraaetta kunt < 0

< exp(itz) 1 ®expitz) — exp(—
/ T i < / 1 a2 = ep(t) = esp(= )

T R—oo _R



2. Sanotaan ettd satunnaismuuttujan X jakauma on dédrettomasti jaetta-
vissa (infinitely divisible) jos kaikille n € N on olemassa satunnais-
muuttuja Y™ jolla X ja Y™ + --- + ¥, ovat samoin jakautuneita,

(n)

jossa Y, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita.

Osoita:

* X on ddrettdmasti jaettavissa jos ja vain jos kaikille n € N ku-
vaus t — ¢x(t)/" on karakteristinen funktio,
R. Olkoon Y ™ satunnaismuuttuja jolla on karkateristinen funk-

tio px ()™ = Yy, seuraa ettd

Ep (exp(it Z Y(n)) = pym ()" = pox()

=1
e Gaussinen jakauma N (i, 0%) on ddrettomésti jaettavissa. R. Jos
X = u+oGjossa G on standardi Gaussinen, E(G) = 0, E(G?) =

1, sen karakteristinen funktio on ¢ (t) = exp (ity — %), Jos
Y™ = un~t + on~V2G

seuraa gy o ()" = @x(t).
* Poissonin jakauma parametrilla A > 0 on dédrettomasti jaettavis-
sa.

R.Kun P\(X =k) = exp(—)\)Ak—I;, k € N, seuraa

oaA(t) = Ex(exp(itX)) = exp(—\) Z % — exp <)\(6it B 1))

k=0
Koska

Pam(t)" = @alt)
siitd seuraa ettd Poissonin jakauma on ddrettomasti jaettavissa.

3. Sanotaan ettd satunnaismuuttujan X jakauma on vaaka, silloin kun
kaikille a,b € R (aX;(w) + aX3(w)) on samoin jakautunut kuten
(cX(w) + d) jollekin ¢,d € R, jossa X; i = 1,2 ovat rippumattomia

ja jakautuneita kuten X.



 Osoita ettd gaussinen jakauma AN (x, 0?) on vaaka. R.

PaXi+bX2 (t) = gp(a+b)u+0\/a2+b2G(t>

jossa G on standardi Gaussinen muuttuja.

* Osoita ettd jos karakteristinen funktio on muotoa
px (t) = exp(itp —|5t|"),
jakauma on vaaka. R.

Paxy+bx, () = x(at)px (bt) = exp(i(a+ b)tu — (Ja|* +[b]%) |B¢%)
= exp(iBt — |BtA|") = ppiax(t)

jossa B = (a+b) A= (|al* + [p]*)"".

4. Olkoon Xj,..., X, iid. satunnaismuuttujat joilla on tiheysfunktio
(1 —cosx)
fle) ="

e Tarkista ettd fx(x) on todenndkoisyysjakauman tiheysfunktio.

e Laske X:n karakteristinen funktio
R. Vihjeet 16ytyviat Williamsin kirjasta (E.18.1), katso karakteris-
ten funktioiden taulukosta 16.7.

Jos U on tasaisesti jakautunut vélissd [—1, 1] sen karakteristinen
funktio on ¢y (t) = sin(t)/t. Huomataan ettd se on R-arvoinen
koska jakauma on symmetrinen.

V' = U/2 on sitten tasaisesti jakautunut valissa [—1/2, 1/2] ja sen

karakteristinen funktio on ¢y (t) = 2sin(t/2)/t.

Jos V' on P-rippumaton ja samoin jakautunut kuten V,

pvavi(t) = pv(t)* = 4Sint(2t/2)2 _z2 _tZOS(t))




Seuraa myos ettd (V 4 V') tiheysfunktio on tiheysfunktioiden

konvoluutio:

Jvyv(z) = Lz € [-1,1]) /R L-1/2,1/9/(x — y)dy

= (=21 € [-1,1]) = (1 = [«])*
Lévy inversio kaavasta saadaan:

1 )
frovie) = (L=lal)* = 5= [ e v (b
T JR

L[l

s t

Kun z = 0 siitd seuraa

Siis fy (1) = 4==W) on todenndjkoisyys jakauma (R, B(R)):11a

7t
Sen karakteristinen funktio on

ov(y) = (1— D1 € [-L1) = - / gy (L= cos(t)

™ t

Osoita

Xi+--+ X, 1 1
lim P( S < :zc) = — + —arctan(z)
n

n— 00 2 m

R.

Jos Yi,...,Y, ovatii.d. ja samoin jakautuneita tiheysfunktiolla

v5. (t) = (1 —[y/n|])"1(y € [-n,n]) — exp(—|y|)

joka on Cauchy jakauman karakteristinen funktio jolla on ker-

tymafuntio

1 1
P(Z<t)= 5 + — arctan(t)
T



Téama seuraa koska kun Z on Cauchy jakautunut, muuttujan
vaihdolla x = tan(f)

1 t 1 1 arctan(t) 1 t ¢
P(Z <t)= —/ dz = —/ cos(0)? dp — retan()

- T ) oo 1+ 22 T J 2 cos(#)? T



