
HY Todennäkösyysteoria III, harjoitustehtävät 5, kevät 2014 12.2.2014

1. Olkoon {Xi : i ∈ N} i.i.d. satunnausmuuttujat kertymäfunktiolla
F (t) = P (X1 ≤ t).

Otoksen (X1, . . . , Xn) Empiirinen jakauma on satunnaisprosessi

Fn(t, ω) :=
1

n

n∑
i=1

1(Xi(ω) ≤ t) n ∈ N, t ∈ R

(a) Osoita: EP (Fn(t)) = F (t).

(b) : osoita ∀t ∈ R,

Fn(t, ω)→ F (t)

P m.v. kun n→∞.

(c) Todista Glivenko-Cantelli lemma

sup
t∈R
|Fn(t, ω)− F (t)| → 0

P m.v. kun n→∞.

Vihje osoita ensin että

sup
t∈R
|Fn(t, ω)− F (t)| = sup

q∈Q
|Fn(t, ω)− F (t)|

Fn ja F ovat oikelta jatkuvia.

Huomataan että kun a ≤ t ≤ b,

Fn(a)− F (a) + F (a)− F (b) ≤ Fn(t)− F (t) ≤ Fn(b)− F (b) + F (b)− F (a)

josta seuraa

|Fn(t)− F (t)| ≤ |Fn(b)− F (b)| ∧ |Fn(a)− F (a)|+ |F (b)− F (a)|

(d) Laske kovarianssi

Cov(Fn(t), Fm(s)) = EP
{(
Fn(t, ω)− F (t)

)(
Fm(s, ω)− F (s)

)}
for n,m ∈ N, t, s ∈ R.
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(e) Osoita että kun s, t ∈ R(√
n(Fn(s)− F (s)),

√
n(Fn(t)− F (t))

)
d→ (G(s), G(t))

jossa satunnais-pari (G(s), G(t)) on gaussinen. Mitkä ovatE(G(t)),
E(G(s)G(t))?

2. Olkoon

ek(t) =
1

2π
exp(ikt), k ∈ Z, t ∈ (−π, π]

(a) Osoita että {en : n ∈ Z} ovat ortonormaalisia L2((−π, π], dt)
avaruudessa eli.

1

2π

∫ π

−π
exp(ikt)dt = 1(k = 0) ∀k ∈ Z

(b) Olkoon X(ω) satunnaismuuttuja jolla P (X ∈ Z) = 1, karakte-
ristella funktiolla ϕX(t).

P (X = k) =
1

2π

∫ π

−π
ϕX(t) exp(−ikt)dt ∀k ∈ Z

(c) Olkoon Sn(ω) = X1(ω) + · · · + Xn(ω) jossa X1, . . . , Xn ovat P -
riippumattomia kopioita satunnaimuuttujasta X(ω) ∈ Z. Osoi-
ta

P (Sn = k) =
1

2π

∫ π

−π

(
ϕX(t)

)k
exp(−ikt)dt ∀k ∈ Z
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