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1. Olkoon {X; : ¢ € N} iid. satunnausmuuttujat kertyméafunktiolla
F(t) = P(X; <t).

Otoksen (X7, ..., X,,) Empiirinen jakauma on satunnaisprosessi
1 n
Ft,w)i=—Y 1(X;i(w) <t eEN, teR
()= U@ <0

(a) Osoita: Ep(F,(t)) = F(t).
(b) : osoita Vt € R,
F,(t,w) — F(t)
P m.v. kun n — oo.

(c) Todista Glivenko-Cantelli lemma

sup |F,(t,w) — F(t)| = 0

teR
Pm.v. kunn — oo.

Vihje osoita ensin ettd

sup |F,(t,w) — F(t)| = sup |F,(t,w) — F(t)]

teR 9€Q
F, ja F ovat oikelta jatkuvia.

Huomataan etta kuna <t <,

Fu(a) — F(a) + F(a) — F(b) < Fu(t) — F(t) < Fo(b) — F(b) + F(b) — F(a)
josta seuraa
[Fu(t) — F()] < [Fa(b) = F(O)| A |Fu(a) — F(a)| + [F(b) — F(a)]
(d) Laske kovarianssi
Cov(Fu(t), Fu(s)) = Bp{ (Fult,w) = F(1) (Fu(s,0) — F(5))}

forn,m e N, t,s € R.



(e) Osoita ettd kun s,t € R

jossa satunnais-pari (G(s), G(t)) on gaussinen. Mitkd ovat E(G(t)),
E(G(s)G(1))?

2. Olkoon
1
er(t) = 2—exp(ikt), kelZ, te(—m,mn|
T

(a) Osoita ettd {e, : n € Z} ovat ortonormaalisia L*((—n,n],dt)

avaruudessa eli.

1 s
2—/ exp(ikt)dt = 1(k = 0) Wk €7
m —T

(b) Olkoon X (w) satunnaismuuttuja jolla P(X € Z) = 1, karakte-
ristella funktiolla ¢ (¢).

P(X =k)= %/ ox(t) exp(—ikt)dt Yk € Z

(c) Olkoon S, (w) = Xj(w) + -+ + X, (w) jossa X, ..., X, ovat P-
riippumattomia kopioita satunnaimuuttujasta X (w) € Z. Osoi-
ta

™

P(S,=k) = —W/ (gpx(t))kexp(—ik:t)dt VkeZ

—T



