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1. Olkoon (Xn(ω) : n ∈ N) riippumatomien satunnaismuutujen jono,
jossa

P (Xj = k) = exp(−λj)
λkj
k!

siis Xj on Poisson(λj) jakautunut jossa λj > 0 .

Oletamme

lim
n→∞

λ1 + · · ·+ λn
n

= λ ∈ (0,+∞)

Osoita että satunnaismuuttujen jono

1√
n

(
X1 + · · ·+Xn − (λ1 + · · ·+ λn)

)
suppenee jakauman mielessä ja määrä rajajakauma. Vihje: muista
Lindebergin keskeinen raja-arvo lause

2. OlkoonXk, k = 0, 1 riippumattomia ja standardi gaussisia, jollaE(Xi) =

0 ja E(X2
i ) = 1.

Osoita että Y = X0+X1√
2

on standardi gaussinen laskemalla tiehys-
funktioiden konvoluutiota:∫

R

∫
R
h
(x+ y√

2

)
φ(x)φ(y)dxdy =

∫
R
h
(
x)φ(x)dx

jossa h(x) on testifunktio ja φ(x) = (2π)−1/2 exp(−1
2
x2) on standardi

gaussinen tiehysfunktio.

Vihje Muuttujan vaihdolla.

3. Todennäköisyys avaruudessa (Ω = R,F = B(R)), olkoon

P =

{
todennäköisyys mitat Q jolla

EQ(X) =

∫
R
x Q(dx) = 0, EQ(X2) =

∫
R

x2Q(dx) = 1

}
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Kun Q ∈ P määritellään kuvaus T : P → P jolla

(TQ)(B) =

∫
R

∫
R
1B

(
x+ y√

2

)
Q(dx)Q(dy) = EQ⊗Q

(
1B

(
X1 +X2√

2

))
, B ∈ B(R)

on todennäköisyys. Tässä X1 ja X2 ovat riippumattomia ja samoin
jakautuneita jakaumalla Q.

Osoita että standardi gaussinen jakauma γ(dx) on T kuvauksen kiin-
teä piste eli Tγ = γ, ja on attraktiiven P joukossa, eli

∀ Q ∈ P , B ∈ B(R)

lim
n→∞

(T nQ)(B) =
1√
2π

∫
R
1B
(
x
)

exp

(
−x

2

2

)
dx

4. Todennäköisyysavaruudessa (Ω,F , P ), olkoon Nλ(ω) Poisson(λ) ja-
kautunut, jossa λ > 0, siis

P (N = k) = exp(−λ)
λk

k!

ja (Xn(ω) : n ∈ N) riippumattomien ja samoin jakautuneiden satun-
naismuuttujen jono jossa

P (Xn = 1) = 1− P (Xn = 0) = p ∈ (0, 1)

• Olemme jo laskeneet EP (Xn) = λ ja EP (X2
n) = λ2 + λ.

Oletamme Nλ(ω)
P

⊥⊥ (Xn(ω) : n ∈ N)

Olkoon

Sn(ω) = X1 + · · ·+Xn(ω) ja

SNλ(ω)(ω) = X1 + · · ·+XNλ(ω)(ω) =
∞∑
k=1

(
Xk(ω)1(Xk(ω) ≤ Nλ(ω))

)
,

f : R → R rajoitettu ja jatkuva testifunktio, ja G(ω) ∼ N (0, 1)

standardi gaussinen satunnaismuuttuja.
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• Osoita:

lim
n→∞

EP

(
f

(
SNλ
− pNλ√

Nλp(1− p)

)∣∣∣∣Nλ = n

)
= EP

(
f(G)

)
jossa ehdollinen odotusarvo on elementaarinen, siinä mieles-
sä että ehdollistetään tapahtumaan jolla on positiivinen tode-
näköisyys. Muista keskeinen raja-arvo lause

• Osoita:

lim
λ→∞

EP

(
f

(
SNλ
− pNλ√

Nλp(1− p)

)∣∣∣∣σ(Nλ)

)
(ω)

P→ EP
(
f(G)

)
jossa λ on satunnaismuuttujan Nλ(ω) : n Poissonin parametri ja
suppeneminen on stokastinen konvergenssin mielessï¿½.

• Osoita

lim
λ→∞

EP

(
f

(
SNλ
− pNλ√

Nλp(1− p)

))
= EP

(
f(G)

)
Muista L1(P ) konvergenssin karakterisaatio.

Vihje Jos haluat kayttää melkein varmaa konvergenssia tarvit-
taessa voit olettaa että on olemassa satunnaismuuttujen kokoel-
ma {Nλ(ω) : λ > 0}, jossa P : mitan suhteenNλ(ω) on Poisson(λ)-
jakautunut , ja limλ↑∞Nλ(ω) = +∞ P -melkein varmasti.
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