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1. Laske karakteristinen funktio ϕX(t) = EP (exp(itX)) kun

• X on tasaisesti jakautunut välissä [0, 1].

• X on tasaisesti jakautunut välissä [−1, 1].

• X on Cauchy jolla on tiheysfunktio fX(x) = ((1 + x2)π)−1.

2. Sanotaan että satunnaismuuttujanX jakauma on äärettömasti jaetta-
vissa (infinitely divisible) jos kaikille n ∈ N on olemassa satunnais-
muuttuja Y (n)

1 jolla X ja Y (n)
1 + · · · + Y

(n)
n ovat samoin jakautuneita,

jossa Y (n)
i ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita.

Osoita:

• X on äärettömasti jaettavissa jos ja vain jos kaikille n ∈ N ku-
vaus t 7→ ϕX(t)

1/n on todennäköisyysjakauman karakteristinen
funktio.

• Gaussinen jakauma N (µ, σ2) on äärettömästi jaettavissa.

• Poissonin jakauma paramterilla λ > 0 on äärettömästi jaettavis-
sa.

3. Sanotaan että satunnaismuuttujan X jakauma on vaaka, silloin kun
kaikille a, b ∈ R (aX1(ω) + aX2(ω)) on samoin jakautunut kuten
(cX(ω) + d) jollekin c, d ∈ R, jossa Xi i = 1, 2 ovat rippumattomia
ja jakautuneita kuten X .

• Osoita että gaussinen jakauma N (µ, σ2) on vaaka.

• Osoita että jos karakteristinen funktio on muotoa

ϕX(t) = exp(itµ− |βt|α)

jakauma on vaaka.

4. Olkoon X1, . . . , Xn i.i.d. satunnaismuuttujat joilla on tiheysfunktio

fX(x) =
(1− cosx)

πx2
.
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• Tarkista että fX(x) on todennäköisyysjakauman tiheysfunktio.

• Laske X :n karakteristinen funktio

• Osoita

lim
n→∞

P

(
X1 + · · ·+Xn

n
≤ x

)
=

1

2
+

1

π
arctan(x)
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