HY Todennidkdsyysteoria I1I, harjoitustehtavit 2, kevit 2014 29.01.2014

("Pelkistetystd” suurten poikkeamien periatteesta )

Olkoon (2, F, P) todenndkoisyys avaruus, ja satunnaismuuttuja X (w)
jolla Xt := max(X,0) € L>(, F, P).
Muistetaan ettd X+ € L>(Q, F, P) jos ja vain jos

x" := P-esssup X (w) :=inf{r: P(X >r) =0} < 00

we

jossa esssup X (w) on ollenainen supremum P-mitan suhteen.

Kun A € F méaritelladn myos

P-esssup X (w) = P-esssup(X (w) + log(14(w))) =

w€eA weN

inf{r: P{ X >r}nNA)=0}

Osoita

1.

*

r* = esssup _,X(w) jos ja vain jos P(X > z*) = 0 ja on olemassa
jono &, T z*jollae, := P(X >¢&,) > 0.

. Kun z* < oo,

C(n) := Ep(exp(nX;)) = exp(A(n)) <oco Vn >0

jossa A on kumulanttien generoiva funktio.

. Médéritellddn Esscher-muunnettujen todennidkoisyysmittojen jono

P,(dw) = C(n) ' exp(nX(w))P(dw), jolla
B Ep(exp(nX)14)
PalA) =~ expn))

kun A € F

Osoita

r* ;= esssup X (w) = lim l10g(0(”)) =

weN n—oo 1M

lim llog( /Q exp(nX(w)P(dw))

n—oo N
Vihje Huomaat etta

exp(nz®) > exp(nX(w)) > exp(n&,)1(X(w) > &,) P m.wv.



4. Osoita: Todenndkoisyysmittojen jonolle (P, : n > 0) péddtee suurten

poikkeamien periaate vauhti funktiolla
I{w) = (2" = X(w))
eli kaikille VA € F jossa P(A) >0

lim ~ log(P,(A)) = P-esssup(X (w) — 2°) — —ess inf I(w)  (0.)

n—oo M wEA

Huomautus (0.1]) pétee myos kun P(A) = 0, koska

esssup X (w) = —oo
weA

5. Kun X € L*>*(P)ja X(w) > 0 P-melkein varmasti,

#* = lim Ep(X™)""
n—oo
Vihje Y (w) :=log(X(w)), Y™t € L*>(P).
6. Kun X (w) € L>(P),

. n\1l/n .
| X o esssup,eql X (@)] = lim Bp(1X1)"" = m || X



