HY Todennikosyysteoria 111, harjoitustehtavit 1, kevit 2014

1. Todenndkoisyysavaruudella (€2, F, P) olkoon {X,,(w) : n € N} riip-

pumattomia ja samoin jakautuneita jossa
P(Xi=1)=1-P(X1=0)=pe(0,1).

Olkoon S, (w) = X;(w) + Xa(w) + -+ + X, (w) neN.

Olkoon p < a < 1. Osoita suurten poikkeamien yldraja:

na n(l—a)
p l—p
P(Sn>an) < (a) (1—@)

— exp{—n(alog(%) +(1—a) 10%(1 :Z))}

= exp{—nK(Pa\Pp)}

jossa (tiedoksi vaan, tétd tietoa ei tarvitse kayttaa )

s - i)

on P,n suhteellinen entropia F,:n suhteen.

Vihje: kun 6 > 0
P(S, > an) = P(exp(6S,) > exp(fan))

Kéaytetdadn ensin Chebychevin epayhtaloa ja sitten optimoidaan 6:n
suhteen.

2. Olkoon S, = 1(X; + --- + X,,) jossa X; ovat P-riippumattomia ja
samoin jakautuneita.

Laske Cramerin lauseen avulla

1 —
— lim —log P(S, > z)

n—oo N,

silloin kun



* X;(w) on l-eksponentiaalinen, eli P(X; > z) = exp(—z) kun
x > 0. Huomaat ettd Ep(X;) =1>0

* Xj(w) = G(w) jossa G(w) on standardi gaussinen, Ep(G) =
0, Ep(G?) = 1.

Tassd tapauksessa S,, = (X; + -+ + X,,)/n on Gaussinen jolla

Ep(S,) =0, Ep(S2) = 1/n.
* X;(w) = G(w)? jossa G(w) on standardi gaussinen, Ep(G) =
0, Ep(G?) = 1.
* X;(w) on Poisson()\) jakautunut, eli
k

A
P(X,=k) = exp(—)\)y kunk e N

3. Olkoon U(w) tasaisesti jakautunut [0, 1] vélissd, ja (X; : ¢ € N) jono
ehdollisesti riippumattomia satunnaismuuttujia o-algebran o(U):mn
ehdolla, jolla Vn, fi,..., f,

Br(ACX) - FuX)Io0)w) = { T Er(h(G + )}

u=U(w)

jossa GG on standardi gaussinen jolla F(G) = 0,E(G?*) = 1. Toisin sa-
noen, X; ovat ehdollisesti rippumattomia ja gaussisia samalla ehdol-
lisella odotusarvolla U(w) ja ehdollisella variansilla 1.

Olkoon S, = 2(X; +--- + X,,).
Laske

1 _
lim ——log P(S,, > x)
noon
Vihje Laske ensin
. 1 5
lim ——log P(S,, > z|U = u)
noon

ja huomaat etta

t
P(S,>x) = / P(S, > z|U = u)du
0

2



Olkoon I(z|U = u) ehdollisen jakauman vauhti funktio

Kéytd Taylorin approksimaatiota: kun v € [0, 1]

. 1 02 9
I(x|u) N]($|U—uz)+§ag—u1(x|U—u) (u — 1)

jossa

. -
Uy argurél[é%} (x|u)

. Osoita ettd kun funktio 4 : R — R on jatkuva ja keskipiste-konveksi

h(z) + h(y)
2

Tty
2

n(HY) <

siitd seuraa ettd h(z) on konveksi. (Emme oleta etta h olisi ei-vaheneva!)
Katso Teoreema 14.0.1 todistuksen luentomonistesta.
. Todista lemma 14.0.3 luentomonisteesta:

Olkoon f(t), g(t) jatkuvia funktioita kompaktissa K, ja

fr=supf(t), g =supg(t).
teK teK

Silloin

/" =g < §é1113|f(t) =g =1 =9ll



