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3. Markov ketju Monte Carlo

Olemme nyt valmiita soveltamaan Markov ketjujen teoriaa sdmplddmiseen. Tamé
sampldysmenetelmé tunnetaan nimelld Markov-ketju Monte Carlo.

Haluaisimme sémplété jostakin todennékoisyysmitasta v dérelliselld joukolla S. Idea-
na on konstruoida titd tarkoitusta varten Markov ketju X = (X (t))wez., tila-
avaruudella S (eli siirtymétodennikoisyysmatriisista P € RS*S). Jotta se soveltuisi
sampldaamiseen, haluamme, etta:

e Markov-ketjun siirtymia on kaytadnnossd mahdollista saimpléata.
- Tyypillisesti annetulla  siirtymétodennakdoisyyksistd P, , nollasta eroa-
via on huomattavasti vihemmaén kuin kaikkia mahdollisia tilojay € S.
Liséksi ndma siirtyméatodenndkoisyydet ovat helposti laskettavissa.
e Tilan X(¢) jakauma suppenee kohti mittaa v, kun t — co.
- Tyypillisesti tdta varten tarkistetaan etta v on siirtymétodennékoisyys-
matriisin P stationaarinen jakauma, ja lisiksi, etta siirtymétodennékoisyys-
matriisi on redusoitumaton ja aperiodinen (kts. Lause V.28).

Valitaan mielivaltainen alkutila X (0) (kdyténnossd yleensd jokin helposti kuvailta-
va tila), ja simuloidaan Markov-ketjua valitsemalla perdkkéisia satunnaisia siirtymia
siirtymétodennékéisyyksien mukaisesti. Suurella ¢, satunnaismuuttuja X (¢) noudat-
taa sitten likimaaraisesti haluttua jakaumaa v (sitd paremmin, mitd suurempi ), ja
kelpaa satunnaisotokseksi.

Aloitamme tarkastelemalla kdytannollisesti simulaatioiden nédkokulmasta kysymysté
Markov ketjujen konvergenssista kohti stationaarista jakaumaa.

Tarkastelemme sen jalkeen yksityiskohtaisemmin Ising-mallin simulaatiota Glauber-
dynamiikalla ja itsedén vélttdvan polymeerin simulaatiota taitosalgoritmilla.

3.1. Markov-ketjun konvergenssista simulaatioiden nidkékulmasta

Oletetaan, ettd on jo 16ydetty jokin siirtymédtodennékoisyysmatriisi P, joka méaérittelee
redusoitumattoman ja aperiodisen Markov-ketjun, jonka yksikésitteinen stationaa-
rinen jakauma m on haluttu todennékoisyysmitta, 1 = v. Lauseen V.28 perusteella
siis mistd tahansa alkutilasta X (0) lahtien, saamme P[X (t) = 2] — 7, kun ¢ — oo.
Lause ei kuitenkaan kerro kuinka suuri ¢ pitéisi valita, ettd tilan X (¢) jakauma olisi
halutulla tarkkuudella 7.

Mité edes tarkoitamme “halutulla tarkkuudella”? Jakaumien laheisyytta voi kvanti-
fioida monella tavalla, kdytdmme téssa konkretian vuoksi totaalivariaatioetéaisyytta:
jos v ja v/ ovat kaksi todennédkoisyysmittaa samalla avaruudella Q (joka on varus-
tettu samalla tapahtumien sigma-algebralla), niin merkitsemme

dry (v, V') = s%p |Z/[E] — V’[EH,

missd supremum on yli kaikkien tapahtumien F C €. Siis dpvy (v, V') kertoo kuin-
ka suuren virheen tapahtuman todennékoisyyteen pahimmillaan aiheuttaa toisen to-
dennikoisyysmitan kdyttiminen toisen sijasta. Adrellisilld todenniikoisyysavaruuksilla
toki kaikki seuraavat ovat yhtédpitéavia:

e U, — v kun n — 0.
e Kaikilla = € Q pétee v,[{z}] = v[{z}] kun n — oc.



3. MARKOV KETJU MONTE CARLO 209

o dry(vp,v) — 0 kun n — oo.

Redusoitumattoman aperiodisen Markov-ketjun konvergenssi stationaariseen jakau-
maan on itseasiassa eksponentiaalisen nopeaa. Jos merkitaén tilan X (¢) jakaumaa
H(t), niin pitee alkutilasta riippumatta

dry(p!), m) < Ce™'/me

jollakin 7.y, > 0. Standardi tapa tdmén osoittamiseksi on tarkistaa, ettd matriisin P
ominaisarvo 1 on yksinkertainen, ja muut ominaisarvot ovat yksikkéympyréan sisélla
(kts. Perron-Frobenius lause) — silloin

Texp = — lOg (sup {])\| ‘ det(A — P) = O} >

Aikaskaalaa 7.y, kutsutaan Markov-ketjun relaksaatioajaksi (toisinaan kéytetddn
hieman erilaisia méaritelmia eksponentiaalisen konvergenssin nopeuden kvantifioi-
miseksi, esimerkiksi erilaiset “autokorrelaatioajat” ovat simulaatioiden kannalta re-
levantteja). Tdmén eksponentiaalisen konvergenssin perusteella on siis taattua, etta
kun ¢ 2 log(1/e) X Texp, tilan X (¢) tuottaman otoksen jakauman virhe on korkeintaan
E.

Yhta sampldysongelmaa varten voisimme valita erilaisia Markov-ketjuja P, ja kdyttaa
niitd Monte Carlo simulaatioon. Ylldolevan perusteella on siis periaatteessa toivot-
tavaa, ettd Markov-ketjun P konvergenssinopeudessa esiintyvé relaksaatioaika Texp
on mahdollisimman pieni, koska Markov-ketjua pitda ajaa tatd suuruusluokkaa ole-
va askelméédra luotettavan otoksen tuottamiseksi. Lisdksi pitdd huomioida se, kuin-
ka paljon resursseja (esim. prosessoriaikaa) yhden askeleen tuottaminen kuluttaa
(ddrimmaéisend esimerkkiné: on aina periaatteessa mahdollista mééritella Markov-
ketju, joka hyppéaéa yhdelld askeleella mistd tahansa alkutilasta haluttuun statio-
naariseen jakaumaan, mutta silloin yhden askeleen tuottaminen on yhtéd vaikeaa
kuin alkuperéisestéd jakaumasta simpladminen). Kéytannossa kddnteisen tehokkuu-
den mittari on relaksaatioaika kerrottuna yhden Markov-ketjun askeleen simuloimi-
seen kuluvilla resursseilla.

Todellisissa ongelmissa ylldolevat pohdinnat ovat itseasiassa vield huomattavasti lii-
an naiiveja. Erityisesti malleissa on kokoparametri, vaikkapa N, sekd muita para-
metreja (vaikkapa ferromagneetin lampatila). Tila-avaruus & = Sy riippuu koko-
parametrista N, ja #Sy on tyypillisesti eksponentiaalisen suuri kokoparametrissa
N. Haluaisimme valita mahdollisimman suuren N ollaksemme lidhelld termodynaa-
mista rajaa. Toisaalta suuri N epéileméttd samalla kasvattaa ainakin vastaavan
Markov-ketjun ajamiseen tarvittavia laskennallisia resursseja. Mallin Markov-ketju
Monte Carlo simulaatiossa siis tarked& on, miten autokorrelaatioaika kerrottuna yh-
den Markov-ketjun askeleen simuloimiseen kuluvilla resursseilla kayttaytyy koko-
parametrin N funktiona. Lisdksi autokorrelaatioaika riippuu mahdollisesti mallin
muista parametreista (vaikkapa lampétilasta). Saattaa kdydéd niin, ettd kun suu-
rella N muut parametrit ovat lihelld kriittisid arvoja (esim. ferromagneetti lahella
faasitransitiopistettd), mallilla on vaikkapa pitkdn kantaman korrelaatioita (tyypil-
listd nk. jatkuvissa faasitransitioissa), joiden takia Markov-ketjun autokorrelaatioai-
ka on paljon pidempi kuin tyypillisilla parametrin arvoilla. Téllaiset kriittiset pisteet
ovat usein kiinnostavia, joten simulaatioiden haluttaisiin pysyvén tehokkaina myos
tallaisilla parametrien arvoilla.
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Samplédmismenetelmén hyvyyden arviointi on ylipdénsd monimutkainen (kdytannollinen)
kysymys, jossa pitdd huomioida erityisesti se, mitd tarkoitusta varten otoksia ha-
lutaan tuottaa. Kaytinnossa tarkedd on miettid esimerkiksi sitd, vaatiikko yhden
Markov-ketjun askeleen tuottaminen eksponentiaalisen vai polynomiaalisen méaran
resursseja kokoparametrissa, ja samoin onko autokorrelaatioaika eksponentiaalisen
suuri vai rajoitettu polynomilla. Pa&dsdéantoisesti, eksponentiaalisen suuria lasken-
nallisia resursseja vaativat menetelmét ovat kdayttokelvottomia, ja polynomiaalisista
menetelmistd tulee valita se, jonka kdyttdmat resurssit ovat asymptoottisesti pie-
nimmat.

3.2. Ising mallin simuloinnista

Tarkastelemme nyt Ising-mallin simuloimista Markov-ketju Monte Carlo -menetelmaélla.
Téssé luvussa pidetddn kiinnitettyind seuraavat valinnat:

e idrellinen graafi G = (V, E)

e todennikoisyysavaruus Q = {—1, —|—1}V
e Hamiltonin funktio H: 2 — R,

e kidnteinen lampdtila g > 0

e partitiofunktio Z =" __ e BH(2)

e Boltzmann-jakauma v[{g}] = Le #H(2)

Useat viitteet patevit ilman tarkkaa Hamiltonin funktion valintaa, mutta olemme
toki padasiallisesti kiinnostuneita Ising-mallin Hamiltonin funktiosta

H(o)=— Z OyOuw — BZO‘U, (V.17)
{v,w}eE veV

missd parametri B € R kuvaa ulkoista magneettikenttaé.

3.2.1. Diskreettiaikainen Glauber-dynamiikka

Diskreettiaikainen Glauber-dynamiikka on Markov-ketju Ising-mallin tila-avaruudella
S=0={-1, 1}V. Sanallisesti tdmén Markov ketjun satunnainen askel kuvaillaan
seuraavasti:

- Valitaan umpiméahk&én satunnainen graafin piste w € V.
- Péivitetdédn spinin arvo pisteessié w ehdollisesta Boltzmann-jakaumasta,
kun muiden spinien arvot on annettu.

Glauber-dynamiikka jiljittelee lampoliikkeen vaikutusta ferromagneettisen materi-
aalin konfiguraatioon. Yll& olevien valintojen idea on, ettd kukin piste on yhta al-
tis lampoliikkeelle, ja lampoliikkeen (satunnainen) vaikutus asettaa spinin lokaaliin
lampdotasapainoon ympéristonsa kanssa.

Konkreettisesti Markov-ketjun siirtyméatodennékoisyydet ovat
P,.,=0 jos #{veV|o,#1,}>1

1 e—BH(1) '
WV ¢—FH@) | o-BPH@D) jos #{veV]o #m}=1

Poyg=1-)Y P, (V.18)
T#T

Pg,z =
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Lause V.34. Ising-mallin diskreettiatkainen Glauber-dynamitkka on redusoituma-
ton ja aperiodinen Markov-ketju, jonka yksikdsitteinen stationaarinen jokauma
on Boltzmann-jakauma v.

Lauseen V.28 perusteella saamme seurauksena Glauber-dynamiikan konvergenssin
kohti Boltzmann-jakaumaa.

Seuraus V.35. Jos X = (X(t))iez., on Ising-mallin diskreettiaikaisen Glauber-
dynamiikan madrittelemda Markov-ketju milli tahansa alkujakaumalla P[X (0) =
o] = 1y, niin X (t) suppenee kohti Bollzmann-jakaumaa v kun t — oo, eli kai-

killa o € S pitee

PIX() = o] — vl{o}] = e 1.

T t—oo

Lauseen V.34 todistus. Todistamme stationaarisuuden kdyttiden Lemman V.19 “detailed balance”
ehtoa. Haluamme siis osoittaa, etté kaikilla 0,7 € S pétee

vl{a}] Po.r = v[{z}] Pr.-

Siirtymétodenniiksisyyksien kaavan (V.18) perusteella molemmat puolet ovat nollia jos # {v € Vo, # 7} >
1. Jos ¢ = 7, niin molemmat puolet ovat joka tapauksessa samat. Riittéd4 siis tarkistaa ehto

tapauksessa, jossa konfiguraatiot o ja T eroavat tasan yhdessi kohdassa, # {v € Vo, # 7,} =

1. Silloin eksplisiittisistd kaavoista Boltzmann-jakaumalle ja siirtymétodennékoisyyksille ndhdéan,

ettd molemmat puolet ovat

1 1 e BH(@) —BH(D)
Z #V e~ BH(@) 4 ¢—BH(D)"

Boltzmann-jakauman v stationaarisuus vP = v seuraa.

Huomataan, ettd kaikilla ¢ pédtee P, , > 0, koska kaavoista (V.18) alimmaisessa summassa
on #V nollasta eroavaa termié, joista kukin on positiivinen mutta pienempi kuin #—1‘/ Téasta
seuraa, ettd Glauber-dynamiikka on aperiodinen.

Olkoon g,7 € S, jam = #{v € V|0, # 7, }. Silloin on olemassa jono konfiguraatioita

c=0© g0 @ sm-D ) _ o

siten, etté jokainen saadaan edellisesté tasan yhté spinin arvoa muuttamalla, # {v € V|o§j - #+ af,j )} =

1. Koska kaikki siirtymétodennéikdisyydet P, -1 ,) ovat positiivisia, ndemme, ettd m as-
keleen siirtymétodennéakoisyys

m
(P )2,1 > Pg(o)7g(1) Pgu))g(z) cee Pg(m,—1)7£(7n,) >0

on myds positiivinen. (|

3.3. Itsedan vilttavin polymeerin simuloinnista

Kiinnitdmme N > 0 ja d € Z~, ja tarkastelemme tasaista todennékoisyysmittaa v
hilan Z< origosta lihtevien N askeleen itseisin vilttiavien kivelyjen joukolla Cy, siis

1
I/[{X}}:— VXGCN.
CN
Esitdmme téllaisen itsedén valttavan satunnaiskévelyn sampladmiseksi erddan Markov-
ketju Monte Carlo -algoritmin, nk. taitosalgoritmin (engl. “pivot algorithm”). Se on
yksi tehokkaimmista tunnetuista tavoista simuloida itsedéan valttavia satunnaiskavelyita.
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(a) Kévely ennen taitosta. (b) Kively taitoksen jilkeen.

Kuva V.1. Taitosalgoritmi itsedén vilttavan kdvelyn simuloimiseksi.
Kuva V.1(a): itseddn vélttavéstd kévelysta valitaan satunnainen tai-
toskohta 7. Kuva V.1(b): ensimmaéiset 1" askelta pidetdin ennallaan,
ja loppuihin askeliin sovelletaan satunnaista hilasymmetriaa.

3.3.1. Taitosalgoritmi itseddn vdlttdville kdvelyille

Taitosalgoritmi on siis Markov-ketju tila-avaruudella & = Cy. Sanallisesti sen sa-
tunnainen askel kuvaillaan seuraavasti:

- Valitaan umpiméahkéén satunnainen taitoskohta 7" € [0, N — 1].

- Pidetédén itseddn valttavan kdvelyn ensimméiset 7' askelta ennallaan, ja so-
velletaan viimeisiin /N — T askeleeseen tasaisesti satunnaisesti valittua hilan
Z4 symmetriaa R. Jos niin saatu kively on itsedifin vilttiva, siirrytédn sii-
hen, muussa tapauksessa pysytéadn edellisessé itseddn valttavéssa kiavelyssé.

Hilan Z¢ symmetriat ovat méiritelmin mukaan sellaiset ortogonaaliset lineaariku-
vaukset R: RY — R? jotka siilyttivit hilan, eli R(Z?) = Z<¢. Kantavektoreis-
ta e,...,¢e; kukin kuvautuu silloin vilttdméttd muotoa +e; olevaksi vektoriksi.
Kééntéen, jos €,...,64 € {—1,+1} ja jos j: [1,d] — [1,d] on bijektio, niin muo-
toa e, — €; €;(;) oleva lineaarikuvaus on hilan Z% symmetria. Siis hilasymmetrioiden
joukko

Oga — {R e RIx ’ RR™ =1, R(Z%) = Zd} (V.19)

on #irellinen joukko, jonka alkioiden lukuméérd on #0z = d! 2%.

Olkoon X: [0, N] — Z% kiively, ja T € [0, N — 1] taitoskohta, ja R € Oga hi-
lasymmetria. Taitoskohdasta 7" symmetrialla R taitettu kavely X' = Mrp r(X)
maédritellddn seuraavasti:

s X(t) jos0<t<T
X(t) = {X(T) + R(X(t) = X(T)) josT <t<N. (V.20)

Jos kévely X on itsedan valttava, niin taitetun kiavelyn X’ ensimmaiset 7" ja viimeiset
N — T askelta ovat itseddn vélttdvid, mutta on mahdollista, ettd X'(s) = X'(u)
joillakin s < T < u. Huomataan lisiksi, ettd pari (X, X') el aina mééréa paria (T, R)
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yksikésitteisesti, vaan sama taitettu kédvely voidaan saada useammilla taitoskohdan
T ja symmetrian R valinnoilla.

Eksplisiittisesti taitosalgoritmin siirtymétodenniksisyydet P € RS*S ovat

#{(T,R) | My r(X) = X'} : , . )
Px xr = Ndl2d jos X, X"'eCyjaX#X" (V.21)
#{(T,R) | Mq,p(X)=X"}
Pxx=1- § N 20 . (V.22)

X’'eCn

Lause V.36. Taitosalgoritmi on redusoitumaton ja aperiodinen Markov-ketju it-
seddn vdlttavien N askeleen kdvelyjen joukolla S = Cy, ja sen yksikdsitteinen
stationaarinen jakauma on tasainen todenndkdisyysmitta v joukolla Cy .

Lauseen V.28 perusteella saamme seurauksena taitosalgoritmin konvergenssin kohti
itseddn valttavaa satunnaiskavelya.

Seuraus V.37. Jos X = (X(t))icz., on taitosalgoritmin mddrittelemd Markov-
ketju milli tahansa alkujakaumalla P[X(0) = X] = 1x, niin X (t) suppenee
kohti tasaista jakaumaa v kun t — oo, eli kaikilla X € Cy pdtee

1
PIX(t)=X] — —.

t—o0 CN

Lauseen V.36 todistus. Todistamme stationaarisuuden kdyttden Lemman V.19 “detailed balance”
ehtoa. Haluamme siis osoittaa, ettd kaikilla X, X’ € S pitee

v[{X}] Px x = v[{X'}] Px' x

Kun muistetaan, ettd v on tasainen mitta, siirtymétodennikoisyyksien kaavan (V.21) pe-
rusteella tdmé “detailed balance” ehto seuraa, jos

#{(T\R) | Mr.p(X) =X'} = # {(T", R') | M7 p(X) = X}.

Niiden kahden joukon vililli on ilmeinen bijektio, (T, R) +— (T, R™'), joten alkioiden lu-
kuméérit ovat samat ja siten “detailed balance” ehto on tarkistettu tasaiselle todennékoisyys-
mitalle.

Huomataan, etté kaikilla X pétee Px x > ﬁ > 0, koska valinta R = I tuottaa aina saman
kévelyn. Téastd seuraa, ettd taitosalgoritmi on aperiodinen.

Redusoitumattomuuden osoittamiseksi on néytettavi, ettd mikd tahansa itseddn valttava
kiavely X voidaan a#rellisen monella taitoksella muuntaa miksi tahansa toiseksi itsedin
vilttaviksi kivelyksi. Selvisti riitt#d osoittaa, etti X voidaan muuntaa suoraksi kivelyksi X
joka miritellisin kaavalla X (t) = t e, kaikilla . Nimitt#in suorittamalla kiifinteiset muunn-
osaskeleet kddnteisessé jarjestyksessa saadaan suora kévely sitten muutettua mielivaltaiseksi
itseddn valttaviksi kavelyksi.

Méérittelemme kdvelyn X ympérysmitan Y (X) ja suorien askelten lukuméérin S(X) seu-
raavasti:

—22( max X;(n) — min Xz(n))

0<n<N 0<n<N

S(X):#{ne [1,N —1] ‘ X(n) = 1(X(n—1)+X(n+l))}.

2
Selvisti pitee Y (X) < 2N ja S(X) < N — 1. Lis#iksi yhtdsuuruus pétee néistd molemmissa
samanaikaisesti tésmélleen silloin, kun X on jokin suora kévely, eli X(t) = =£te, jollakin
indeksill 7 ja merkilld 4. Tallaiset suorat kiivelyt saadaan muutettua kivelyksi X yhdelld
taitoksella kohdasta 7" = 0.
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Jatdmme harjoitustehtédvéksi osoittaa, ettd jos X ei ole mikdén suorista kévelyisté, niin on
olemassa taitos, joka kasvattaa aidosti joko ympérysmittaa tai suorien askelten lukumagraa
vihentdmétti kumpaakaan. Airellisen monen tillaisen taitoksen jilkeen ympérysmitan mak-
simaalinen arvo 2N ja suorien askelten lukumééréin maksimaalinen arvo N — 1 saavutetaan,
jolloin kévely on saatu muunnettua suoraksi. Tamaé todistaa taitosalgoritmin méaérittelemén
Markov-ketjun redusoitumattomuuden. O

Tehtévd V.6. Olkoon X itsedin viilttivi kively, ja Y(X) ja S(X) sen ympérysmitta ja suorien

askelten lukuméara, kuten edellisessé todistuksessa.

(a) Oletetaan, ettd on olemassa indeksi i € [1,d] siten, ettéd i:nnen koordinaatin arvo ei ole
maksimaalinen (tai vastaavasti minimaalinen) kévelyn kummassakaan péitepisteessi — toi-
sin sanoen joko X;(0), X;(N) < max {X;(¢)} (tai vastaavasti X;(0), X;(N) > min {X;(¢)}).
Osoita, ettd valitsemalla T siten, ettd X;(T) = max{X;(t)} (tai vastaavasti X;(T) =
min {X;(t)}) ja R siten, ettd R(e;) = ¢; kaikilla j # i ja R(e;) = —¢;, saadaan taitettu
kitvely X' = Mz (X), jolle Y (X'} > V(X) ja S(X') > S(X).

(b) Oletetaan, ettd kohdan (a) ehto ei ole voimassa, eli etté kaikilla indekseilld ¢ € [1, d] pétee
{min {X;(#)} ,max {X;(¢)}} = {X;(0),X;(N)}. Olkoon T” suurin sellainen ajanhetki, jolle
pisteen X(7”) kahden koordinaatin arvot eroavat péétepisteen X (V) vastaavista. Olkoon
T = T+ 1, ja olkoon i se indeksi, jolle X;(T") # X;(T) ja olkoon k se toinen indeksi,
jolle Xy (T") # Xp(INV). Osoita, ettéd valitsemalla T néin, ja R siten, ettd R(e,) = +e;
sopivasti valitulla etumerkilld, saadaan taitettu kively X' = My r(X), jolle Y(X') > Y (X)
ja S(X’) > S(X).
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