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(a) Ising malli #éirettomalli hilalla Z2 (b) Adrettomiin pitks itsedin vilttivi satun-
naiskévelyt puolitasossa

Kuva I1.17. Esimerkeiksi termodynaamisista rajoista otamme Ising
mallin hilalla Z? ja itsedén vilttdvin satunnaiskdvelyn puoliavaruu-
dessa N x Z4-1 c 7.

5. Probabilistisista termodynaamisista rajoista

Formalisoimme nyt probabilistista termodynaamisen rajan késitettd. Satunnaiset
oliomme saavat arvoja taydellisilla separoituvilla metrisilla avaruuksilla, ja tarkaste-
lemme niiden jakaumien heikkoa suppenemista (yleensa fysikaalisen systeemin osas-
ten lukuméadrdn N mennessi darettoméin). Padesimerkkimme ovat Kuvassa 11.17
havainnollistetut Ising malli ja itsedédn vélttdva puoliavaruuskévely, joiden termo-
dynaamisten rajojen olemassaolon todistamme Luvussa 5.3. Esimerkkini samasta
ideasta voidaan ymmartad myos Osan III padtulos, Donskerin lause, joka konstruoi
Brownin liikkeen satunnaiskévelyjen skaalausrajana.

5.1. Metriset avaruudet, tiaydellisyys, separoituvuus

Muistutetaan, ettd metrinen avaruus on joukko X varustettuna metriikalla, eli funk-
tiolla p: X x X — [0, 00) siten, ettd

olz,y) =0 & x=y (0-Ero)
o(z,y) = o(y, x) Vr,y € X (0-Sym)
Q(I',y) S Q(I,2)+Q(2,y) Vl’,y,Z Ex- (Q‘A)

Lukijan oletetaan tuntevan seuraavat metrisen topologian peruskésitteet:
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Maégritelma I1.53. Kun x € X ja r > 0, (avoin) z-keskinen r-sidteinen kuula on
joukko B,(z) = {y € X | o(z,y) < r}. Joukko A C X on avoin, jos sen jokaisen
pisteen jokin kuula sisiltyy joukkoon A, ja suljettu, jos sen komplementti X\ A
on avoin. Joukon A C X sulkeuma A on kaikkien sen siséltivien suljettujen
joukkojen leikkaus, ja sen sisdlmys A° on kaikkien siihen siséltyvien avointen
joukkojen yhdiste. Joukko A on tihed, jos sen sulkeuma on koko avaruus, A =
X. Jono (z,)n.n pisteitd z,, € X on Cauchy-jono, jos kaikilla € > 0 on olemassa
N € N siten, ettd o(z,, ) < € kun n,m > N.

Miéritelméa I1.54. Metrinen avaruus (X, o) on

e tdiydellinen, jos sen kaikki Cauchy-jonot suppenevat
e separoituva, jos on olemassa numeroituva tiheé osajoukko A C X.

Huomautus I1.55. Topologista avaruutta, joka on separoituva, ja jonka topologia saadaan josta-
kin metriikasta, jonka suhteen X on tdydellinen, sanotaan usein puolalaiseksi avaruudekss.
Olisi periaatteessa tarkoituksenmukaista tehda kaikki tdmé&n luvun tarkastelut juuri puola-
laisilla avaruuksilla, koska mikd#n olennainen ei riipu metriikasta itsestdén, vaan ainoastaan
sen madraamasta topologiasta. Konkretian vuoksi oletamme kuitenkin aina annetun metrii-

kan.

Esimerkki I1.56. Reaalilukujen joukko R varustettuna metriikalla o(z, y) = | —y| on téydellinen
separoituva metrinen avaruus: kaikki Cauchy-jonot suppenevat ja vaikkapa rationaaliluvut
Q C R muodostavat numeroituvan tiheén joukon. Olemme jo tarkastelleet heikkoa suppe-
nemista R:114 Luvussa 1.3. Esimerkkisovelluksista muistutamme mieleen seuraavat:

o keskeinen raja-arvolause (Luku I1.4)
o ddiriarvostatistiikat (Esimerkki 1.48 ja Tehtévé 1.7)
e Curie-Weiss mallin empiiriset magnetisaatiot (Lauseet I1.23 ja 11.24)

Samoin R? varustettuna Euklidisen normin masraamalla metriikalla o(z,y) = ||z — y|| (itse-
asiassa minké tahansa normin mairddmailla metriikalla) on téydellinen separoituva metrinen
avaruus. Ilmeisisi sovelluskohteita heikolle suppenemiselle R%:114 ovat suoraan vektoriarvois-
ten satunnaismuuttujien liséksi useiden reaalisten satunnaismuuttujien yhteisjakaumat.

Esimerkki I1.57. Osoitamme myShemmin, ettd jatkuvien, vililli [a,b] C R mééiriteltyjen reaa-
liarvoisten funktioiden avaruus C([a, b]) varustettuna metriikalla

o(f,9) =l = gllc = sup |f(z) —g(z)]

z€Ja,b]

on tdydellinen separoituva metrinen avaruus. Erittéin tarkeé sovelluskohde heikolle suppene-
miselle avaruudella C'([0,7]) on Luvussa III.1 tarkasteltava Donskerin lause, jonka mukaan
yksinkertaisen satunnaiskédvelyn skaalausraja on Brownin liike.

Seuraava esimerkki on statistisessa fysiikassa niin térked, ettd se ansaitsee jo téssé
vaiheessa koko Luvun 5.1.1.

5.1.1. Diskreettien joukkojen numeroituvat tulot

Olkoon S joukko (yleensd #érellinen tai numeroituvasti ddreton, téssi aina varus-
tettuna diskreetilla topologialla) ja I numeroituva indeksijoukko. Maaritelldan

ST = {(wi)ier | wi € S Vi} = {funktiot w: I — S}. (I1.30)
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Esimerkki I1.58. Tapaus S = {—1,+1} ja I = Z< on relevantti d-ulotteisen Ising mallin termo-
dynaamiselle rajalle.

Esimerkki I1.59. Tidta muotoa oleva avaruus soveltuu myos tarkastelemiimme ldhinaapurikévelyihin
hilalla Z9: kiivelyt X = (X(t))sez-, ovat luontevasti avaruuden (Z?)Z=o alkioita, jolloin
S=272%jal= Z>( ovat molemmat numeroituvasti ddrettomié. Vaihtoehtoisesti kdvely voi-
taisiin samaistaa askeltensa X (¢)—X(t—1) jonon kanssa, jolloin S olisi mahdollisten askelten
ddrellinen joukko ja I = N.

Ylléoleviin kahteen esimerkkiin palaamme Luvuissa 5.3.1 ja 5.3.2, vastaavasti.

Kun s € S jat € I, asetetaan
Ci(s) ={we 8" |w; =s}.
Yleisemmin, muotoa
Ciy(s1) N Ciy(se) NN C, (8n) (I1.31)

olevaa joukkoa sanotaan sylinterijoukoksi (tai sylinteritapahtumaksi, kun halutaan
korostaa todenndkoisyyksid).

Oletetaan tasté eteenpéin notaation keventdmiseksi saman tien valituksi indeksijou-
kon alkioiden numerointi, jolloin I = N. Asetetaan

olw,w) =Y 27 (11.32)
iiN,

Tehtsiva I1.15. Osoita, ettd kaava (I1.32) madrittelee metriikan joukolla ST, eli, ettd (o-Ero),
(0-Sym) ja (0-A) ovat voimassa.

Tehtivi I1.16. Osoita, jos w(™ = (w,gn))iej, niin jono (w("))neN suppenee jos ja vain jos kaikilla
(n)

i € I on olemassa s; € S ja n; € N siten, ettd w; ' = s; kun n > n;.

Lemma 11.60. Seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

(i) Jos S on ddrellinen tai numeroituva, niin sylinterijoukkoja on numeroituva
maard.
(ii) Jos s1,82,...8, € S jar < 27", niin perussylinterijoukko
Ci(s1) NN Cu(sn),

sisdltad kaikkien alkioidensa r-ympdristot.

(i) Kaikki sylinterijoukot ovat yhdisteiti kohdan (ii) perussylinterijoukoista.
Erityisesti sylinterijoukot ovat avoimia joukkoja.

(iv) Sylinterijoukon komplementti on yhdiste sylinterijoukoista, ja siten erityi-
sesti avoin. Sylinterijoukot ovat siis sekd avoimia ettd suljettuja joukkoja.

(v) Jokainen avoin joukko on sylinterijoukkojen yhdiste.

Todistus. Sylinterit vastaavat valintoja n € N ja sitten i1,...,4, € Nja s1,...,s, € S — téllaisia
valintoja on numeroituvan monta, koska numeroituvien joukkojen dérelliset karteesiset tulot
ja numeroituvat yhdisteet ovat numeroituvia. Tadmé osoittaa kohdan (i).
Jos w' = (w})ien on alkion w = (w;);en T-ympéristossd, missd r < 27", niin w; = w} kaikilla
i < n. Kohta (ii) on tdmén perusteella selvi.

Kohta (iii) on selvé.
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Kohtaa (iv) varten riittdd huomata, etti

SN (Ci(s)n-nCi(s)=J U Culs)

k=1s€S\{sx}

Kun r > 27"*! huomataan, etté alkion w = (wi)ien r-ympéristo sisidltdd sylinterin Cp (w1)N
-+ NCp(wy). Koska avoin joukko on alkioidensa joidenkin ympéristdjen yhdiste, on se myos
joidenkin sylinterien yhdiste. Tamé todistaa kohdan (v). O

Tehtivi I1.17. Osoita, etti S? varustettuna kaavan (I1.32) mésrittelemslls metriikalla on téydellinen
ja separoituva.

5.2. Heikko suppeneminen

Olkoon (X, ¢) metrinen avaruus. Tarkastellaksemme todenndkoisyysmittoja avaruu-
della X, meiddn on varustettava se o-algebralla. Ilman eri mainintaa ajattelem-
me jatkossa(kin) todennéikoisyysmitat méaaritellyiksi seuraavalla Borel-joukkojen o-
algebralla.

Maédritelméa I1.61. Borel o-algebra B = B(X, ¢) metriselld avaruudella (X, ) on
pienin sigma-algebra, joka sisdltda kaikki avoimet joukot U C X.

Huomautus II.62. Pienin o-algebra, joka siséltdid jonkin halutun kokoelman A avaruuden X
osajoukkoja, eli kokoelman .4 generoima o-algebra o(A), on olemassa: se konstruoidaan
kaikkien sellaisten o-algebrojen leikkauksena, jotka siséltédvit tdmén kokoelman

o(A) = ﬂ {F | F o-algebra X:lla, F > A}.

Leikkaus on mielekiis (hyvin mééritelty), koska ainakin kaikkien osajoukkojen E' C X kokoel-
ma on vaaditunlainen o-algebra. On my0s suoraviivaista, etté leikkaus on tosiaan o-algebra.

Huomautus I1.63. Sigma-algebran ominaisuuksien perusteella B sisdltdd kaikki suljetut joukot
A C X (koska ne ovat avoimien joukkojen komplementteja), kaikki numeroituvat leikkaukset
avoimista joukoista, numeroituvat yhdisteet suljetuista joukoista jne.

Esimerkki I1.64. Olkoon ¥ = S’, missd S on #irellinen tai numeroituva ja I on numeroituvia.
Kaikki avoimet joukot kuuluvat sylinterijoukkojen generoimaan o-algebraan Lemman I1.60
kohtien (i) ja (v) perusteella, ja toisaalta sylinterijoukot ovat avoimia kohdan (iii) perusteella.
Siis sylinterijoukkojen generoima o-algebra on tdsmélleen Borel-sigma-algebra.

Metrisissa avaruuksissa joukkoja voidaan (mitan mielessi) approksimoida tuttuun
tapaan alhaalta suljetuilla ja ylha#lta avoimilla joukoilla.

Propositio 11.65. Jokainen (Borel-)todenndkoisyysmitta v metriselld avaruudella
(X, 0) on sdinndllinen: kaikilla E € B ja € > 0 on olemassa suljettu joukko F
ja avoin joukko G siten, ettc F' C E C G jav[G\ F] <e.

Todistus. Jos E on suljettu, niin avoimet joukot G5 = {x € X| o(x, E) < 0} approksimoivat jouk-
koa FE ylhédltd: Gs | E kun 0 ™\, 0. Talléin limgs o v[G5] = v[E], joten voidaan valita F' = E
ja G = G tarpeeksi pienelld § > 0. Kaikilla suljetuilla joukoilla on siis haluttu ominaisuus.
Helpolla argumentilla ndhdédén, ettd niiden joukkojen kokoelma, jolla tdmé ominaisuus on,
on o-algebra, ja silloin sen téytyy olla koko B. |
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Seuraavaa lemma on helppo, mutta tirked — tapauksessa X = R sitd kaytettiin
olennaisesti mm. Luvussa [.3.

Lemma I1.66. Jos F' C X on suljettu, ja € > 0, niin on olemassa jatkuva funktio
f: X —[0,1] siten, etti f(x) =1 kaikilla x € F ja f(z) =0 jos oz, F) > €.

Todistus. Kun F # (), asetetaan o(z, F) = inf,cr(o(z,y)) ja vaikkapa f(z) = max{l — @,0}.
([

Seuraavassa harjoituksessa annetaan joitakin hyodyllisié ehtoja sille, milloin mitasta
tiedetddn riittavéisti, ettd se madrdaytyy téaysin.

Tehtdva I1.18. Olkoot vy, vy kaksi todennédkoisyysmittaa avaruudella X. Mikd tahansa allaole-
vista on riittdvéa ehto sille, ettd 11 = vy:

(i) kaikilla suljetuilla joukoilla F' C X pétee v1[F] = vo|F|
(i) kaikilla jatkuvilla rajoitetuilla funktioilla f: X — R pétee [, fdvy = [} f dus.

Yleisessd tapauksessa heikko konvergenssi méaéritelldin samoin kuin Luvussa [.3.
Idea on my6s sama — satunnaisesta systeemistd mitattaviksi suureiksi idealisoidaan
jatkuvien rajoitettujen funktioiden odotusarvot, ja heikko suppeneminen tarkoittaa
kaikkien mitattavien suureiden suppenemista.

Maaritelma I1.67. Jono (v),en todennékoisyysmittoja metriselld avaruudella (X, o)
suppenee heikosti kohti todennékéisyysmittaa v, jos kaikilla jatkuvilla rajoite-
tuilla funktioilla f: X — R pétee

/%fdyn—>/%fdy.

Kaikki Lauseen 1.41 karakterisaatiot heikolle konvergenssille, jotka ovat vield ylei-
sessékin tapauksessa mielekkiitd, ovat edelleen yhtapitavia.

Lause I1.68. Olkoot v,, n € N, ja v tn-mittoja X:lla. Seuraavat ehdot ovat yhtipitivid:

(i) Todenndikdisyysmittajono suppenee heikosti v, — v.
n—o0

)
(iv) Kaikilla avoimilla U C R pitee v(U) < liminf,,_, v, (U).

(v) Kaikilla suljetuilla F C R patee v(F) > limsup,,_, . vn(F).

(vi) Kaikilla Borel joukoilla B C R, joille v[0B] = 0, pitee v,(B) — v(B).

Todistus. Todistus on oleellisesti sama kuin reaalisessa tapauksessa, Lauseessa 1.41. O

Reaalisessa tapauksessa kaytannollisimmét keinot tarkistaa heikko konvergenssi oli-
vat kertyméfunktioiden tai karakterististen funktioiden pisteittidisen suppenemisen
avulla, ts. Lauseen 1.41 ehdoilla (ii) tai (iii). Yleisilld metrisilla avaruuksilla ker-
tymafunktioita ja karakteristisia funktioita ei valitettavasti ole kéytettévissa. Yksi
kayttokelpoisimmista kriteereistd on sen sijaan seuraava.

Propositio I1.69. Olkoon £ C B osakokoelma, joka toteuttaa seuraavat ehdot:
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o & on darellisten leikkausten suhteen suljettu kokoelma: jos Ey, Ey € £, niin
myos By N Ey € €.

e jokainen avoin joukko G C X on numeroituva yhdiste kokoelman & joukkoja:
G = U;en B, missi E; € £, 1€ N,

Silloin jos v,|E] — v[E)] kaikilla E € &, niin v, ~ v.

Todistus. Jos Ey, Es, ..., E, € &, niin oletuksen nojalla myos néiden leikkaukset ovat kokoelmassa.
Silloin inkluusio-ekskluusiokaavasta (vertaa Esimerkkiin 1.8) saadaan

VH[OEi]z S 0P E] — Y (—)*W[[) Byl —V[GE]
i—1 JC[Lm] jer T i Cim] jeJ =1
J£D JA0

Jos G C X on avoin, niin oletuksen nojalla G = |,y E; joillakin E; € £, i € N. Edellisen

laskun perusteella pétee

ieN

m m

V[U E;] = lim v, U E;] < liminf v,[G].

| n— 00 n— 00
=1 =1

Koska J!, E; T G kun m — oo, rajalla m — oo saamme v[G] < liminfv,[G], joten
Lauseen I1.68 ehto (iv) on voimassa, ja siis v, — v. O

5.2.1. Heikko suppeneminen sylinterien avulla

Seuraus I1.70. Olkoon (v,)nen jono todenndkoisyysmittoja Luvun 5.1.1 avaruu-
della ST, missi S on ddrellinen tai numeroituva ja I on numeroituva. Silloin
Vp — v jos ja vain jos v,[C] — v,[C) kaikilla sylinterijoukoilla C, eli muotoa
(I1.31) olevilla joukoilla.

Todistus. Ensinnékin, sylinterijoukon reuna on tyhjé, koska sylinterijoukko on seké avoin etté sul-
jettu Lemman I1.60 kohtien (iii) ja (iv) perusteella. Siksi heikko konvergenssi takaa sylinte-
ritapahtumien todennékéisyyksien konvergenssin Lauseen I1.68 kohdan (vi) perusteella.

Toisaalta sylinterijoukkojen &dérelliset leikkaukset ovat sylinterijoukkoja, ja avoimet joukot
ovat numeroituvia yhdisteita sylinterijoukoista kunhan S on korkeintaan numeroituva, Lem-
man I1.60 kohtien (i) ja (v) perusteella. Propositiosta I1.69 seuraa silloin, ettd sylinterita-
pahtumien todennékoisyyksien konvergenssi takaa heikon konvergenssin. O

5.3. Ensimmaisii sovelluksia termodynaamisiin rajoihin

5.3.1. Ising mallin termodynaaminen raja plus-reunaehdoilla

Kasittelemme seuraavaksi Ising mallin termodynaamista rajaa. Kdytamme tdhén al-
laolevaa korrelaatioepayhtalod (FKG epayhtilo). Esitimme myShemmin todistuk-
sen yleisella ja elegantilla menetelmélld, mutta lukija voi halutessaan todistaa tdméan
myo6s suoremmin.

Lause I1.71 (FKG epéyhtilo Ising mallille). Olkoon G = (V, E) ddrellinen graafi,
Qo = {—1,+1}V, ja P Boltzmann jakauma parametrilld 8 > 0 ja Hamilto-
nin funktiolla H(c) = —3__, \~ep 0u0y — D _,cy Buow. Sanomme, etti funktio
f: Qa — R on kasvava, jos f(a) > f(o') kaikilla sellaisilla o,0’ € Qg, joille
pitee o, > o, Yx € V. Jos f, g ovat kasvavia funktioita Qg — R, niin pdtee
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seuraava FKG epdayhtdlo
E[fg] > E[f]E[g]. (I1.33)

Seurauksena saadaan, ettd spinien ehdollistaminen positiivisiksi kasvattaa toden-
nékoisyytta, ettd muutkin spinit ovat positiivisia. Tama ei tietenkéédn ole yllattavia
ferromagneetissa.

Seuraus I1.72. Olkoon G, Q¢ ja P kuten Lauseessa I1.71. Jos A, B C V', niin pdtee
Plg.=+1|gp=+1] >Plg, = +1].

Todistus. Maéiritellaéin f ja g tapahtumien {o|4 = +1} ja {o|p = +1} indikaattoreiksi, vastaavasti.
Silloin f ja g ovat kasvavia ja
ELf) = Ploys = +1]
E[f9] _ Ploja =+1]jagp = +1]
Elg] Ployp = +1]

Viite seuraa nyt Lauseesta I1.71. ([

Tarkastelemme sitten Ising-mallia d-ulotteisella hilalla Z4. Parametrit 5 > 0 (kdinteinen
lampétila) ja B € R (ulkoinen magneettikenttid) pidetaéin kiinnitettyiné, ja notaa-
tion keventdmiseksi emme pida niisté eksplisiittisesti kirjaa. Kun R € N, méaritelladn

Ap =[-R,R]* CZ%

ja merkitdin v} Ising-mallin Boltzmann jakaumaa -+-reunaehdoilla laatikossa Ag
(parametreilla 3, B).

Plus-reunaehtojen tapauksessa on luontevaa jatkaa spin-konfiguraatiot o € {—1, —i—l}AR
laatikon Ag komplementtiin vakiona +1, jolloin jokainen v saadaan tulkittua to-

denn#koisyysmittana avaruudella Q = {—1, +1}Zd, joka on Luvussa 5.1.1 tarkastel-
tua muotoa.

Huomaamme vield seuraavan yleisen Gibbsin mittojen ominaisuuden Ising mallin
tapauksessa.

Propositio I1.73. Kun R < R’, Boltzmann jakauma v}, ehdollistettuna tapahtu-
malle {o, = +1 Yz € Ap \ Ag} on Boltzmann jakauma v, eli

vie[ - [{ow =+1Va € Ap \Ar}] =vi[-].

Todistus. Tulkitaan {—1, 4—1}1\R c{-1, +1}AR' c{-1, —|—1}Zd jatkamalla spin-konfiguraatiot laa-
tikoiden ulkopuolelle vakiona +1. Merkitdéan Ising mallin Hamiltonin funktioita laatikoissa
AR ja Ag plus-reunaehdoilla HE ja H;g,, siis esimerkiksi

H} (o) = — Z 0,0y — B Z O
<z,y> TEAR,
<z, y>NAg/#0
Kaavoista Hamiltonin funktioille n&hdéén, etti kaikilla o € {—1, +1}AR pétee
1 (o) = Hfs (@) — o,

missé ¢ on vakio — nimittdin B kertaa laatikoiden kokojen ero #(A g/ \ Ar) plus lukuméiiira
viivoista < x,y >, jotka leikkaavat suurempaa laatikkoa Ag mutta eivit pienemp#d Ag.
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Spinkonfiguraation o € {—1, +1}AR todennikoisyys pienemmaén laatikon Boltzmann jakau-
massa on )
_BHT
vil{a}] = Vi PHnle)
R
ja todennikoisyys suuremman laatikon ehdollisessa Boltzmann jakaumassa taas

e*ﬁH;/(g)/ZR,
Viploiaapn = +1]
_ e’ % ¢~BHE ()
+ _ .
ZR’ X Vs [Q‘AR/\AR = +1]

vk [{e} | oinpnnn = +1]

Nidemme, ettd molemmissa tapauksissa todenndkoisyys on verrannollinen Boltzmannin te-
kijééin exp(—BH}, (g)). Verrannollisuuskerrointenkin téytyy olla samat, koska molemmissa
tapauksissa kokonaistodennékoisyys on 1. Ndmé kaksi jakaumaa ovat siis samat. O

Seuraus I1.74. Kun A C Z¢ on kiinnitetty ddrellinen joukko, niin jono
R vi[{o, = +1Vz € A}]
on laskeva. Erityisesti, raja-arvo

T _
]%1_13;0 vipl{o, = +1 Ve € A}

on olemassa.

Nyt olemme valmiit osoittamaan seuraavan Ising-mallin termodynaamista rajaa kos-
kevan tuloksen.

Lause I1.75. Ising-mallin Boltzmann jakaumat v;;, plus-reunaehdoilla laatikoissa
AR suppenevat heikosti, kun R — oo, kohti jotakin todenndikdisyysmittaa v™

joukolla Q@ = {—1, —|—1}Zd.

Todistus. Seurauksen I1.70 perusteella riittdi osoittaa, ettd kaikilla xq,...,2, € Z¢ ja kaikilla
S1,...,8n € {1} sylinterijoukkojen
Cm1(81> n--- mc:vn(sn) = {QE Q ‘ Ogy = 815 +++y Og,, = Sn}

todenn#koisyydet suppenevat. Seurauksen I1.74 perusteella tdmé tiedetdén, kun sy = --- =
sp = +1. Lisdksi huomaamme, ettd muut sylinterit saadaan ottamalla komplementteja,
Cr(—1) = Q\ Cx(+1). Inkluusio-ekskluusiokaavan avulla mielivaltaisen sylinteritapahtuman
todenn#koisyys saadaan lausuttua dédrellisend summana sellaisten sylinteritapahtumien to-
dennékoisyyksista, joille s; = -+ = s, = +1. Sylinteritapahtumien todennékéisyyksien
suppeneminen, ja siten myds jonon (z/g) Rren heikko suppeneminen, seuraa. |

Adrettomalld hilalla Z¢ Ising mallilla on siis olemassa termodynaaminen raja, sa-
tunnainen spin-konfiguraatio o: Z¢ — {#£1}, jonka jakauma vt on heikko raja
adrellisten laatikoiden spin-konfiguraatioiden jakaumista plus-reunachdoilla. Téaysin
samoin voitaisiin konstruoida satunnainen spin-konfiguraatio o: Z¢ — {41}, jonka
jakauma v~ on heikko raja dérellisten laatikoiden spin-konfiguraatioiden jakaumista
miinus-reunaehdoilla.

On luonnollista pohtia, onko Ising-mallin jakauma #direttémilld hilalla Z¢ jotenkin
yksikésitteinen — erityisesti ovatko v™ ja v~ samat. Vastaus tahéan liittyy ldheisesti
mallin faasitransitioon. Palaamme aiheeseen my6hemmin, mutta dimensioissa d > 2
osoittautuu esimerkiksi seuraavaa. Ilman ulkoista magneettikenttaéd, B = 0, korkeis-
sa lampotiloissa f < (. kaikki téllaiset heikot rajat ovat samat (paramagneettinen
faasi), kun taas matalissa lampotiloissa § > [, eri reunaehdoilla saadaan erilaisia
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termodynaamisia rajoja ja erityisesti vt # v~ (ferromagneettinen faasi). Ulkoisen
magneettikentén kanssa, B # 0, termodynaaminen raja taas on aina yksikésitteinen,
mutta ferromagneettisessa faasissa § > . rajan riippuvuus magneettikentésta B on
epdjatkuva pisteessd B = 0. T&ta kdytostd kannattaa verrata Luvun 3 tuloksiin
Curie-Weiss -mallista.

5.3.2. Itseddn vdlttavin puoliavaruuskdvelyn termodynaaminen raja

Olkoon vy, tasainen todennikoisyysmitta /N askeleen itseddn vélttédvien puoliava-
ruuskivelyjen joukolla Hy. Tulkitaan Hy C (Z%)%>0 jatkamalla kively X € Hy
vakiona viimeisen askeleensa jélkeen, eli ajanhetkestd N alkaen. Voimme siis aja-
tella kaikki v4,, N € N, todenniikdisyysmittoina avaruudella (Z4)%20, ja soveltaa
Luvun 5.1.1 asetelmaa. Perussylinterijoukot ovat tapahtumat

{X| Xl =X}

missi T € N ja X € My on jokin annettu T askeleen kively. Kaikki sylinterijou-
kot (II.31), ja siten edelleen kaikki avoimet joukot, saadaan niiden numeroituvina
yhdisteiné.

Haluamme osoittaa, ettd itseddn vilttdvien puoliavaruuskévelyjen termodynaami-
nen raja on olemassa, ja kuvailla sen eksplisiittisesti yhtélon (I11.29) méérittelemén
redusoitumattomien siltojen todennékoisyysjakauman avulla.

Lause I1.76. Tasaiset todenndkdisyysmitat vy, joukoilla Hy suppenevat heikosti
kun N — oo kohti jakaumaa, joka saadaan valitsemalla jono riippumattomia
redusoitumattomia siltoja jakaumasta v, ja konkatenoimalla ne.

Todistus. Muistutamme Luvusta 4.4.4 seuraavat asiat, joihin suppenemisen olennainen idea jo
siséltyykin. Puoliavaruuskévelyn X jmnettd uusiutumishetked merkitsemme 7; = 7;(X).
Proposition I1.52 mukaan kaikilla & € N ja kaikilla redusoitumattomilla silloilla X1 ... X (%)
péatee

N—oo -

v [{X ‘ Xl = X0 8- 8XO)] ﬁ ve [(X0)Y].
j=1

Lisdksi Lemman I1.51 perusteella kaikilla k > 1 pétee vy [, = oo] — 0 kun N — oo.
Maééarittelemme sitten kokoelman &, joka koostuu joukoista, jotka ovat joko muotoa
{X]n<o0jaXlpng =XV B BXO}

tai muotoa
{X ‘ T = o0 ja Xl 1] = X}

Silloin siis kaikilla E € £ todennékéisyydet vy, [E] suppenevat (jalkimmaéistd muotoa ole-
villa joukoilla nollaan). Kokoelma on suljettu dérellisten leikkausten suhteen. Perussylinte-
ritapahtumat voidaan ilmaista numeroituvina yhdisteiné

{X[Xlon =X} = U U [X | Xljory =XV BX®}
keN  x()  xkep
(XD@E--BX®)| 0 rp=X

UU{X

keN

T = 00 ja Xl 1] = 5(}

Kokoelma €& siis toteuttaa Proposition I1.69 ehdot, joten péittelemme heikon konvergens-
sin. Ylldolevasta eksplisiittisestii kaavasta (Propositio 11.52) niihdéén, etté rajalla saadaan
riippumattomien mitasta v, valittujen redusoitumattomien siltojen konkatenaatio. O



