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Palutetaan mieleen momentti-indeksejä koskeva esitys: jos ξ on mielivaltainen satunnais-
muuttuja, niin

lim sup
x→∞

(log x)−1 log P(ξ > x) = − sup {s ≥ 0 |E (ξs
1(ξ ≥ 0)) <∞} ,

sekä Minkowskin epäyhtälö: jos ξ ja η ovat mielivaltaisia satunnaismuuttujia ja p > 1, niin

E (|ξ + η|p)1/p ≤ E (|ξ|p)1/p + E (|η|p)1/p .

1. Olkoot ξ1 ja ξ2 ei-negatiivisia satunnaismuuttujia. Oletetaan, että

lim
x→∞

(log x)−1 log P(ξi > x) = −α, i = 1, 2,

missä α ∈ (1,∞). Osoita, että

lim
x→∞

(log x)−1 log P(ξ1 + ξ2 > x) = −α

(ei siis oleteta, että ξ1 ja ξ2 ovat riippumattomia).

2. Olkoot Z,Z1, Z2, . . . riippumattomia ja samoin jakautuneita ei-negatiivisia satunnais-
muuttujia ja X = Z1 + · · ·+ ZK yhdistetty Poisson-muuttuja. Oletetaan, että

lim
x→∞

(log x)−1 log P(Z > x) = −α,

missä α ∈ (1,∞). Osoita, että

lim
x→∞

(log x)−1 log P(X > x) = −α.

3. Olkoot yhtiön vuotuiset tappiot riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnais-
muuttujia. Oletetaan lisäksi, että tappiot ovat muotoa X1 + X2 − P1 − P2, missä Xi ja Pi

kuvaavat vakuutuslajin i vuotuista kokonaisvahinkomäärää ja vakuutusmaksua, i = 1, 2.
Oletetaan, että Pi > E(Xi) ja että

lim
x→∞

(log x)−1 log P(Xi > x) = −αi,

missä αi ∈ (1,∞), i = 1, 2. Olkoot lisäksi X1 ja X2 riippumattomia ja α = min(α1, α2).
Olkoon U0 alkupääoma ja T vararikkohetki. Osoita, että

lim
U0→∞

(logU0)−1 log P(T <∞) = 1− α.

4. Olkoot ξ, ξ1, ξ2, . . . riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia ja

Yn = ξ1 + · · ·+ ξn, n = 1, 2, . . . .

Olkoon U0 alkupääoma ja T vararikkohetki. Oletetaan, että

lim sup
x→∞

(log x)−1 log P(ξ > x) = −ᾱ.

missä 1 < ᾱ <∞. Osoita, että

lim sup
U0→∞

(logU0)−1 log P(T ≤ U0) ≤ 1− ᾱ.

5. (jatkoa) Osoita, että

lim sup
U0→∞

(logU0)−1 log P(T ≤ U0) = 1− ᾱ.


