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Laplace—operaattorin perusratkaisu

Laplace—operaattori R9:ss3 mairitelldan kaavalla

d
Au(x) = Z 82u('x)’ x € RY.

Funktio u € C?(Q) on harmoninen Q:ssa (2 C RY on avoin) jos
Au(x) =0, xe.
Funktio

o(x) = In|x|/27, x € R?\ {0}
Ix[279/(2 — d)wq, x € RI\ {0}, d > 3,

on A:n perusratkaisu. Tassa wg on R%:n yksikkdpallon pinta—ala.
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Poissonin yhtalon ratkaisu

Olkoon f € CZ(RY). Tillgin funktio

Au(x) = f(x), x€R9.

Tama ei suinkaan ole ainoa ratkaisu: jos esimerkiksi h on mika tahansa
koko R9:ss3 harmoninen funktio, niin edelleen

A(u+ h) =f.
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Todistus - osa |

Sen todistamiseen, etta
A N d(x —y) fy)dy = f(x)

kaytetdaan Greenin kaavoja. Olkoon nyt x kiintea. TallGin
muuttujanvaihdolla

/ O(x —y) f(y) dy =/ ®(y) f(x —y)dy,
RY Rd
joten koska f on kompaktikantajainen, niin
A [ o=y = [ @Ry d.
Rd RY
Valitaan nyt R > 0 siten etta f(x —y) =0 kun |y| > R.
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Todistus - osa |l
Nyt
/ (y) Af(x —y)dy = |im/ ®(y) Af(x — y) dy.
Rd €20 Je<ly|<R
Koska A®(y) = 0 kun y # 0, niin Greenin toisesta kaavasta seuraa

0d(y) Of(x —y)
®(y) Af(x—y)dy = f(x—y) —d(y)—=—22dS.
/6 iR (v) Af(x—y)dy /Ms o (XY= ely) 5,

Téassa r = y/|y|. Antamalla ¢ — 0 saamme

o%(y)
—f(x — y)dS — f(x), / o(y)———=>dS — 0.
/y|=s or lyl=2 or
Tama todistaa vaitteen.
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-
Esityskaava

Samaan tapaan on mahdollista todistaa seuraava esityskaava ratkaisulle:
oletamme, etti v € C2(Q) N C}(Q) toteuttaa yhtilon

Au="feC(Q)

rajoitetussa aluessa Q. Talloin kaikilla x € Q patee

u(x) = /Q O(x — y) F/y) dy

P(x —y)
+ /89 U(Y)T(y) — ®(x —)/)an(y) dS(y)-

Todistus seuraa soveltamalla Greenin kaavoja alueessa Q \ B(x,¢) ja
antamalla e — 0.
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Heikko maksimiperiaate

Teoreema. Oletetaan, ettd Q C R? on rajoitettu ja avoin. Jos
u € C%(Q)N C(Q) on harmoninen Q:ssa, niin

max u = maxu.
Q o9

Todistus: Oletetaan ensin ettd Au > 0 koko Q:ssa. Jos xg € Q on lokaali
maksimi, niin )
Fulx) _ i=1,....d,

2 — b
ox;

ja summaamalla yli i:n saamme Au < 0, joka on ristiriita joten wu:lla ei voi
olla lokaaleja maksimeja sisapisteissa.
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Todistuksen loppuosa

Oletetaan nyt ettd Au = 0 Q:ssa. Olkoon ¢ > 0 ja maaritellaan
ue = u+ x|

Tllgin
Au. = Au+ eA(|x|?) = 2de > 0.

Soveltamalla todistuksen alkuosaa funktioon u. saamme

maxu < maxu < maxug
oN Q Q

Q Q
= maxu. < maxu+eD?,
oQ o0

missa D = supq |x|. Antamalla tassa € — 0 saamme vaitteen.
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