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1–ulotteinen aaltoyhtälö

Olkoon c > 0 vakio. Tarkastellaan 1–ulotteista aaltoyhtälöä

utt − c2uxx = 0.

Tässä t, x ∈ R. Siirtymällä muuttujiin

ξ = x − ct, η = x + ct,

ja käyttämällä ketjusääntöä saamme aaltoyhtälön muotoon

uηξ = 0.

Tämän yleinen kahdesti differentioituva ratkaisu on muotoa Φ(ξ) + Ψ(η),
missä Ψ ja Φ ovat mielivaltaisia yhden muuttujan kahdesti differentioituvia
funktioita. Sijoittamalla saamme aaltoyhtälön yleiseksi ratkaisuksi

u(x , t) = Φ(x − ct) + Ψ(x + ct).
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Cauchy–ongelma

Tarkastellaan nyt alkuarvo- eli Cauchy–ongelmaa

utt − c2uxx = 0, t > 0,

kun hetkellä t = 0 vaadimme

u(x , 0) = f (x), ut(x , 0) = g(x), x ∈ R.

Sijoittamalla u(x , t) = Φ(x − ct) + Ψ(x + ct) saamme ehdot

f = Ψ + Φ, g/c = Ψ′ − Φ′.

Tästä voimme ratkaista f ′ + g/c = 2Ψ′ ja f ′ − g/c = 2Φ′, ja
integroimalla saamme ns. D’Alembertin kaavan:

u(x , t) =
1

2
(f (x + ct) + f (x − ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(s) ds, x ∈ R, t > 0.
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Heikot ratkaisut

Lokaali–integroituva funktio u on määritelmän mukaan aaltoyhtälön

utt − c2uxx = 0, t > 0

heikko ratkaisu, jos kaikilla ϕ ∈ C 2
0 (R× R+) pätee∫ ∫

t>0
u(x , t)(ϕtt(x , t)− c2ϕxx(x , t)) dxdt = 0.

Osoitimme approksimoimalla epäjatkuvaa alkudataa sileillä funktioilla että
D’Almebertin kaava määrää heikon ratkaisun joukossa {t > 0}. Huom:
Alkuehtojen voimassaolo on hieman hankalampi asia, ja tästä myöhemmin.
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