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1. Määritellään funktiot fj : [0, 1]→ [0, 1] seuraavasti: f1 = χ[0,1/2], f2 =
χ[1/2,1], f3 = χ[0,1/4], f4 = χ[1/4,1/2], f5 = χ[1/2,3/4], f6 = χ[3/4,1], f7 =
χ[0;1/8], . . .. Määritä funktiot lim supj→∞ fj ja lim infj→∞ fj.

2. Laske raja-arvo

lim
n→∞

∫ 1

0

nxs

1 + nx
dx,

missä 0 < s < 1.

3. OlkoonEj ⊂ Rn, j ∈ N, jono mitallisia, erillisiä joukkoja ja f : Rn →
[0,+∞] mitallinen. Osoita, että∫

∪jEj

f =
∞∑
j=1

∫
Ej

f.

4. [”Laskeva MKL (monotonisen konvergenssin lause)”]
Olkoot fj : E → Rmitallisia funktioita siten, että f1 ≥ f2 ≥ · · · ≥ 0.
Todista: Jos

∫
E
f1 <∞, niin∫

E

lim
j→∞

fj = lim
j→∞

∫
E

fj.

5. Olkoon

fn(x) =
1 + e−n|x|

1 + x2
, x ∈ R, n ∈ N.

Laske

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

fn(x) dx.

6. Olkoon (fj)
∞
j=1 sellainen jono mitallisia funktioita fj : Rn → R, että

summafunktio
∑∞

j=1|fj| on integroituva. Osoita, että

lim
j→∞

∫
Rn

fj = 0.


