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1. (a) Määritä inf E ja supE, kun E = { 1
log x
∈ R : x > 1}.

(b) Oletetaan, että ∅ 6= B ⊂ A ⊂ R. Osoita, että

inf A ≤ inf B ≤ supB ≤ supA.

(c) Olkoon ∅ 6= A ⊂ R ja −2A = {−2x : x ∈ A}. Osoita, että

inf(−2A) = −2 supA.

2. Olkoot V1, . . . , Vk ⊂ Rn avoimia ja F1, . . . , Fk ⊂ Rn suljettuja osa-
joukkoja. Näytä, että ∩kj=1Vj on avoin ja ∪kj=1Fk on suljettu joukko.
Etsi lisäksi esimerkit seuraavista ilmiöistä: (a) Vj ⊂ R on avoin
jokaisella j ∈ N, mutta leikkaus ∩∞j=1Vj ei ole avoin joukko; (b)
Fj ⊂ R on suljettu jokaisella j ∈ N, mutta yhdiste ∪∞j=1Fj ei ole
suljettu joukko.

3. Olkoon I ylinumeroituva joukko ja ai > 0 kaikilla i ∈ I. Osoita, että∑
i∈I

ai := sup
J⊂I äärellinen

∑
j∈J

aj = +∞.

4. Olkoon

B = {Bn(x, r) ⊂ Rn : x = (x1, . . . , xn) ∈ Qn, r ∈ Q, r > 0}.
Osoita, että B on numeroituva. [Toisin sanoen, B on kokoelma sel-
laisia Rn:n avoimia kuulia Bn(x, r), joiden keskipisteiden x koordi-
naatit ovat rationaalilukuja ja säteet r ovat positiivisia rationaalilu-
kuja.]

5. Olkoon A ⊂ R2 numeroituva. Osoita suoraan ulkomitan määritel-
mää käyttäen, että m∗2(A) = 0.

6. Olkoon f : [0, 1] → R jatkuva ja Gf = {(x, f(x)) ∈ R2 : x ∈ [0, 1]}
sen kuvaaja. Osoita, että m∗2(Gf ) = 0.


