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Tehtävissä
(
Wt : t ∈ [0, T ]

)
Brownin liike, eliW0(ω) = 0, lisäykset ovat P -

riippumattomia ja stationaatisia joilla kun 0 ≤ s ≤ t (Wt−Ws) ∼ N (0, t−s),
ja P -melkein varmasti polut t → Wt(ω) ovat jatkuvia, joilla on olemassa
kvadrattinen variaatio [W,W ]t = t.

1. Olkoon xt, yt jatkuvat funktiot joilla on olemassa kvadraattiset kovari-
aatiot, [x, x]t [y, y]t ja ristivariaatio [x, y]t.

Käytä Iton kaavaa funktiolle f(x, y) = xy osoittamaan osittaisintegroin-
nin kaavaa

xtyt = x0y0 +

∫ t

0

xsdys +

∫ t

0

ysdxs + [x, y]t

Olkoon t 7→ xt > 0 jatkuva funktio jolla on kvadrattinen variaatio
[x, x]t.

Laske integraali esitys funktiolle yt = f(xt) = 1
xt
. Laske myös kvadrat-

tinen variaatio [y, y]t ja ristivariaatio [x, y]t. Vihje: käytä Iton kaavaa.

R. Iton kaavasta

d(XtYt) = df(Xt, Yt) =
∂

∂y
f(Xt, Yt)dYt +

∂

∂x
f(Xt, Yt)dXt

+
1

2

∂2

∂y2
f(Xt, Yt)d[Y ]t

+
1

2

∂2

∂x2
f(Xt, Yt)d[X]t

+
∂2

∂x∂y
f(Xt, Yt)d[X, Y ]t = YtdXt +XtdYt + d[X, Y ]t

eli

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

YsdXs +

∫ t

0

XsdYs + [X, Y ]t

jossa integraalit ovat Ito integraaleja tai poluttaisia riippuen integraalin
tulkinnasta.

2. Olkoon St = S0 exp
(
σWt + (µ − σ2

2
)t
)
ja Bt = B0 exp(rt). Laske inte-

graali esitys diskontatulle osakkeelle S̃t = St/Bt.

R. Olkoon B0 = 1.

dSt = StσdWt + Stµdt

1



d
St
Bt

=
1

Bt

dSt + St
d

B−1
t

ja

St/Bt = S0 +

∫ t

0

exp(−ru)σdWu +

∫ t

0

Su exp(−ru)(µ− r)du

Laske myös kvadrattiset variaatiot ja ristivariaatiot [S, S]t, [S̃, S̃]t, [Zt, Zt],
[ZtSt] ja [ZtS̃t]

jossa Zt = exp
(
−θWt − θ2

2
t
)
ja θ = µ−r

σ
.

R. Kun sekä Ito integraalit
∫ t
0
f(s)dX(s) ja

∫ t
0
g(s)dY (s) että ristiva-

riaatio [X, Y ]t ovat olemassa, Ito integraalien välinen ristivariaatio on[ ∫ ·

0

f(s)dX(s),

∫ ·

0

g(s)dYs

]
t

=

∫ t

0

f(s)g(s)d[X, Y ]s

(Kunita Watanabe yhtälö ).

Muistetaan myös että kvadrattinen variaatio on symmetrinen bilinee-
rinen [X, Y + A] = [Y + A,X] = [Y,X] + [A,X], ja jos t 7→ At on
rajoitetusti heilahteleva seuraa että [A,A]t = [A,X]t = 0. Koska

dZt = −ZtθdWt

ja Browinin likkeelle [W ]t = t,

[S, S]t =

∫ t

0

S2
uσ

2du, [Z,Z]t =

∫ t

0

Z2
uθ

2du, [S̃, S̃]t =

∫ t

0

S̃2
uσ

2du,

[S,Z]t = −
∫ t

0

SuZuσuθudu, [S̃, Z]t = −
∫ t

0

S̃uZuσuθudu,

Olkoon Qt jolla W̃t = Wt+ θt on Q Brownin liike. Girsanovin lauseesta
seuraa että

Zt =
dQt

dPt
= exp

(
−θWt −

1

2
θ2t)

joka toteuttaa dZt = −ZtθdWt, Z0 = 1. Osoita että

dPt
dQt

=
1

Zt
= exp

(
θW̃t −

1

2
θ2t
)
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joka toteuttaa d
(

1
Zt

)
= 1

Zt
θdW̃t, 1

Z0
= 1.

R. koska EP (X) = EP

(
X
Z
Z

)
= EQ(XZ−1) jossa Z = dQ

dP
, seuraa

mitan vaihtokaavasta että Z−1 = dP
dQ

.

Z−1
t = exp

(
θWt +

1

2
θ2t
)

= exp
(
θWt + θ2t− 1

2
θ2t
)

= exp
(
θW̃t −

1

2
θ2t
)

joka on stokastinen eksponentiaali, eli lineaarisen stokastisen differen-
tiaaliyhtälön ratkaisu.

Huomataan etta Z−1
t on Q-martingaali koska W̃t = Wt + θt on Q-

Brownin liike.

3. Black ja Sholesin mallissa St = S0 exp(σWt + µt), Bt = B0 exp(rt),
laske hinta ja suojausstrategia aasialaiselle optiolle

F (ω) =
1

T

∫ T

0

Sudu

Vihje Option suojaustrategian diskontattu arvo on martingaali riski-
neutraali mitan Q:n suhteen toteuttaa välissä 0 ≤ t ≤ T

Ṽt =
Vt
Bt

= EQ
(
F̃ |Ft) =

e−rT

T
EQ

(∫ T

0

Sudu

∣∣∣∣Ft)
=
e−rT

T

{∫ t

0

Sudu+

∫ T

t

EQ(Su|Ft
)
du

}
:= Φ(t, At, St)

jossa Au =
∫ t
0
Sudu on derivoituva ajan suhteen, ja Φ(t, a, x) on sileä

funktio. Laske Φ(t, a, x) ja käytä Iton kaava integraali esityksen laske-
miseen,

4. Laske Black ja Scholesin osittaisdifferentiaali yhtälö edellisen tehtävän
funktiolle Φ(t, a, x)

R. 4-5 Riski-neutraali mitan suhteen,

ST = St exp

(
σ(W̃T − W̃t) +

(
r − σ2

2

)
(T − t)

)
EQ(ST |Ft) = StEQ(ST/St|Ft) =

St exp

((
r − σ2

2

)
(T − t)

)
EQ
(
σ(W̃T − W̃t)

)
= St exp(r(T − t))
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ja

Vt =
exp(−r(T − t))

T

(
At + St

∫ T

t

exp(r(T − u))du

)
=

exp(−r(T − t))
T

At +
St
T

∫ T

t

exp(−r(u− t))du

=
exp(−r(T − t))

T
At +

(1− exp(−r(T − t)))St
rT

= Φ(t, T, At, St)

jossa

F (t, T, a, x) =
exp(−r(T − t))

T
a+

(1− exp(−r(T − t)))x
rT

Tästä seuraa että suojavan salkun alkupääoma on option hinta hetkellä
t = 0 , jolloin A0 = 0

c(F ) = Φ(0, T, 0, S0) =
(1− exp(−rT ))S0

rT
ja Iton kaavasta seuraa

dVt =
∂

∂t
Φ(t, T, At, St)dt+

∂

∂a
Φ(t, T, At, St)dAt

+
1

2

∂2

∂x2
Φ(t, T, At, St)d[S]t +

∂

∂x
Φ(t, T, At, St)dSt

Itserahoittava suojaussalkun arvo on Vt = γtSt + ηtBt jossa

ηt = (Vt − γtSt)/Bt = exp(−rT )
At
T
,

γt =
∂

∂x
Φ(t, T, At, St) =

(1− exp(−r(T − t)))
rT

Tästä seuraa myös Black ja Scholesin osittaisdifferentiaali yhtälö

dVt − γdSt = ηdBt = (Vt − γSt)rdt =(
Φ(t, T, At, St)−

∂

∂x
Φ(t, T, At, St)St

)
rdt =

∂

∂t
Φ(t, T, At, St)dt+

∂

∂a
Φ(t, T, At, St)Stdt+

1

2

∂2

∂x2
Φ(t, T, At, St)S

2
t σ

2dt

eli

Φ(t, T, a, x)r =

∂

∂x
Φ(t, T, a, x)xr +

∂

∂t
Φ(t, T, a, x) +

∂

∂a
Φ(t, T, a, x)x+

1

2

∂2

∂x2
Φ(t, T, a, x)x2σ2

Huomataan että option hinta ja suojas-strategia riippuvat parametrista
r ja σ2, mutta ei riipu ollenkaan drifti-parametrista µ.
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