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Tehtävissä
(
Wt : t ∈ [0, T ]

)
Brownin liike, eliW0(ω) = 0, lisäykset ovat P -

riippumattomia ja stationaatisia joilla kun 0 ≤ s ≤ t (Wt−Ws) ∼ N (0, t−s),
ja P -melkein varmasti polut t → Wt(ω) ovat jatkuvia, joilla on olemassa
kvadrattinen variaatio [W,W ]t = t.

1. Olkoon xt, yt jatkuvat funktiot joilla on olemassa kvadraattiset kovari-
aatiot, [x, x]t [y, y]t ja ristivariaatio [x, y]t.

Käytä Iton kaavaa funktiolle f(x, y) = xy osoittamaan osittaisintegroin-
nin kaavaa

xtyt = x0y0 +

∫ t

0

xsdys +

∫ t

0

ysdxs + [x, y]t

Olkoon t 7→ xt > 0 jatkuva funktio jolla on kvadrattinen variaatio
[x, x]t.

Laske integraali esitys funktiolle yt = f(xt) = 1
xt
. Laske myös kvadrat-

tinen variaatio [y, y]t ja ristivariaatio [x, y]t. Vihje: käytä Iton kaavaa.

2. Olkoon St = S0 exp
(
σWt + µt

)
ja Bt = B0 exp(rt). Laske integraali

esitys diskontatulle osakkeelle S̃t = St/Bt.

Laske myös kvadrattiset variaatiot ja ristivariaatiot [S, S]t, [S̃, S̃]t, [Zt, Zt],
[ZtSt] ja [ZtS̃t]

jossa Zt = exp
(
−θWt − θ2

2
t
)
ja θ = µ−r

σ
.

3. Olkoon Qt jolla W̃t = Wt+ θt on Q Brownin liike. Girsanovin lauseesta
seuraa että

Zt =
dQt

dPt
= exp

(
−θWt −

1

2
θ2t)

joka toteuttaa dZt = −ZtθdWt, Z0 = 1. Osoita että

dPt
dQt

=
1

Zt
= exp

(
θW̃t −

1

2
θ2t
)

joka toteuttaa d
(

1
Zt

)
= 1

Zt
θdW̃t, 1

Z0
= 1.
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4. Black ja Sholesin mallissa St = S0 exp(σWt + µt), Bt = B0 exp(rt),
laske hinta ja suojausstrategia aasialaiselle optiolle

F (ω) =
1

T

∫ T

0

Sudu

Vihje Option suojaustrategian diskontattu arvo on martingaali riski-
neutraali mitan Q:n suhteen toteuttaa välissä 0 ≤ t ≤ T

Ṽt =
Vt
Bt

= EQ
(
F̃ |Ft) =

e−rT

T
EQ

(∫ T

0

Sudu

∣∣∣∣Ft)
=
e−rT

T

{∫ t

0

Sudu+

∫ T

t

EQ(Su|Ft
)
du

}
:= Φ(t, At, St)

jossa Au =
∫ t
0
Sudu on derivoituva ajan suhteen, ja Φ(t, a, x) on sileä

funktio. Laske Φ(t, a, x) ja käytä Iton kaava integraali esityksen laske-
miseen,

5. Laske Black ja Scholesin osittaisdifferentiaali yhtälö edellisen tehtävän
funktiolle Φ(t, a, x)
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