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1. Amerikkalaiset optiot epätäydellisessä mallissa .

Todennäköisavaruudella (Ω,F , P ), oletamme markkinamallia jossa on
kaksi rahoitusinstrumenttia (Bt(ω), St(ω) : t = 0, 1, . . . , T ), ei negatii-
visia ja {Ft}t=0,1,...,T -sopivia (adapted).

Voidaan olettaa että σ-algebra F0 = {Ω, ∅} on triviaali, siis B0 ja S0

deterministisia.

Olkoon (Gt(ω))t=1,2,...,T amerikkalainen optio, siis oikeus lunastaa ker-
ran Gt(ω) valitulla hetkellä t ∈ {1, . . . , T}.
Olkoon Q eqvivalentti martingaali mittojen joukko numeräärillä S(0).
Oletamme että (B, S) markinamalli ei ole täydellinen, siis Q sisältää
useita riskineutraalimittoja.

Merkitsemme diskontatut prosessit

St(ω) = St(ω)/Bt(ω), Gt(ω) = Gt(ω)/Bt(ω)

(a) Osoita että hetkellä t = 0 amerikkalaisen option (Gt(ω))t=1,...,T

arbitraasivapaaiden hintojen joukko C on yksikäsitteinen jos ja
vain jos U+

0 = U−0 , ja muuten C on avoin väli (U−0 , U
+
0 ) , jossa

määritellään rekursivisesti

U+
T (ω) = U−T (ω) = GT (ω),

U+
t (ω) = max

{
Gt(ω), Bt(ω) sup

Q∈Q
EQ(U+

t+1/Bt+1|Ft)(ω)

}
, t = 1, . . . , T − 1

U+
0 (ω) = B0 sup

Q∈Q
EQ(U+

1 (ω)/B1(ω))

U−t (ω) = max

{
Gt(ω), Bt(ω) inf

Q∈Q
EQ(U−t+1/Bt+1|Ft)(ω)

}
t = 1, . . . , T − 1

U−0 (ω) = B0 inf
Q∈Q

EQ(U+
1 (ω)/B1(ω)) t = 0

Vihje: katso ensi mitä tapahtuu kun T = 2.
(b) Osoita että

U+
0 = B0 sup

τ∈T0
sup
Q∈Q

EQ(G̃τ ), U−0 = sup
τ∈T0

inf
Q∈Q

EQ(G̃τ )

jossa T0 on pysähdyshetkien joukko, G̃t := Gt/Bt on diskontattu
amerikkalaisen option sisäinen arvo.
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(c) Osoita että

τmin(ω) = inf

{
1 ≤ t ≤ T : Gt ≥ Bt(ω) inf

Q∈Q
EQ(U−t+1/Bt+1|Ft)(ω)

}
ja

τmax(ω) = inf

{
1 ≤ t ≤ T : Gt > Bt(ω) sup

Q∈Q
EQ(U+

t+1/Bt+1|Ft)(ω)

}
ovat pysähdyshetkiä jolla τmin ≤ τmax P -melkein varmasti.

(d) Osoita että option ostajan ei kannata lunastaa optionsa ennen
hetkeä τmin(ω) eikä hetken τmax(ω) jälkeen.
Kirjallisuus: Tätä problematiikkaa käsitellään muun muassa lu-
vussa 6.3 Föllmerin ja Shiedin Stochastic Finance kirjassa.

2. Olkoon Black ja Scholes jaktuvaaikaisessa markkinamallissa instrumen-
teilla (Bt, St : r ∈ R+), Bt = exp(rt) jossa r > 0 on deterministinen
korko, ja

St = S0 exp
(
σWT +

(
r − 1

2
σ2
)
T
)

jossa (Wt : t ∈ [0, T ]) on Brownin liike todennäköisyysavaruudessa
(Ω,F , P ).

Differentiaalimuodossa

dSt = St(σdWt + rdt), eli St = S0 +

∫ t

0

SuσdWu +

∫ t

0

Surdu

dBt = Btrdt, Bt = B0 +

∫ t

0

Burdu

jossa
t∫
0

SuσdWu on Iton integraali.

(a) Osoita että P on riskineutraali numeräärin Bt:n suhteen, eli S̃t =
St/Bt on (P,F)-martingaali filtraatiossa F = { FWt }, jossa FWt =
σ(Ws : 0 ≤ s ≤ t).

(b) Laske hinta europpalaiselle osto optiolle X(ω) = (ST −K)+ bino-
mipuumalli approximatiolla, jossa kun k = 1, ,̇N ,

BkT/N = B(k−1)T/N
(
1 + rT/N

)
SkT/N = S(k−1)T/N

(
1 + rT/N + ξkσ

√
T/N

)
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ja satunnaismuuttujat ξk ovat P -riippumattomia ja samoin jakau-
tuneita, jolla

P (ξk = 1) = 1− P (ξk = −1) = 1/2 .

3


