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Ratkaisuehdotuksia (Hoa Ngo)

1. Näytetään, että {τ+1 ≤ t} ∈ Ft kaikilla t. Koska τ on pysäytyshetki filtraatiossa F = (Ft)
ja filtraatio on kasvava, niin

{τ + 1 ≤ t} = {τ ≤ t− 1} ∈ Ft−1 ⊆ Ft

kaikilla t. Yleisesti τ − 1 ei ole pysäytyshetki, sillä filtraatio F voi olla aidosti kasvava (tai
jollain arvolla t) .

2. (a) (⇒). Oletetaan, että Mt on F-martingaali. Tällöin Mt on F-sopiva ja E(∆Ms |
Fs−1) = 0. Lisäksi kaikille F- ennustettaville ja rajoitetuille prosesseille {Yt} pätee
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(⇐). Merkitään Zt =
∑t

s=1 Ys∆Xs kaikilla t. Tällöin

E
(
YtE(∆Mt | Ft−1)

)
= E(Yt∆Mt) = E(Zt − Zt−1) = 0.

Koska tämä pätee kaikille ennustettaville ja rajoitetuille prosesseille {Yt}, niin vält-
tämättä {Mt} on martingaali.

(b) (⇒).Oletetaan, että Xt on F-ylimartingaali. Tällöin Xt on F-sopiva ja E(∆Xs |
Fs−1) ≤ 0. Koska Xt on F-ylimartingaali, niin kaikille F- ennustettaville ja rajoi-
tetuille prosesseille {Yt} pätee
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(⇐). Väite seuraa analogisesti (a)-kohdasta vaihtamalla yhtäsuuruusmerkki epäyh-
tälömerkillä ”≤”.

3. (⇒). Huomataan, että Mτ ≤ N =: sup0≤t≤T{Xt}. Koska Xt on ylimartingaali, niin
E(Xt) ≤ E(M0) kaikilla t, joten

E(Mτ ) ≤ E(N) ≤ E(M0).

(⇐). Ei voidaan todista ilman lisäoletusta tai oletuksen pitäisi muotoilla uudelleen.

4. Määritetään annetun amerikkalaisen option F = (Ft) hinnan. Tämän option arvo hetkellä
t on

Ut =

{
F2, kun t = 2

max{Ft,EQ
(
Ut+1

1+r
| Ft
)
}, kun t = 0, 1.

Merkitään joukon Ω ositukset A = {(0, 0), (0, 1)} ja B = {(1, 0), (1, 1)}. Laskemalla re-
kursiivisesti saadaan kysytyn amerikkalaisen option hinnaksi

U0 =
1

1 + r
EQ(U1) =
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(
E(U1 | A) · q + E(U1 | B) · p
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=
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2

)
≈ 13, 22.

Määritetään option suojattava strategia (ht), missä portfolio ht = (Xt, Yt) on Ft−1 mital-

linen ja t = 1, 2. Ratkaisemalla yhtälöparista ehdosta V
h(t)
t = Ut saadaan

X(t) =
Ud(t) · (1 + u)− Uu(t) · (1 + d)

u− d
· 1

1 + r

Y (t) =
Uu(t)− Ud(t)
Su(t)− Sd(t)
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Hetkellä t = 1 on suojattava salkulla
X(1) =

29, 0909 · 1, 4− 0 · 0, 8
0, 4− (−0, 2)

· 1

1 + 0, 1
≈ 61, 708

Y (1) =
0− 29, 0909

210− 120
≈ −0, 323.

Hetkellä t = 2 on suojattava salkulla

h(2) = h(2)1A + h(2)1B = h(2)1A ≈ (69, 091; 0, 333)1A.


