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1 Johdanto

Tamé& materiaali seuraa rakenteeltaan ja sisdlloltdéan jossain méidrin Hannele Salmisen
ja Jouko Vadnasen kirjaa Johdatus logiikkaan.

1.1 Mité logiikka on?

Siind missé esimerkiksi matematiikka etsii vastauksia matemaattisiin kysymyksiin, lo-
giikka tutkii kysymyksié itsessddn. Minkélaisia asioita ylipddtdan voidaan kysyé, ja
miten ndihin kysymyksiin voidaan saada vastauksia?

Logiikan perustavin késite on lause, eli viittdama. Lauseet ovat merkkijonoja, joil-
la pyritddan ilmaisemaan jotakin asiaintilaa, véitteitd jotka voivat olla joko totta tai
epatotta tilanteesta riippuen. Esimerkiksi suomenkielinen lauseet

Aurinko paistaa. (1)
Vetté sataa. (2)

ovat totta jos aurinko paistaa tai jos vettd sataa. Lause
Aurinko paistaa ja vettid sataa.

on taas totta jos seké lauseet [1| etté 2| ovat totta. Jotkin lauseet ovat totta riippumatta
siitd, minkélainen sdé ulkona on. Esimerkiksi

Joko aurinko paistaa tai se ei paista.

selvisti pitad paikkansa aina. Pitadko lause Muista tuoda kaupasta pitmdd! paikkaansa?
Onko se ylipaataan lause? Enté lause Enksd dfvj hihihihi.”? Jotta voimme puhua ja todis-
taa lauseita ja niiden totuutta koskevia vaittdmia, pitdd meiddn méaritellda formaalisti,
mitd lauseet ylipaédtinsa ovat.

Lauseen kisitteelle on useita eri tilanteisiin sopivia méaaritelmia. Propositiologitkan
lause on néisté kenties yksinkertaisin. Predikaattilogiikan lause on hieman monimutkai-
sempi késite, joka sallii propositiologiikkaa rikkaamaan semantiikan, eli mallit, joissa
lauseet voivat péted tai olla patemétta. Mallin késite on hyvin yleinen, ja kattaa esi-
merkiksi algebralliset struktuurit ja erilaiset tietokannat.

Kappaleessa [2| méaarittelemme propositiolauseet, nédiden totuuden seké todistuksen.
Lisdksi tutkimme lauseiden rakennetta ja kiiymme lapi totuuteen liittyvid apuvélineita,
kuten semanttiset puut ja totuusfunktiot. Lisdksi todistamme totuuden ja todistuvuu-
den yhteyteen liittyvia lauseita.

Kappaleessa[3]méaéarittelemme predikaattilogiikan kaavat ja lauseet, ndiden semantii-
kan eli mallit, seké totuuden ja todistuksen. Liséksi tutkimme néihin liittyvid késitteita
ja todistamme totuuden ja todistuvuuden yhteyteen liittyvia lauseita.



2 Propositiologiikka

Téasséd kappaleessa méérittelemme propositiologiikan lauseet, niiden syntaksin ja se-
mantiikan, totuuden seké todistuksen késitteen. Todistamme propositiologiikan eheys-
lauseen seka propositiologiikan tdydellisyyslauseen.

2.1 Lauseet

Miéarittelemme seuraavaksi propositiologiikan lauseet, jotka ovat kenties yksinkertaisin
mahdollinen lauseen formalisaatio. Téstd syysté niilla ei myoskdan voi ilmaista kovin
monimutkaisia asioita, hienosti ilmaistuna niilld ei ole kovin rikasta semantiikkaa.

Symboleja pg, p1, p2, - - - sanotaan propositiosymboleiksi. Seuraavia symboleja sa-
notaan konnektiiveiksi:

negaatio (... el pade)

konjunktio (seké ... etta ... pétee)

disjunktio (ainakin toinen lauseista ... ja ... pitee)
implikaatio (mikéli ... patee, niin ...)

ekvivalenssi (molemmat véitteet joko pétevét, tai eivit péade)

Tl <>

2.1 Maaritelmd. Propositiologiikan lauseiksi sanotaan seuraavien saéntojen avul-
la propositiosymboleista, konnektiiveista sekd sulkumerkeistd ” (” ja ”)” muodostettuja
merkkijonoja:

1. Propositiosymbolit pg, p1, pe, . .. ovat propositiologiikan lauseita.

2. Mikali merkkijonot A ja B ovat propositiologiikan lauseita, niin merkkijonot —A,
(AN B), (AV B), (A — B) sekid (A <» B) ovat propositiologiikan lauseita.

Isoilla kirjaimilla A, B, C, ... merkitdan mielivaltaisia merkkijonoja, joiden kuiten-
kin usein vaaditaan olevan propositiologiikan lauseita. Propositiosymbolit kuvaavat
atomisia vaittdmié, joita ei voida hajottaa pienempiin osiin, kun taas konnektiiveja
-, A\, V, — seké <> kéytetddn muodostamaan yksinkertaisista véittdmistda monimutkai-
sempia vaittdmia.

2.2 Esimerkki. Merkitadn propositiosymboleilla pg, p; seké ps seuraavia vaittamié:

Po: On kesi.
p1: Linnut laulavat.
p2: Saniainen kukkii.

Esimerkiksi lause Linnut eivdit laula. voidaan nyt formalisoida merkinnélla —pq, ja lause
Jos saniainen kukkii, niin ei ole kesd mutta linnut laulavat. merkinnélla (py — (—po A
p1)). Lause (po <> p2) ilmaisee, ettd saniainen kukkii jos on kesd, mutta ei muulloin.

Formaali kieli antaa mahdollisuuden muodostaa my6s kéaytdnnon kannalta
jarjettomid lauseita, kuten ———py (ei pidd paikkaansa etté ei pade ettd saniainen ei
kuki), (po A —po) (on kesé ja ei ole keséd) tai (po A (po V po)) (on keséd, minka liséksi joko
on kesd tai on kesi).



Logiikassa asetetaan hyvin suuri paino syntaksin ja semantiikan vélille. Syntak-
silla tarkoitetaan niitd lauseiden ominaisuuksia, jotka liittyvit lauseiden ulkoasuun,
kun esimerkiksi lauseessa olevien symbolien mééra, tai tieto siitd, alkaako lause isolla
alkukirjaimella. Semantiikalla taas tarkoitetaan lauseen merkitykseen tai ”totuuteen”
liittyvid seikkoja. Jotta syntaksin ja semantiikan yhteyksid voidaan tutkia, on tarkeda
pitdd ndmé késitteet visusti erossa toisistaan. Esimerkiksi vaittamét

Jokainen kokonaisluku on joko parillinen taikka pariton.

ja
Mikali luonnollinen luku ei ole pariton, niin se on parillinen.

kuvaavat samaa asiantilaa, mutta syntaktisilta ominaisuuksiltaan eli ulkoasultaan ne
poikkeavat. Ne esimerkiksi alkavat eri symboleilla eivitkd ne ole samanpituisia. Sa-
moin esimerkiksi propositiologiikan lauseet (py V p1) ja (p1 V po) ovat ekvivalentteja
(maaritelldén myohemmin), mutta kuitenkin eri lauseita. Lauseella yksinkertaisesti tar-
koitetaan yllamainitut ehdot tayttavaa merkkijonoa.

2.3 Esimerkki. Seuraavat merkkijonot ovat propositiologiikan lauseita. Sulkuihin kir-
joitettu numero kertoo, kuinka monta symbolia lauseessa on.

—Po (2)
((po A =po) = (p1 A —p1)) (15)
(ps — = ps3) (8)
(po — ((po A pa) <> —pogg)) (15)

Seuraavat merkkijonot eivdt ole propositiologiikan lauseita:

PsP4 (po)

) =)™ (p1 A p2 A p3)
P1— 1 (M. a::v)()\xxx)
Kauno on kissa.  (ps = pr)

((po <> po) < p1) ((po A (p2 — o))

2.2 Lauseiden rakenne

Lauseet muodostuvat pienemmisté lauseista, jotka puolestaan muodostuvat pienem-
mistd lauseista, jotka muodostuvat pienemmisté lauseista ja niin edelleen, kunnes lo-
pulta kaikki lauseet hajoavat pienimpiin osasiinsa, propositiosymboleiksi. Lauseen ali-
lause on lauseen osa, joka itsekin on lause. Esimerkiksi lauseen ((pg A p1) V (p2 A p3))
alilauseita ovat pg, p1, P2, P3, (Po A p1), (p2 A ps) seké lause itse. Lauseiden rakennetta
voidaan havainnollistaa jisennyspuilla. Lauseen ((pg A p1) V (p2 A p3)) jisennyspuu
niyttaa seuraavalta:



((Po Ap1) V (P2 A p3))
/\
(po Ap1) (p2 A ps)

/NN

Po P2 P3

Jasennyspuun voidaan ajatella kuvaavan, miten lause on muodostettu alilauseistaan.
Ylléolevaa jasennyspuuta luetaan alhaalta ylospéin néin: ensin propositiosymboleista pg
ja p1 muodostetaan lause (pg A pp) ja symboleista ps ja p3 muodostetaan lause (ps Aps).
Niistd kahdesta lauseesta muodostetaan sitten disjunktio ((po A p1) V (p2 A p3)).

Lauseen —(——py — (p1 <> —p2)) jisennyspuu puolestaan ndyttaa talta:

=(==po = (p1 & —p2))
|
(m=po = (p1 <> —p2))

T~

—Po (pl e _'pz)

| /N

—Po p1 P2

Do P2

Jasennyspuun juurena, eli ylimpéané solmuna, on lause, jota ollaan jasentdméssa.
Puun lehtind, eli alimpina solmuina, ovat ne propositiosymbolit, joita lauseessa esiin-
tyy. Mikéli jossakin solmussa on lause, joka on muodostettu konjunktiolla, disjunktiol-
la, implikaatiolla tai ekvivalenssilla, puu haarautuu tésséd solmussa kahdeksi solmuksi,
joissa on ne lauseet, joista jasennettavéa lause on kyseiselld konnektiivilla muodostettu:

(ANB) (AVB) (A—B) (AeB)

/N /N /N /N
A B A B A B A B

Mikéli lause on toisen lauseen negaatio, ”haarautuminen” tarkoittaa vain yhden
lisihaaran syntymista:
—-A

A

Lauseen A valittoméksi alilauseeksi sanotaan sellaista lauseen A alilausetta, joka
on lauseen A jésennyspuussa heti lauseen A alapuolella. Lauseen A padkonnektiiviksi
sanotaan konnektiivia, jolla A muodostetaan valittomistd alilauseistaan. Ylldolevaa
puuta tarkastelemalla huomataan, ettd lauseen —(——py — (p1 > —p2)) ainoa
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véliton alilause on lause (=—py — (p1 <> —p2)), ja padkonnektiivi on —. Tutkimalla
jasennyspuuta
((=p1 Apo) V (=p1 A (po A p2)))
/\
(=p1 Apo)  (=p1 A (po A p2))

SN T

P11 Po —p1 (po A p2)
| VAN
b1 b1 bPo P2

ndhdédén, ettéd lauseen ((—p1 Apo) V (—p1A(poApz))) valittomat alilauseet ovat (—p; Apg)
ja (—=p1 A (po A p2)), ja padkonnektiivi on V.

Lause Alilauseet P&a-
konnektiivi
(po < —p7) (po ¢ —p7), Po; ~P7, Pr <~
((=p1VPo)V (pPoA=p1)) | ((mp1VPo)V (PoA=p1)), (mp1Vo), (PoA=p1), | V
—'P1, Po, P1
—(ANA (BA-A)) —“(AN(BA-A)), (AN(BA-A)), (BA-A), | -
—A, seké lauseet A ja B ja néiden alilauseet

2.3 Induktio lauseen rakenteen suhteen

Kerrataan luonnollisten lukujen induktioperiaate:

Luonnollisten lukujen induktioperiaate. Olkoon A C N sellainen, etti 0 € A ja
aina kunn € A, niinn+ 1€ A. Tdlloin A = N.

Induktioperiaate lausutaan usein seuraavassa muodossa: Olkoon P jokin luonnollis-
ten lukujen ominaisuus. Mikali pétee

1. luvulla 0 on ominaisuus P
2. jos luvulla n on ominaisuus P, niin luvulla n 4+ 1 on ominaisuus P

niin jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus P. Namé kaksi muotoilua ovat kui-
tenkin yksi ja sama, silli joukko A voidaan valita olemaan niiden lukujen, joilla on
ominaisuus P, joukko, eli

A = {n € N: luvulla n on ominaisuus P} .

2.4 Esimerkki. Olkoon x € R, z > 0 jan € N. Télléin (1 + )" > 1+ nz (Bernoullin
epayhtalo).



Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Oletetaan, ettd x € R, x > 0
jaA={neN: (14+2)" >1+nz}. Koska

(142)°=1>1=140-z,
niin 0 € A. Oletetaan nyt, ettd n € A, eli ettd (1 + )" > 1 + nz. Téllsin
(14 z)"™ (1+z)(1+a2)"

(14 ) (1+ nx)
1+ nx + z + na?
1+ (n+1)x,

~
Q

IV Il Ve

eli myos n + 1 € A. Nyt induktioperiaatteen nojalla A = N, eli jokainen luonnollinen
luku toteuttaa epédyhtilon (14 x)" > 1+ nx. O

Luonnollisten lukujen induktioperiaatetta voidaan havainnollistaa seuraavasti: jo-
kainen luonnollinen luku nollaa lukuunottamatta voidaan ajatella muodostetuksi sita
edeltavistd luonnollisesti luvusta lisddmalla tdhédn lukuun yksi. Néin luonnollisille lu-
vuille voidaan piirtdd seuraavanlaisia jadsennyspuita:

1 4 2 5
0 3 1 4
> 0 3

1 2

0 1

0

Luonnollisten lukujen induktio vastaa sité, ettd todetaan jonkin ominaisuuden ole-
van luvulla 0 (alkuaskel), ja ettd tdmé ominaisuus periytyy jasennyspuussa aina aske-
leen ylospéin (induktioaskel). Téll6in voidaan kiivetd puuta ylos, kunnes paddytdén sen
paahén, kuten kuvassa:

®
-1
J

Y

3 3

O
2 2
= o = X =
878k
© O () O
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Tutustumme seuraavaksi rakenteelliseen induktioon, jota matemaattisessa logiikas-
sa tarvitaan usein. Siind missd luonnollisten lukujen induktio antaa tavan todistaa,
ettd jokaisella luonnollisella luvulla on jokin ominaisuus, rakenteellisella induktiolla voi-
daan todistaa esimerkiksi, ettéd jokaisella propositiolauseella on jokin ominaisuus. Kun
luonnollisten lukujen induktiossa kiivetddan ylos luonnollisten lukujen jasennyspuuta,
rakenteellisessa induktiossa puut ovat monimutkaisempia. Rakenteellista induktiota
késitellddn yleisemmin kappaleessa [B]

Propositiolauseiden induktioperiaate. Olkoon P kaikkien propositiolauseiden jouk-
ko ja Q C P. Oletetaan, ettd

(i) pn € Q jokaisellan € N

—A € Q aina kun A € Q
ANB)eQ aina kun A, B € Q
AV B) € Q aina kun A, B € Q
(v) (A= B) €@ aina kun A,B € Q
(vi) (A B) € Q aina kun A,B € Q
Talloin @ = P.

(i

(iii

(iv

i)
) (
) (
) (
(

Propositiolauseiden induktioperiaatteessa kohta on analoginen luonnollisten lu-
kujen induktioperiaatteen kohdan "0 € A” kanssa. Sitd voikin hyvin kutsua alkuaske-
leeksi. Siind missé luonnollisten lukujen induktiossa induktioaskelia on vain yksi, propo-
sitiolauseiden induktioperiaatteessa jokaista konnektiivid vastaa oma induktioaskeleen-
sa. Ideana on kiivetd jasennyspuuta ylospéin, kuten luonnollisten lukujen induktiossa-
kin. T&lla kertaa tarvitsemme vain useammanlaisia induktioaskelia, koska haarautumi-
sia on useanlaisia.

(o= (o Ap)) (o= (o Ap) (o= (Do Ap1)))
(Po A p1) (po A p1) (po A p1)

Emme ole vield todistaneet propositiologiikan induktioperiaatetta. Sitd varten
madrittelemme seuraavaksi propositiolauseiden joukon hieman tasméllisemmin kuin ai-
kaisemmin. Maéaritelladn rekursiivisesti joukot P, jokaisella n € N:

Py, = {p.:n €N}
Py = PU{-A:AcP,}U{(AANB): A, BeP,}
U{(AvB): A, Be P,}JU{(A— B): A, Be P,}
U{(A«+ B): A,Be€ P,}
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Joukkoja P, voidaan ajatella erddnlaisina hierarkian tasoina. Jokaisen tason lauseet
on saatu edellisen tason lauseista soveltamalla jotakin konnektiivia kerran. Lisdksi jo-
kaiselle tasolle kuuluu myos kaikki edellisten tasojen lauseet, eli

PhCcPRCP CPC...

Olkoon nyt

P:UPR.

neN

Joukko P siis sisédltda kaikki propositiolauseet.

taso esimerkkilauseita

0 p3,p9,p2;---

(ps = p1), (01 A ps), D75 - - -

((po = p2) Ap1), =6, ((po = p2) V (P5 = p2)), -
((mps = (P2 V' p1)) A =po), (7o A p2) ..

((((ps Ap1) Apo) A (=ps A =p7)) A ==pg), - . .

=W DN

Lause on intuitiivisesti sitd monimutkaisempi, mitd korkeammalla se tulee vastaan
téssé tasohierarkiassa.

Propositiolauseiden induktioperiaatteen todistus. Olkoon () C P joukko propositio-
lauseita, joka sisédltda propositiosymbolit pg, p1, ..., ja on suljettu konnektiivien sovel-
lusten suhteen, eli mikdli B,C € @, niin jokainen lauseista =B, (B A C), (B V C),
(B — C) ja (B < C) kuuluu joukkoon . Ndytetddn induktiolla luvun n suhteen, etté
P, C @ jokaisella n € N.

Oletuksen nojalla @) sisdltdd propositiosymbolit, joten Py C . Oletetaan sitten,
ettd P, C Q, ja A € P,,;. Joukon P, ,; maéritelmén nojalla A joko kuuluu joukkoon
P,, jolloin induktio-oletuksen nojalla A € @, tai jotakin seuraavista muodoista: =B,
(BAC), (BV(O), (B — C) tai (B <> C), missd lauseet B ja C kuuluvat hierarkian
alempaan tasoon P,. Induktio-oletuksen nojalla télloin B, C' € @, ja koska () on suljettu
konnektiivien sovellusten suhteen, A € Q). Siis P,,; C Q.

Luonnollisten lukujen induktioperiaatteen nojalla P, C ) jokaisella n € N, eli

P:UPnCQa

neN

joten @) = P.
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Propositiolauseiden induktiosta kaytetddan usein nimitysta induktio lauseen raken-
teen suhteen. Lisdksi usein eri konnektiiveja vastaavat kohdat késitelladn samalla taval-
la, joten ndméa jéatetddn usein kirjoittamatta auki. Klassinen esimerkki propositiolausei-
den induktiosta:

2.5 Esimerkki. Olkoon |A|, merkkijonossa A esiintyvien vasempien sulkumerkkien
madré ja olkoon |A| merkkijonossa A esiintyvien oikeiden sulkumerkkien mééré. Siis
esimerkiksi

Dws(=)) =), =1 Jja  [)ops(=)) =), =4
Jokaisessa propositiolauseessa A on yhté monta vasenta ja oikeaa sulkua, eli |[A| = |A|,
jokaisella propositiolauseella A.

Todistus. Induktio lauseen A rakenteen suhteen. Viite pétee triviaalisti, kun A on pro-
positiosymboli, silla silloin siiné ei ole ollenkaan sulkumerkkejé.

Oletetaan, etté viite pétee propositiolauseella A, eli ettd |A|, = |A|,. Negaatiomer-
kin lisddminen lauseen alkuun ei muuta siiné olevien sulkujen méaéria, joten

A, = |A4], = Al =1-4],.

Siis véite patee lauseelle —A.

Oletetaan sitten, etté viite pétee lauseilla A ja B, eli |A|, = |4|, ja |B|, = |B|,.
Lauseessa (A A B) on vasempia sulkuja yksi enemmén kuin lauseissa A ja B yhteensa.
Sama pétee oikeille suluille, joten

(AAB)|, =1+ |A|, +|B|, = 1+|A|, +|B|, = [(AAB)|,,

eli véite pitee myos lauseelle (A A B).

Kohdat (AV B), (A — B) seki (A <» B) todistetaan kuten konjunktio.

Siis propositiolauseiden induktioperiaatteen nojalla viite pétee jokaiselle proposi-
tiolauseelle. [

2.6 Esimerkki. Minké&dn propositiolauseen viimeinen merkki ei ole negaatiomerkki —.
Todistus. Todistetaan viite induktiolla lauseen rakenteen suhteen.

Lauseen, joka koostuu vain yhdesta propositiosymbolista, viimeinen merkki on tie-
tysti tdméa propositiosymboli.

Olkoon A lause, joka toteuttaa viitteen, eli ei lopu negaatiomerkkiin. Lauseen
—A viimeinen merkki on selvésti sama kuin lauseen A viimeinen merkki, joten
myoskadn lause = A ei lopu negaatiomerkkiin.

Olkoot A ja B lauseita, joista kumpikaan ei lopu negaatiomerkkiin. Lause (A A B)
selvisti loppuu oikeaan sulkumerkkiin ), joten se ei lopu negaatiomerkkiin.

Olkoot A ja B lauseita, joista kumpikaan ei lopu negaatiomerkkiin. Lause (A V B)
selvisti loppuu oikeaan sulkumerkkiin ), joten se ei lopu negaatiomerkkiin.
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[=[¥>] Kuten kohdat [A]ja[V]
O

2.7 Esimerkki. Jos propositiolauseessa on parillinen méérda symboleja, siind esiintyy
negaatiosymboli.

Todistus. Todistetaan induktiolla lauseen A rakenteen suhteen, ettd jos lauseessa A
ei esiinny negaatiosymbolia, siind on pariton maérd symboleja. Koska tutkimme vain
lauseita, joiden muodostuksessa ei ole kidytetty negaatiosymbolia, meidén ei tarvitse
késitelld kohtaa [—].

Merkitdén lauseessa olevien symbolien maaraa |A|.

Jos A = p; jollakin ¢, niin lauseessa A on tasan yksi symboli, joten siind on pariton
méara symboleja.

Oletetaan, ettd lauseissa A ja B on pariton méard symboleja. Talloin lauseessa
(A A B) on lauseiden A ja B symbolien liséksi kolme symbolia: (, A seké ). Siis

(AN B)| = [A[ +[B| +3,

joka on kolmen parittoman luvun summana pariton. Siis véiite patee myos lauseella

(AV B).

Oletetaan, ettd lauseissa A ja B on pariton méird symboleja. Talloin lauseessa
(AV B) on lauseiden A ja B symbolien lisiksi kolme symbolia: (, V sekd ). Siis

((AV B)| = [A] +[B| + 3,

joka on taas kolmen parittoman luvun summana pariton. Siis véite patee myos
lauseella (A V B).

[= ][> Kuten kohdat [A]ja[V]
O

Seuraavan kappaleen todistuksissa on lisdé esimerkkeja rakenteellisesta induktiosta.

2.4 Totuus

Olemme siis mééritelleet erdén kokoelman merkkijonoja ja padttéaneet kutsua siihen ko-
koelmaan kuuluvia merkkijonoja lauseiksi. Lauseet pyrkivit olemaan hyva matemaat-
tinen malli wvdittdmille, joten lauseille on méadriteltava totuuden késite. Merkitsemme
totuutta numerolla 1 ja epétotuutta numerolla 0.

2.8 Maéritelmé. Totuusjakauma on miké tahansa funktio v: N — {0, 1}. Proposi-
tiolauseen A totuusarvo jakaumalla v, merkitdin v[A], mairitellddn seuraavasti:
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1. v[p,] = v(n) jokaisella n € N.

2. v[=A] = 0 mikéli v[A] =1 ja v[-A] = 1 mikali v[A4] = 0.

3. v[(AA B)] =1 jos sekd v[A] =1 ettd v[B] = 1. Muutoin v[(A A B)] = 0.

4. v[(AV B)] =1 jos joko v[A] =1 tai v[B] = 1. Muutoin v[(A V B)| = 0.

5. v[(A — B)] =1 jos joko v[A] = 0 tai v[B] = 1. Muutoin v[(A — B)] = 0.

6. v[(A <> B)| =1 jos v[A] = v[B]. Muutoin v[(4 < B)] = 0.

Mikéli v[A] = 1, sanomme, ettd lause A on tosi jakaumalla v, tai ettd jakauma v

toteuttaa lauseen A. Jos taas v[A] = 0, sanomme, ettd lause A on epétosi jakaumalla
v, tal ettd jakauma v ei toteuta lausetta A.

Totuusjakauma siis kertoo, mitkd atomisista véaittdmista p, ovat tosia ja mitka
epatosia. Kun tiedimme tdmén, voimme péadtelld myos monimutkaisempien lauseiden
totuuden. Lauseen totuuden selvittdmiseksi pitdéa siis ensin selvittdd lauseen alilausei-
den totuus.

2.9 Esimerkki. Olkoon v totuusjakauma, jonka arvo pisteissd 1, 2, ja 4 on nolla, ja
muissa pisteissa yksi.

Po |DP1|P2|P3|Psa|Ps5 | Pe
1100110111

Téll6in lause ps on tosi jakaumalla v ja lause py on epétosi jakaumalla v. Lause (ps V p4)
on tosi, koska ainakin toinen lauseista ps ja ps on tosi. Lause (ps — p4) taas on epétotta.

2.10 Esimerkki. Olkoon v: N — {0, 1} sellainen, ettd v(n) = 1 kun n on parillinen
ja v(n) = 0 muuten.

Po |P1|P2|P3|Psa|Ps5 | Ps
1101011011

Selvitetdén lauseen ((po V —p1) <> po) totuusarvo jakaumalla v.
Koska v[p;] = 0, niin v[-p;] = 1 ja tdten v[(po V —p1)] = 1. Siis v[(po V —p1)] = 1 =
v[po], ja téten
v[((po V —=p1) <> po)] = 1.

Joissakin oppimateriaaleissa, kuten kirjassa [JohLog], totuutta ja epiatotuutta mer-
kitddn esimerkiksi kirjaimin t ja e tai esimerkiksi T ja F. Numeroiden 0 ja 1 kdytossa
on se etu, ettd lauseiden totuuksia voi laskea kétevésti aritmeettisilla lausekkeilla. Esi-
merkiksi jos A ja B ovat mitd tahansa propositiolauseita, niin v[-A] = 1 — v[4] ja
v[(A A B)] = v[A] - v[B]. Disjunktiolle vastaava merkintd on hieman kémpeld, mutta
kdytdmme sitd ajoittain silti:

V(A B) =1~ (1—v[A]) (1~ v[B)).
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2.5 Totuustaulut

Lauseen totuusarvoja eri jakaumilla on helppo laskea totuustaululla. Konnektiivien to-
tuustaulut nayttavat seuraavilta:

A|B|(AANB) A|B|(AVB)
Al -A 0]0 0 0]0 0
0] 1 01 0 0]1 1
110 110 0 110 1
111 1 111 1
A|B|(A— B) A|B|(A+ B)
01]0 1 0]0 1
01 1 0]1 0
110 0 110 0
111 1 11 1

Totuustaulu voidaan piirtdd nain: Koska lauseen A totuusarvoon vaikuttavat
selvasti vain jakauman v arvot niilla luvuilla n, joilla p, esiintyy lauseessa A, lista-
taan ensimmaiselle riville kaikki lauseessa esiintyvét propositiosymbolit. Listataan sit-
ten vasemmalle propositiosymboleiden totuusarvojen kaikki mahdolliset kombinaatiot.
Téaytetéddn sitten kunkin alilauseen totuusarvo kyseisen alilauseen péadkonnektiivin ala-
puolelle, ldhtien sisimmaéisista alilauseista, eli niisté, jotka on muodostettu pelkista pro-
positiosymboleista yhdelld konnektiivilla.

Esimerkiksi lauseen ((po V —p1) <> po) totuusarvot kaikilla mahdollisilla totuusja-
kaumilla selvidvét seuraavasta totuustaulusta:

Do | P1 ((Po\/ﬁpl)j—ipo)
01]0 0110 |0]O
0|1 0001 |1]0
110 1110 [1f1
171 1101 W1

Taulusta ndhdaan, ettd lause ((po V —p1) <> po) on totta aina jos vdhintddn toinen
lauseista py ja p; on totta. Taulu tdytetdén sisaltd pain. Jérjestys on siis

(( po Vv
3.

pl)Hpo)
1. 1

2. 1. 4. 1. '
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eli lauseen jasennyspuu kédydaan lapi alhaalta ylospéin:

4. ((po V —p1) <> po)
/\
3. (poV—p1) 1. po

N

Lpo 2. —p

1. P1

Vaikka periaatteessa ei olisi vélid, missd jérjestyksessd totuustaulun rivit oli-
sivat, helpottaa totuustaulun lukemista huomattavasti, jos rivien jéirjestys on
sdannonmukainen. Téasséd oppimateriaalissa kaikkien totuustaulujen rivit ovat kasvavas-
sa suuruusjérjestyksesséd, kun vasemmalle kirjattujen yksittéisten propositiosymbolien
arvojen ajatellaan perdkkéin asetettuna muodostavan yhden binéarijarjestelmén luvun.

2.11 Miéritelmi. Olkoon A jokin propositiolause. Mikali v[A] = 1 jokaisella totuus-
jakaumalla v, sanotaan ettd A on tautologia. Mikili v[A] = 0 jokaisella totuusjakau-
malla v, sanotaan ettd A on ristiriita. Mikéli A ei ole tautologia eiké ristiriita, sanotaan
ettd A on kontingentti.

2.12 Esimerkki. Lause (pg — (p1 — po)) on tautologia, mikd nikyy sen totuustau-
lusta:

po|p| (P = (p = po))
010 0 |1 0O 1 O
011 0 |1 1 0 0
110 1 |1 0 1 1
111 1 1 1 1

Lauseet (po A —po) ja ((po — —po) A (mpo — po)) ovat esimerkkejé ristiriidoista, ja
lauseet ((po A p1) — —po) ja ((po Ap1) V (p2 A ps3)) ovat kontingentteja.

Lauseita A ja B sanotaan ekvivalenteiksi, mikili ne saavat jokaisella totuusjakau-
malla saman totuusarvon, eli mikéli (A <> B) on tautologia. Télloin merkitédén A < B.
Mikali (A — B) on tautologia, sanotaan, ettd lause B on lauseen A looginen seuraus,
ja merkitdin A = B. B on siis tosi jokaisella sellaisella totuusjakaumalla, jolla A on

tosi.
Mikéli A ja B ovat ekvivalentteja propositiologiikan lauseita, niin ne ovat myos
triviaalisti toistensa loogisia seurauksia.

2.13 Esimerkki. Lauseet (A A B) sekd =(—=A V —B) ovat ekvivalentteja, olivat A ja
B mita hyvansa propositiologiikan lauseita.
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Todistus. Olkoot A ja B propositiologiikan lauseita ja v mielivaltainen totuusjakauma.
Talloin

V[(AANB)|=1 <= v[A]=1jav[B]=1
<— wv[-A]=0jav[-B]=0
— v[(mAV-B)]=0
< v[~(-AV-B)]=1

O

2.14 Esimerkki. Lauseet (po — (p1 — p2)) ja ((po — p1) — po) eivit ole ekvivalent-
teja.

Todistus. Olkoon v jokin totuusjakauma, jolla v(0) = v(1) = v(2) = 0. Talléin v[(py —
(p1 = p2))] = 1, mutta v[((po = p1) = p2)] = 0. o

2.15 Esimerkki. (py <> p1) = ((p2 = —p1) < (p2 = —0))

Todistus. Olkoon v totuusjakauma, jolla v[(py <> p1)] = 1, eli v[py] = v[p;]. Talléin
tietysti v[—pg] = v[—p1]. Mikéli v]py] = 0, triviaalisti v[(ps — —p1)] = 1 ja v[(p2 —
—po)] = 1, joten v toteuttaa lauseen ((p2 — —p1) <> (p2 — —po)). Jos taas v[ps] = 1,
niin

v[(p2 = —p1)] = v[-pi]
= v[=po]
= v[(p2 = —po)],
joten tissikin tapauksessa v toteuttaa lauseen ((p2 — —p1) <> (p2 — —po))- O

2.16 Lause. Olkoot po, ..., p, propositiosymboleja, By, ..., B, propositiolauseita ja v
totuusjakauma. Olkoon v’ totuusjakauma, joka saadaan totuusjakaumasta v korvaamal-
la symbolien py, ..., p, totuusarvot lauseiden By, ..., B, totuusarvoilla, eli

V(i) = { v[B], kuni<n

v(i), kuni>n

Maaritellddn jokaisella propositiolauseella A uusi propositiolause A’, joka saadaan
lauseesta A korvaamalla jokainen symbolin p; esiintymaé lauseella B;. Téalloin milla ta-
hansa totuusjakaumalla v ja lauseella A pétee:

V'[A] = v[A'].
Todistus. Todistetaan vaite induktiolla lauseen A rakenteen suhteen.

Mikéli A = p;, ja i < n, niin A’ = B;. Jakauman v' mééritelmén nojalla v'(i) =
v[B;], joten
V[A] ='[p] = ' (i) = v[B;] = v[A"].



Oletetaan, ettéd viite péatee lauseelle A, eli ettd v'[A] = v[A’]. Nyt

VAl =1 = V[A] =0
£ [A] =0
— -4 =1
— o[(mA4)] =1,
joten viite patee myos lauseelle —A.
Oletetaan, ettd viite péatee lauseille A ja B. Nyt
V[(AANB) =1 <= V[A=1jaV[B]=1
£ A =1jav[B] =1
— v[(AANB)=1
<~ v[(ANB)]=1,
joten véite patee myos lauseelle (A A B).
[V][=1[%] Kuten kohta [A].
O
2.17 Korollaari (Tautologian sijoitussiént). Olkoon A propositiolause, po, .. ., p,
propositiosymboleja, ja olkoot By, ..., B, propositiolauseita. Mikéli A on tautologia,

niin lause, joka saadaan lauseesta A korvaamalla jokainen symbolin p; esiintymé lauseel-
la B;, kun ¢ = 0,...,n, on myo6s tautologia.

Todistus. Olkoon v mielivaltainen totuusjakauma. Olkoon A’ saatu lauseesta A korvaa-
malla jokainen symbolin p; esiintymé lauseella B; ja olkoon v’ kuten edellisessé lausees-
sa. Talloin edellisen lauseen nojalla v'[A] = v[A’]. Koska A on tautologia, v'[4] = 1,
joten v[A'] = 1.

Siis lauseen A’ totuusarvo milld tahansa totuusjakaumalla on 1, joten lause A’ on
tautologia. O]

Esimerkissé[2.12|totesimme, etté lause (pg — (p1 — po)) on tautologia. Sijoittamalla
symbolin py tilalle esimerkiksi lauseen (pg A —ps) ja symbolin p; tilalle lauseen (py <>
(—ps V pg)) saamme hankalan nikéisen lauseen

((po A =ps) = ((p2 <> (=p3 V pa)) = (Po A —ps))).

Edellisen lauseen nojalla voimme suoraan sanoa, ettd tdmé lause on tautologia. Tama
onkin kétevid, silld lauseessa on 5 eri propositiosymbolia, joten lauseen totuustauluun
tulisi riveja perati 32.
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2.6 Semanttinen puu

Koska totuustaulun rivien méérd on 2", missd n on lauseessa esiintyvien eri proposi-
tiosymboleiden mééaré, tulee hiemankin monimutkaisemman lauseen totuusaulusta hel-
posti hyvin suuri. Mikéli tehtdvina on selvittdd, milld totuusjakaumilla jokin lause
toteutuu, on semanttinen puu oiva tapa tehda tdméi. Semanttista puuta ei pida se-
koittaa jasennyspuuhun. Sana ”semantiikka” tarkoittaa asioiden merkitystd, proposi-
tiolauseiden kohdalla ldhinné niiden totuutta eri totuusjakaumilla. Semanttinen puu
siis on tyokalu lauseen totuuden tutkimiseen, kun taas jasennyspuu on tyokalu lauseen
rakenteen tutkimiseen.

Tutkitaan, milloin lause A = (po V (=p1 A p2)) on tosi. Disjunktiolla muodostettu
lause on tosi silloin, kun ainakin toinen disjunkteista on tosi, eli lauseen A voi toteuttaa
joko toteuttamalla lauseen pg tai lauseen (—p; A po):

(Po V (—p1 A p2))

S

po (—p1 A Dp2)

Lauseen (—p; A p2) taas voi puolestaan toteuttaa vain toteuttamalla sekd lauseen —p;
ettd lauseen po. Tésté syystd ndmé lauseet merkataan samaan oksaan:

(Po V (=p1 A p2))

o (—p1 Ap2)

—P1

D2

Téastéd eteenpéin puuta ei voikaan enéé jatkaa. Puun jokainen oksa, eli reitti juures-
ta lehtisolmuun kuvaa yhtd mahdollisuutta toteuttaa lause A. Puuhun on siis syntynyt
kaksi oksaa, joten lauseen A toteuttamiseen on ainakin kaksi mahdollista keinoa. Mikéli
edetdéan vasenta oksaa pitkin, ndhdaén, ettd toteuttamalla lause pg, myos lause A to-
teutuu. Siis miké tahansa totuusjakauma v, jolla v(0) = 1 toteuttaa lauseen A. Jos taas
edetdan oikeanpuoleista oksaa pitkin, ndhd&én, ettd lause A voidaan toteuttaa toteut-
tamalla talla oksalla olevat lauseet —p; sekd p,. Siis mikd tahansa totuusjakauma v,
jolla v(1) = 0 ja v(2) = 1, toteuttaa lauseen A.

Entépé lause (po A —po)? Konjunktion toteuttamiseksi tulee molempien konjunktien
toteutua:

(po A\ —po)

Po

—Po
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Miké&an totuusjakauma ei tietenkédén voi toteuttaa samanaikaisesti seké lausetta, etta
sen negaatiota, joten mikéli jollekin oksalle ilmestyy jokin lause ja sen negaatio, mer-
kitddn tdmén oksan padhédn rasti merkiksi siité, ettd oksa ei voi toteutua.

(po A —po)

Oksaa, joka padttyy merkkiin x, sanotaan suljetuksi. Muita oksia sanotaan avoimik-
si.

Tarkasti ottaen lauseen A semanttinen puu muodostetaan noudattamalla oheisen
taulukon [[]sdént6ja. Puun juureksi, eli ylimméksi solmuksi merkitéén lause A. Seuraavia
saantoja sovelletaan puun solmuihin, kunnes jokainen solmu, joka ei ole yksittdinen
propositiosymboli, eikd propositiosymbolin negaatio, on késitelty. Aina kun solmu on
késitelty, sen viereen laitetaan merkki v".

konnektiivi | s&4nnot
negaatio ——A —-A A
| | |
A A —A implikaatio | (A— B) (A — B)
] AN |
X X -A B
konjunktio | (AAB)  —=(AA B) |
| N ~B
A —A -B ekvivalenssi | (A<« B) —(A <+ B)
| N N
disjunktio | (AVB) —(AV B) | |
aN | B -B  -B B
A B -A
|
-B

Kuva 1: Semanttisen puun saannot

Kun jotakin sdantoa sovelletaan solmuun A, sddnnon soveltamisesta syntyvét uudet
solmut lisdtadan jokaisen solmun A kautta kulkevan avoimen oksan padhéan. Esimerkiksi

lauseiden —(py — (p1 A po)) ja ((=po V p1) A (po V —p1)) semanttiset puut ndyttévit
seuraavilta:

19



~(po = (pr A po)) v ((=po Vpr) A(po vV =p1)) v/

Po (=po V1) v
| |
—(p1 Apo) v (po VvV —p1) v
“Po TP1 —Po P1
| VA NEVAN
X Po P11 Po D1
| |
X X

Edellisestd puusta voidaan nidhdé, ettd lause —(py — (p1 A po)) pétee kaikilla to-
tuusjakaumilla, joilla v[pg] = 1 ja v[p;] = 0. Lause ((=po V p1) A (poV —p1)) on tosi niilla
totuusjakaumilla, joilla v[py] = v[p1] = 0 tai v[po] = v[p1] = 1.

2.18 Esimerkki. Toteuttaako jokin totuusjakauma lauseen ((p; V —po) A (po <> —p2))?
Muodostetaan lauseen semanttinen puu:

((p1 V =po) A (po < —p2)) v/
|

(p1V =po) v
(po <> —p2) V'
/\
P1 —Po

P2 ——pe v P2 ——p2 Vv

b2 X D2

Seuraamalla esimerkiksi vasemmanpuoleisinta oksaa, nahdéén, ettd jos py, po seké
—po toteutuvat, myos lause ((p1 V —po) A (po <+ —p2)) toteutuu. Siis mikd tahansa
totuusjakauma v, jolla v(0) = v(1) =1 ja v(2) = 0, toteuttaa lauseen.

Tutkitaan, toteutuuko lause —((po — p1) V (p1 — po)) jollakin totuusjakaumalla.
Muodostetaan semanttinen puu.
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=((po = p1) V (p1 = po)) v
|
=(po = p1) vV
|
=(p1 = po) vV

Do

—P1

b1

—Po

X

Huomaamme, ettd puun jokainen (eli ainoa) oksa sulkeutuu, eli lause ei voi toteutua
milldan totuusjakaumalla. TAmé patee yleisesti: Jos minké tahansa lauseen semanttisen
puun jokainen oksa sulkeutuu, on kyseinen lause ristiriita. Tama antaa kdtevan tavan
ndyttad jokin lause ristiriidaksi tai tautologiaksi.

Lauseen —A semanttista puuta, jossa jokainen oksa sulkeutuu, sanotaan lauseen
A semanttiseksi todistukseksi. Esimerkiksi ylldoleva semanttinen puu on lauseen
((po = p1) V (p1 — po)) semanttinen todistus. Lause ((po — p1) V (p1 — po)) on siis
tautologia. Tama voidaan tietysti varmistaa myos totuustaululla:

po | 1| ((po—p1)V (p1— po))
01]0 1 1 1
0]1 1 1 0
110 0 1 1
111 1 1 1
Semanttisen puun voi piirtdd myos useammalle lauseelle Aq, ..., A,. Téalloin et-

sitddn totuusjakaumaa, jolla kaikki lauseet olisivat tosia. Lauseet laitetaan kaikki jo-

noon padllekkéin

Ay
Ay
|
Ay
ja sitten aloitetaan sdéntéjen soveltaminen. Lauseen B semanttiseksi todistukseksi
lauseista Ay, ..., A, sanotaan lauseiden Ay, ..., A,, =B semanttista puuta, jossa kaikki
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haarat sulkeutuvat. Idea on, etté lauseet Ay, ..., A, ja =B eivéit voi olla samanaikaisesti
tosia, eli jos lauseet A; ovat tosia, myos lauseen B on oltava.

Kirjassa |[JohLog| semanttiset puut ja todistukset mééritellaéan hieman tarkemmin
ja todistetaan, ettd lause B on lauseiden A, ..., A, looginen seuraus jos ja vain jos
silld on semanttinen todistus lauseista Aq, ..., A,.

2.7 Totuusfunktio

Tutkitaan lausetta ”jokainen propositiolauseista pg, p1, p2 ja p3 pétee”. On selvia,
milld totuusjakaumilla tdmén lauseen pitdisi olla totta, siis lauseen semantiikka on
hyvin mééaritelty jo suomenkielisen muotoilun perusteella. Syntaksi sen sijaan ei ole.
Tarkoitetaanko lauseella propositiolausetta

(po A (p1 A (P2 A p3)))

val lausetta
((po A p1) A (p2 A ps3))?

Vaiko kenties lausetta

(((po A p1) Apa) Ap3)?

Nama kaikki ovat kuitenkin ekvivalentteja lauseita, joten usein ei ole vélié, milla naista
tavoista suomenkielinen vaittamé formalisoidaan.

2.19 Lause. Olkoot A, B ja C mité tahansa propositiolauseita. Téalloin (AA(BAC)) <
(AANB)ANC)ja(AV(BV(C)) < ((AVvB)Vv(O).

Todistus. Selva. 0

Téstéd ldhtien kdytamme lyhenteitd kuten (po A ps A pio) tai (ps V ps V pa V Do),
kun emme jaksa tdsmentédd, missé jirjestyksessd konjunktiot tai disjunktiot otetaan.
Konnektiiveja ei kuitenkaan saa sotkea keskenédén. Esimerkiksi lauseet (pg A (p1 V p2))
ja ((po Ap1) V p2) eivit ole ekvivalentteja, joten merkinnéssi (po Apy V pa) ei ole jarkea.
Myéskédn lauseet (po — (p1 — p2)) ja ((po — p1) — p2) eivit ole ekvilentteja, eli
merkintd (py — p1 — p2) ei ole sallittu.

Itseasiassa myos ekvivalenssille pétee (A <+ (B + C)) < ((A < B) < C). "Ket-
jutetulla ekvivalenssilla” eli esimerkiksi lauseella (py <+ p1 <> p2) ei kuitenkaan ole
jarkevéd intuitiivista tulkintaa luonnollisen kielen véittdméné, joten emme kaytéd vas-
taavaa lyhennetté ekvivalenssille.

Tutkitaan nyt seuraavaa kysymysté: onko olemassa sellaista lausetta A, jossa esiin-
tyisi propositiosymbolit pg, p1 seké ps, ja jonka totuustaulu nédyttiisi seuraavalta:
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po|pp2| A
01010 0
0]0 /|1 1
0|1]0 1
011 1
11010 0
11011 0
11110 1
1111 0

Sama kysymys yleisessé tilanteessa: Onko mitéd tahansa "mahdollista totuustaulua”
kohti olemassa lause, jonka totuustaulu se on? Muotoillaksemme tdmén kysymyksen
formaalimmin, maéaritelldsn totuusfunktio.

2.20 Maiairitelmé. n-paikkainen totuusfunktio on mikd tahansa funktio
f: {0,1}" — {0,1}. Mikéili A on propositiologiikan kaava, jossa ei esiinny muita
propositiosymboleja, kuin py,...,p,_1, niin lauseen A n-paikkainen totuusfunk-
tio T4: {0,1}" — {0,1} on kaavan

r;, kuni<n
1 muulloin

Tu(zo, ..., 2n_1) = v[A], missi v(i) = {

maarittelema totuusfunktio.

Kaavan A totuusfunktio siis kertoo, minké totuusarvon arvon lause saa kullakin
siind esiintyvien propositiosymbolien totuusarvojen kombinaatiolla, eli tdsmélleen milta
lauseen A totuustaulu nayttai.

Po Pn—2 | Pn—1 A

0 0 | 0 |T4(0,...,0,0)
0 0 | 1 |Ta(0,...,0,1)
0 1 | 0 [7Ta(0,...,1,0)
0 1 1T [ T4(0,...,1,1)
1 0 | 0 |Tu(1,...,0,0)
1 0 | 1 |Ta(1,...,0,1)
1 1 | 0 |Ta(1,...,1,0)
1 1 1 [Ta(1,...,1,1)

2.21 Esimerkki. Olkoon A = (pyV (p1Vp2)). Télloin lauseen A totuusfunktio saadaan
kaavasta

1, josxg=1,z;=1taixy =1

0, muulloin '

Ta(zo, x1,22) = {
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2.22 Esimerkki. Olkoon A = (pg A —pp). Télloin lauseen A totuusfunktio saa ainoas-
taan arvon 0, eli T4(0) = T4(1) = 0.

2.23 Lause. Olkoot A ja B propositiolauseita, joissa ei esiinny muita propositiosym-
boleja kuin py, ..., p,_1. Talloin A < B jos ja vain jos Ty = Tp.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd A < B. Olkoon (g, ...,x,1) € {0,1}" ja v totuusja-
kauma, jolla
v(i):{ xi, kuni{n '
1 muulloin

Talloin Ta(zo, ..., xn—1) = v[A] ja Tg(zo, ..., Tn—1) = v[B]. Koska lauseet A ja B ovat
ekvivalentteja, v[A] = v[B], joten Ta(xo, ..., Tn_1) = Tp(xo, ..., Tn_1).

Siis TA = TB.

Oletetaan sitten, ettd T4y = Tg. Olkoon v: N — {0, 1} mielivaltainen totuusjakau-
ma. Olkoon v" uusi totuusjakauma, jolla

11 muulloin

U,(i>_{ v(i), kmi<n

Koska totuusjakaumat v ja v" antavat propositiosymboleille pg, . . ., p,_1 samat totuusar-
vot, eiké lauseissa A ja B esiinny muita symboleja, v[A] = v'[A] ja v[B] = ¢'[B]. Talloin

Al = 4]
= Ta(v(0),...,v(n—1
= Tp(v(0),...,v(n—1
= v'[B]
= v[B].

]

Nyt voimme muotoilla alkuperdisen kysymyksemme hieman formaalimmin: Onko
jokainen totuusfunktio jonkin propositiolauseen totuusfunktio?

2.24 Lause. Olkoon f n-paikkainen totuusfunktio. T&ll6in on olemassa propositiolause
A, jossa ei esiinny muita propositiosymboleja kuin py, . .., p,_1 eikd muita konnektiiveja

kuin —, A ja V, ja jolle pétee Ty = f.
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Todistus. Olkoon f n-paikkainen totuusfunktio. Jos f saa vain arvon 0, voidaan valita
A = (po N\ —po). Jos f saa vihintddn yhdelld syotteella arvon 1, toimitaan seuraavasti.
Madiritelldén jokaisella Z = (zo, ..., 2,_1) € {0,1}" propositiolause Agz:

Di, jOS €Ty = 1

As=(QANq@ AN . \qu1), mlssaqi:{ I

Ideana on siis, ettd propositiolause Az saa arvon 1 vain silloin, kun totuusjakauman
arvot vastaavat jonon Z arvoja. Esimerkiksi jos n =5 ja z = (0,1,1,0,1), niin

Az = (=po Ap1 Ap2 A —ps A pa)

ja v[Az] =1 jos ja vain jos v(0) =0, v(1) =1, v(2) = 1, v(3) = 0 ja v(4) = 1.

Olkoon nyt X = {z € {0,1}": f(z) = 1}. Koska f saa arvon 1 jollakin jonolla Z,
X on epityhja. Olkoon A disjunktio kaikista niistéd lauseista Az, joilla z € X.

Olkoon v totuusjakauma, jolla

'U(z'):{ r;, kuni<n

1 muulloin
Nyt selvésti Ty = f. O]
Seuraava esimerkki toivottavasti valottaa hieman lauseen 2.24] todistusta.

2.25 Esimerkki. Olkoon f 3-paikkainen totuusfunktio, jonka arvot ovat:

£(0,0,0) = 0  f(1,0,0) = 0
f(0,1,0) = 1 f(1,1,0) = 0
f(0,1,1) = 1 f(,1,1) =1
Lauseet Az toteutuvat ainoastaan yhdelld totuustaulun rivilld, esimerkiksi
Aoy = (—poA—pr A—py)
Apony = (7o A=piLAps)
Aap1)y = (poN—p1 Ap2).
Joukko X sisdltdd ne kolmikot (xg,z1,x9), joilla f(zg,71,22) = 1, eli X =

{(0,1,0),(0,1,1), (1,1,1)}, ja t&llin

A = Ao VAo VAuLy
= (—po Ap1 A=p2) V (mpo Apr Ap2) V (po Api A D).

Lause siis sanoo vapaasti tulkittuna, ettd jokainen mahdollinen asiaintila voidaan
ilmaista konnektiiveilla =, A sekd V. Hieman tdsmaéllisemmin:
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2.26 Maaritelma. Joukko K konnektiiveja on tiydellinen, mikili jokaisella n €
N, jokaista totuusfunktiota f: {0,1}" — {0,1} kohti 16ytyy jokin lause A, jossa ei
esiinny muita konnektiiveja kuin joukossa K olevia, ja muita propositiosymboleja kuin
Doy - -y Pn_1, ja jolla f ="T4.

Téaydellisen konnektiivijoukon siséltdva konnektiivijoukko on tietysti itsekin
taydellinen.

Ylldoleva lause siis sanoo, ettd konnektiivijoukko {—, A, V} on tdydellinen, erityi-
sesti, ettd joukko {—, A, V, —, <>} on téydellinen. Lauseessa konstruoitu propositiolause
A on esimerkki disjunktiivisessa normaalimuodossa olevasta lauseesta. Kappalees-
sa [A] puhutaan lisda téllaisista lauseista.

Muita tédydellisid konnektiivijoukkoja ovat esimerkiksi {—, A}, {—, V} sekd {—, —}.
Siis ylldolevan lauseen propositiolause A voidaan valita jopa niin, ettd siiné ei esiinny
esimerkiksi muita konnektiiveja kuin — ja A.

2.27 Esimerkki. Konnektiivijoukko {—, A} on tédydellinen.

Todistus. Naytetadn aluksi, ettéd jokaista propositiolausetta A kohti on olemassa ekvi-
valentti lause, jossa ei esiinny muita konnektiiveja kuin — ja A, ja jossa esiintyy samat
propositiosymbolit kuin lauseessa A. Téamé& onnistuu induktiolla lauseen A rakenteen
suhteen.

Olkoon aluksi A = p; jollakin ¢ € N. Lauseessa A ei esiinny konnektiiveja lainkaan,
joten voimme valita lauseen A.

Oletetaan, ettid viite péatee lauseelle A ja niytetdédn, ettd se pitee myos lauseelle
—A. Siis 16ytyy lause A’, jossa ei ole muita konnektiiveja kuin = ja A, ja jolla
A & A’ Nyt lauseessa —A’ ei esiinny muita konnektiiveja kuin = ja A. Koska
mielivaltaisella totuusjakaumalla v péatee

v[-A =1 <= v[A]=0
&2 y[A] =0
— v[-Al =1,

niin A’ & = A. Voidaan siis valita lause —A’.

Oletetaan, etté viite patee lauseille A ja B ja naytetéin, etté se pétee myos lauseelle
(A A B). Olkoot A’ ja B’ lauseita, joissa ei esiinny muita konnektiiveja kuin —
ja A, ja joille A & A’ ja B < B'. Télloin lauseessa (A’ A B’) ei esiinny muita
konnektiiveja kuin — ja A ja

V[(AAB)=1 < v[A]=1jav[B]=1
2 y[A]=1jav[B] =1
<~ v[(AAB)] =1,

joten (A’ A B') < (A A B). Lause (A’ A B') siis kelpaa.
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Oletetaan, etté viite patee lauseille A ja B ja naytetéin, etté se péatee myos lauseelle
(AV B). Olkoot A’ ja B’ kuten kohdassa [A] Télléin lauseessa —(—=A’ A —=B’) ei
esiinny muita konnektiiveja kuin — ja A ja

v[-(mA'AN-B) =1 v[(mA"'A=B)] =0
v[=A"] =0 tai v[-B'] =0
[A] =1 taiv[B] =1
v[A] =1 tai v[B] =1
Jd(AVB) =1,

TEITT

joten ~(=A" A —=B’) & (AV B). Lause ~(=A" A =B’) siis kelpaa.

=a Jatetéadn lukijan vastuulle.

Olkoon nyt n € N ja f jokin n-paikkainen totuusfunktio. Koska joukko
{=,A\,V,—, <>} on tiaydellinen konnektiivijoukko, 16ytyy niistd muodostettu lause A,
jolle patee f = T4. Olkoon nyt A’ lauseen A kanssa ekvivalentti propositiolause,
jossa esiintyy vain konnektiiveja — ja A, ja jossa esiintyy samat propositiosymbolit
kuin lauseessa A. Talloin Ty = Ty, joten f = Ty Siis konnektiivijoukko {—, A} on
taydellinen. [

2.8 Paattely

Téassd kappaleessa tutustumme pddttelyyn, eli todistamiseen, eli deduktioon. Mate-
maattisen logiikan ajatellaan muodostavan perusteet matematiikan tekemiselle, ja mita
olisikaan matematiikka ilman todistuksia. Todistaminen on prosessi, jossa ldhdetdan
joistakin aksioomista, ja néistd aksioomista tehdddan padtelmia tarkasti méaariteltyjen
sdantojen avulla. Todistaminen on siis hyvin syntaktista, eiké sitd pidéd sekoittaa se-
manttiseen totuuden késitteeseen. Todistamme mychemmin propositiologiikan eheys-
lauseen ja tdydellisyyslauseen, jotka kuvailevat tarkemmin todistamisen ja totuuden
suhdetta.

Erilaisia todistusjérjestelmiéd on useita. Téasséd tutustumme néisté erdéseen, jota ni-
mitetddn luonnolliseksi pddttelyksi. Tarkastellaan klassista paittelyé

Jokainen mies on kuolevainen.
Sokrates on mies.
Sokrates on kuolevainen.

Koska kvantifiointi (yllaolevan péaéttelyn sana ”jokainen”, V) kuuluu propositiologii-
kan sijasta predikaattilogiikkaan, tarkastellaan pédttelystd hieman yksinkertaistettua

versiota
Jos Sokrates on mies, Sokrates on kuolevainen.

Sokrates on mies.
Sokrates on kuolevainen.
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Merkita#n propositiosymbolilla pgy lausetta ”Sokrates on mies” ja symbolilla p; lausetta
”Sokrates on kuolevainen”. Ylldoleva péadttely nayttdd téalloin luonnollisen pédttelyn
kielelle muotoiltuna seuraavalta:

(Po = p1)  Po
P1

Padttely luetaan seuraavasti: viiva kuvaa yhtéa paattelyaskelta, ja sen oikeassa lai-
dassa oleva merkintd kertoo, mitd pédttelysdantod on kaytetty. Téssd on kéytettd
paattelysdantoa "— E7, eli implikaation eliminointia. Ylimpind olevat lauseet ovat
padttelyssd kédytetyt oletukset ja alimpana on johtopadtos. Padttelysaanté — E voi-
daan intuitiivisesti tulkita niin, ettd mikéli tiedamme, ettd véitteestd A seuraa aina
viite B, ja lisiksi vaite A pétee, myos véitteen B on padettava.

Esimerkki hieman pidemmésté padttelysta:

—E

~Po .
Po (po — —p1) (p3 A\ pa)
—F NE
D1 P2
(=p1 A p2)
Téssé paattelyssé oletuksina eli aksioomina ovat siis lauseet =—pyg, (po — —p1) seké
(ps A p2). Néisté pastelldsn johtopaatds (—py A ps).
Seuraavassa taulukossa on lista kaikista péadttelysdannoisté.

NI

konnektiivi introduktio eliminointi
[A]
negaatio : ! _
(BA-B) A "
—a !
) ) A B (AN B) (AN B)
konjunktio 7(14 A B) N " AE B AE
[A]  [B]
A B : :
disjunktio | 7o o Y T o VY : :
VE
C
[A]
implikaatio : (A= DB) A N
B B

(A— B)

[A]  [B]
ekvivalenssi : : (AeB) 4 oE (AeDB) B «E

B A o B A

(A< B)
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Kun oletus hyldtdan ja merkitddn hakasulkuihin, hakasulkujen yldindeksiin ja
kidytetyn pédttelysddnnon viereen merkitddn sama numero, jotta on helpompi lukea,
missé vaiheessa oletus on hylatty. Padttelysdantod, jossa jokin oletus hylatééan, voidaan
kayttad vaikkei kyseisté oletusta ole edes tehty. Talloin mitddn ei merkitd hakasulkui-
hin. Esimerkiksi

B

4-n) 1!

on sallittu padttely. Jos tiedimme ettéd lause B pétee aina, niin tietysti se pédtee myos
jos lause A pétee.

2.28 Esimerkki. Piitellaan (A vV B) oletuksesta (A A B). Padttelyn voi tehdd mo-
nella tavalla, esimerkiksi néin: Koska sekd A ettd B péatevit, A pétee, joten ainakin
jompikumpi lauseista A ja B pétee. Siis

(AAB)
A
(AV B)

ANE
\24

Muutamassa péaéttelysddnnosséd jokin oletus on merkitty hakasulkuihin eli hylétty.
Esimerkiksi paattelysdanto — I,

[A]

5
(A— B)

—I

toimii nédin: Mikéli on olemassa péadttely lauseelle B, jossa oletuksena on A,
tiedamme, ettd lause A implikoi lauseen B, riippumatta siitd onko lause A tosi vai
ei.

Mietitdédn seuraavaa vaittaméaa:

Jos kreikkalaiset ovat ihmisié ja ihmiset ovat kuolevaisia, (3)
niin kreikkalaiset ovat kuolevaisia.

Viite kuulostaa tautologiselta, joten pitéisi olla jokin keino todistaa (péételld) se. For-
malisoidaan véite:

po: x on kreikkalainen

p1: x on ihminen

p2: x on kuolevainen

Nyt viite [3| voidaan ajatella niin: oletuksista (pg — p1) ja (p1 — p2) pitéisi paitella
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(po — p2). Merkitéén tétd A. Sanallisesti todistus voisi menné esimerkiksi nain:

Oletetaan, ettd jokainen kreikkalainen on ihminen ja
ettd jokainen ihminen on kuolevainen.

Oletetaan, ettd x on kreikkalainen.

Ensimmaisen oletuksen nojalla x on ihminen. Koska jo-
kainen ihminen on kuolevainen toisen oletuksen nojalla,
niin x on kuolevainen.

Siis jokainen kreikkalainen on kuolevainen.

Oletus = on kreikkalainen hylatéddn siind vaiheessa, kun tehdédén paédtelmi jokainen
kreikkalainen on kuolevainen. Muotoillaan todistus luonnollisen paattelyn kielelle. Aluk-
si oletamme lauseet (pg — p1), (p1 — p2). Seuraavaksi oletamme viela lauseen py.
Lauseista pg ja (pp — p1) voimme tietysti péételld lauseen py:

(Po = p1)  po
D1

Lauseesta p; ja lauseesta (p; — p2) voimme puolestamme paitelld po:

—FE

(Po—p1) po
(pl — Pp2) P1
D2

Naemme siis, ettéd lauseesta py seuraa lause po, joten tiedimme, ettd (py — p2):

—FE

(po — p1)  [po'
(p1 — p2) P1
P2

(Po — p2)
Tehdéksemme tdmén péadtelmén, meidén ei siis tarvitse oikeasti olettaa, ettd x on
kreikkalainen, vaan péaatelma

—FE

—FE
—I,1

Oletetaan, ettd x on kreikkalainen.

Ensimmaisen oletuksen nojalla x on ihminen. Koska jo-
kainen ihminen on kuolevainen toisen oletuksen nojalla,
niin x on kuolevainen.

on tavallaan todistuksen sivujuoni, jossa niytetdédn etta kreikkalaisuudesta seuraa kuo-
levaisuus.

2.29 Esimerkki. Péétellaan (-A A =B) oletuksesta =(A V B). Siis mikéli tieddmme,
ettd lause ” A tai B” ei pdde, niin kumpikaan lauseista A ja B ei voi pétea.

NV L)
(AV B) -(AV B) (AV B) -(AV B)
(AVBYA=(AvB)) " ((AvB) A=(AvEB)
~4 - =B h
(—\A/\—\B)
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2.30 Esimerkki. Péételladan lause (A <+ B) oletuksesta (—A <+ —B).

(wA+ -B) [-B]' (A< =B) [-A]?
3 —F 3 —FE
[A] A [B] B
(An-a) " Br-B) "
ﬂ_\B o _\_|A o
-F -F
B A ~1,3
(A< B)

2.31 Esimerkki. Ristiriidasta voidaan padtelld mitd tahansa. Olkoot A ja B mitéa

tahansa lauseita. Paatellaan:
(AN-A)

-—B _
B

Tassa saantoa -1 kadytetddn surkastuneessa muodossa: oletus =B hylédtaéan, vaikkei sita
ole edes tehty.

-1
E

P#attelyitd merkitdéan yleensa kirjaimilla P, O, R, . . .. Jokaisella padttelylla on jouk-

ko oletuksia, sekd johtopaitds, jotka ovat kaikki propositiologiikan lauseita. Mikéli
paattely P kirjoitetaan muodossa tarkoitetaan, ettd A on péadttelyn P johtopéatos.

A
Kirjoittamalla 7P tarkoitetaan, ettd A joko kuuluu tai ei kuulu péattelyn P oletusten

A Y

B
joukkoon, ja paattelyn johtopaatos on B. Téssd merkinnéssé ideana on, ettéd lause A on
4]
varattu hyldttdvdksi, eli kun paittely kirjoitetaan muodossa  p on oletus A hylétty.

Maarittelemme nyt ldhestulkoon formaalisti, mité péiéttel)ffi, eli todistukset ovat.
Méaritelmé on propositiolauseiden méaaritelmén kaltainen rekursiivinen mddritelmd,
jonka suhteen voidaan tehd&d induktio aivan kuten propositiolauseiden tapauksessa.
Nain tehd&déankin esimerkiksi eheyslauseen todistuksessa.

2.32 Maaritelma. Pédttelyiden joukko mééritellddn seuraavasti:

Mikéli A on propositiologiikan lause, niin A on pééttely, jonka ainut oletus on A
ja johtopéitos A.

P
Mikali P 4 on paattely, jonka johtop&adtos on =—A, niin  ——A on pééttely, jolla

on samat oletukset kuin alkuperiiselld paattelylla, ja jonka johtopa#toksend on

| A
A. Mikéli P on padttely, jonka oletusten joukko on ¥, niin B P B
(BA-B) M2>

on padttely, jonka oletusten joukko on ¥\ {A}. Huomaa, etté lauseen A ei tarvitse
olla joukossa X. Mikéli se on, niin se hylataan tata padttelysaantod kaytettiaessa.
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P P

Miksili ( A7/i B) on pédttely, niin sekd (A A B) ettd (A A B) ovat pédttelyité,
A B
P Q

joilla on samat oletukset kuin alkuperéiselld paattelylla. Mikali A P

P Q
paattelyité, joiden oletusten joukot ovat Xp sekéd Yp, niin 4 B on péittely,

(AN B)

ja ovat

jonka oletusten joukkona on ¥p U Xp.

P P
Mikili 7;1 on paattely, niin sekd A etti A ovat pattelyiti,
(AV B) (BV A)
A
P
C

R
(AV B) ’

joilla on samat oletukset kuin alkuperéiselld padttelylla. Mikali

B
ja @ ovat péattelyjd, joiden oletusten joukkoina ovat Xg, ¥p sekd Yo, niin

C
(4] [B]
R P
(AvB) C
g
(Yo \ {B}).
e P Q
Mikali oy (A= B)
P Q
Yg,niin A (A — B) on péittely, jonka oletusten joukkona on XpUXg. Mikili
B
| 4]
P on péadttely, jonka oletusten joukkona on X2, niin P
B

oletusten joukkona on X\ {A}.

R
(A< B)
P R Q R
Yo sekd Y, niinsekd A (A< B) ettd B (A<« B) ovat paittelyité, jonka
B

g on pééttely, jonka oletusten joukkona on ¥z U (Xp \ {A})U

ovat paittelyitéd, joiden oletusten joukot ovat Xp seké

on pattely, jonka

(A— B)

Mikili 7 g sekél

ovat paattelyitd, joiden oletusten joukot ovat Yip,

A B
oletusten joukkona ovat XpUX g sekd YXoUX . Mikdli P ja Q ovat padttelyita,

B A
4] [B]

jonka oletusten joukkoina ovat >p sekd X, niin 7; i on padttely, jonka

(A + B)
oletusten joukkona on (Xp \ {A}) U (Xg \ {B}).
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2.33 Maaritelmé. Olkoon ¥ joukko propositiolauseita, ja A jokin propositiolause.
Mikéli on olemassa péattely, jonka oletukset ovat kaikki joukossa Y. ja johtop&étos on
A, sanotaan, ettéd lause A on todistuva joukosta ¥. Talloin merkitadn > F A. Mikali
0+ A, merkitdsn - A.

Esimerkiksi {=(AV B)} F (=A A =B) esimerkin nojalla.
2.34 Esimerkki. {—|A, (A <~ B)} F-B.

(A< B) [B]'
A —F —\A .
(AN-A)
T_\I71

2.35 Lause. Seuraavat ehdot ovat yhtépitdavid milla tahansa lausejoukolla 3.
1. ¥ F (AA—A) jollakin A.
2. X F B jokaisella propositiolauseella B.
Todistus. Suunta on selvd. Oletetaan siis, ettd X F (A A —A) jollakin A, siis

16ytyy padttely , jonka oletukset ovat kaikki joukossa >. Olkoon B mieli-

(AN -A)

valtainen propositiolause. Tutkitaan paattelya

R
P
(AN-A) .
ﬁEB —‘E

Taméan péaattelyn oletukset 16ytyvat kaikki selvésti joukosta X, joten X F B. O]

Mikéli ¥ toteuttaa jomman kumman (ja siten molemmat) edellisen lauseen ehdoista,
sanotaan, ettd > on ristiriitainen, muuten ristiriidaton eli konsistentti.

2.36 Lause. Olkoon ¥ lausejoukko ja A propositiologiikan lause. Télloin seuraavat
ehdot ovat yhtapitavia.

1. ¥+ A

2. ¥ U{—-A} on ristiriitainen.

Todistus. Oletetaan, ettd X = A, eli 16ytyy padttely P jonka kaikki ole-

A Y
P
tukset ovat joukossa Y. Télloin paittely A —A N osoittaa, ettd X U {-A}
(AN-A)

on ristiriitainen.
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-A
Oletetaan nyt, ettd X U{—A} on ristiriitainen, eli 16ytyy paittely P

(Po A —po)
, jonka kaikki oletukset ovat joukossa ¥ U {—A}. Talloin paattely

[-A)
P

(po A —po)
_|_|A .
A

-I,1

E

osoittaa, ettd X F A.

2.9 Propositiologiikan eheys- ja tiydellisyyslauseet

Eheys- ja taydellisyyslauseet ovat téarkeéd linkki propositiologiikan syntaksin ja semantii-
kan vililld. Akkiseltddn ne saattavat vaittdmiltain vaikuttaa triviaaleilta, mutta sitéd ne
eivat missddn nimessé ole. Niiden analogiat predikaattilogiikassa ovatkin huomattavasti
vaikeammat todistaa.

Intuitiivisesti eheyslause sanoo, ettd péaattelyjarjestelmémme on siind mielessa
"ehja”, ettd mikéli voimme paételld eli todistaa jonkin lauseen, tdmé lause todella-
kin pitdd paikkansa. Emme siis pysty todistamaan ristiriitoja ristiriidattomista oletuk-
sista. Téaydellisyyslause taas sanoo, ettd paittelysdantojemme kokoelma on siind mie-
lessé téaydellinen, ettd pystymme todistamaan kaikki todet lauseet. Asiat, jotka voidaan
todistaa, ovat siis tdsmélleen ne, jotka ovat tosia.

Olkoon ¥ joukko propositiolauseita ja A propositiolause. Mikili milld tahansa to-
tuusjakaumalla v, joka toteuttaa kaikki joukon Y lauseet, v toteuttaa myos lauseen A,
sanotaan, ettd A on joukon Y looginen seuraus, ja merkitdan > = A.

Propositiologiikan eheyslause. Jos X F A, niin 3 = A.
Eheyslause on suora seuraus seuraavasta:

2.37 Lemma. Olkoon P padttely, jonka oletusten joukko on Yp, ja johtopadtos A.
Talloin Xp = A.

Todistus. Naytetddn véite induktiolla paattelyn P rakenteen suhteen.

Jos paéttely P koostuu vain triviaalista péadtelméasta A, jonka oletuksena on A,
Yp = {A}. Jos totuusjakauma v toteuttaa kaikki joukon Yp lauseet, se toteuttaa

lauseen A.
Oletetaan, ettd viite patee paittelylle P ik eli ettd jos v[B] = 1 jokaisella
P
B € Yp, niin v[-—A] = 1. Olkoon Q paittely ——A4 5 Oletetaan, ettd v
— -
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toteuttaa kaikki péadttelyn Q oletukset. Padttelyn Q oletukset ovat samat kuin
padttelyssd P, joten v toteuttaa myos kaikki padttelyn P oletukset. Induktio-
oletuksen nojalla talloin v[-—=A] = 1. Koska v[-=A] = v[A], v[4] = 1.
A
Oletetaan sitten, etté viite patee padttelylle P . Siis mikéli v toteuttaa
(BA-B)
kaikki tamén péadttelyn oletukset, niin v toteuttaa lauseen (B A —B). Tama lause
on kuitenkin ristiriita eiké voi toteutua, joten mikdin totuusjakauma v ei voi
toteuttaa kaikkia padttelyn P oletuksia samanaikaisesti. Olkoon nyt Q padttely
4]
P

(BA-B) ja oletetaan, ettd v toteuttaa kaikki péadttelyn Q oletukset. Talloin

-A
v ei voi toteuttaa lausetta A, silld muuten se toteuttaisi kaikki paéttelyn P ole-
tukset, minké totesimme mahdottomaksi. Siis v[A] = 0, joten v[-A] = 1.

P

P Olkoon Q piiittely (AA B) ja

(AN B) T
toteuttakoon v kaikki padttelyn Q oletukset. Koska paattelyilld P ja Q on samat
oletukset, induktio-oletuksen nojalla v[(A A B)] = 1, joten v[A] = 1. Samoin

Oletetaan, ettéd viite pétee padttelylle

P
paattelylle (AAB) .
B
Oletetaan sitten, ettd viite péitee pédttelyille Z ja g . Olkoon R paittely
P Q
A B ja toteuttakoon v kaikki sen oletukset. Nyt v tietysti toteuttaa kaikki
(AN B)

pédttelyiden P ja Q oletukset, joten indukio-oletuksen nojalla v[A] = 1 ja v[B] =
1, ja niin v[(AA B)] = 1.

P
Oletetaan, etté viite pétee paattelylle Z . Olkoon Q péaittely A ja toteut-
(AV B)

takoon v kaikki péadttelyn Q oletukset. Padttelyissd P ja © on samat oletukset,
joten induktio-oletuksen nojalla v[A] = 1. Télléin myo6s v[(A V B)] = 1. Samoin
P

paattelylle A

(BVA)
R A B
Oletetaan sitten, etté AV EB) P ja Q ovat padttelyjé, joille viite patee. Ol-
(AVB) " ¢
(4] [B]
koon § padttely (A 7\33) 703 g ja olkoon v totuusjakauma, jolla paattelyn
C



S oletukset toteutuvat. Télloin erityisesti péadttelyn R oletukset toteutuvat, ja
paattelyiden P ja Q oletukset toteutuvat, mahdollisesti lauseita A ja B lukuunot-
tamatta. Koska péadttelyn R oletukset toteutuvat, niin induktio-oletuksen nojalla
v[(AVB)] = 1. Siis joko v[A] = 1 tai v[B] = 1. Jos v[A] = 1, niin pééttelyn P kaik-
ki oletukset ovat voimassa, joten induktio-oletuksen nojalla v[C] = 1. Mikéli taas
v[B] = 1, niin paattelyn Q kaikki oletukset toteutuvat, joten induktio-oletuksen
nojalla v[C] = 1. Kummassakin tapauksessa v toteuttaa lauseen C'.

[—], Jéatetdan lukijan tarkistettaviksi.
O

FEheyslauseen todistus. Oletetaan, ettd ¥ F A. Loytyy siis jokin péadttely P, jonka ole-
tusten joukko Yp sisiltyy joukkoon X, ja jonka johtopadtos on A. Olkoon v totuusja-
kauma, jolla kaikki joukon X lauseet ovat tosia. Télloin v toteuttaa erityisesti kaikki
joukon ¥p lauseet. Lauseen nojalla v[A] = 1. O

Eheyslauseen nojalla emme siis voi péaatelld asioita, jotka eiviat pidda paikkaansa.
Meilld on nyt siis keino nayttas, ettd jotakin lausetta e:i voida padtella.

2.38 Esimerkki. {(po \/pl), (po — (pl \/pz)), (pl — pg)} ¥ P1

Todistus. Merkitédan ¥ = {(po V p1), (po = (p1 V p2)), (p1 — p2)}. Olkoon v totuusja-
kauma, jolla v(0) = v(2) = 1 jav(1) = 0. Télloin v toteuttaa jokaisen lauseista (poVp1),
(po = (p1 V p2)), ja (p1 — p2), mutta v[p;] = 0. Siis X % p;. Jos pétisi X - py, niin
eheyslauseen nojalla > = p;, miké olisi ristiriita. Téten X ¥ p;. O]

Siirrymme seuraavaksi tdydellisyyslauseen todistukseen, joka on eheyslauset-
ta hankalampi. Sanomme, ettd joukko X propositiolauseita on tdydellinen (sa-
nalla téydellinen ei téssd juuri ole yhteyttd téydellisyyteen siind mielessd, mité
téaydellisyyslauseessa tarkoitetaan), mikéli jokaisella propositiolauseella A, joko A € X
tai A € Y. Téydellinen joukko intuitiivisesti siséltdd ”ainakin puolet” kaikista pro-
positiolauseista. Jos 2 on tdydellinen ja ristiriidaton, joukkoon X ei voida en&a liséata
yhtéén uutta lausetta tekemétta siitd ristiriitaista, eli XU{A} on ristiriitainen jokaisella

Ady.

2.39 Lemma. Olkoon ¥ ristiriidaton joukko propositiolauseita ja olkoon A proposi-
tiolause. Télloin joko ¥ U {A} tai ¥ U {—A} on ristiriidaton.

Todistus. Oletetaan, ettd kumpikaan ei ole. Siis 16ytyy péadttelyt ( /ZD ) jonka
Po /A 7Po
oletukset kuuluvat joukkoon Y U{ A}, ja ( /\Q ) jonka oletukset kuuluvat joukkoon
Po /A 7Po

YU{—A}. Jai lukijan taakaksi varmistaa, ettd 16ytyy paéttely R, jonka oletusten joukko
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on ) ja johtopditds (A V —A). Tutkitaan pédittelyi

[A]! -4
R P Q
(AV-A)  (poA=po)  (po A —po) VEL
(Po A —po) ’

Téamén oletukset sisdltyvéat kaikki joukkoon 3, joten ¥ F (pg A —pg). 2 on siis ristirii-
tainen. ]

2.40 Lemma (Lindenbaumin lemma). Olkoon ¥ ristiriidaton joukko propositio-
lauseita. TAlloin on olemassa tédydellinen, ristiriidaton >’ O 3.

Todistus. Kappaleessa konstruoimme propositiolauseiden joukon P numeroituvana

yhdisteend numeroituvista joukoista Fy, Py, Ps, ..., joten kaikkia propositiolauseita on
numeroituvasti dareton méara. Olkoon Ag, Aq, As, ... lista, joka luettelee kaikki propo-
sitiolauseet.

Maaritelldén rekursiivisesti kasvava jono lausejoukkoja. Olkoon ¥y = ¥, ja jokaisella
n € N olkoon

> Y, U{A,}, jos X, U{A,} on ristiriidaton
T 8, U{-A4,}, muuten

Néin saadut lausejoukot I, ovat edellisen lemman nojalla kaikki ristiriidattomia. Ol-
koon nyt ¥’ = (J, oy 2n. My0s X' on ristiriidaton: jos se ei olisi, 16ytyisi padttely P,
jonka oletukset olisivat kaikki joukossa Y, ja jonka johtopéddtoksend olisi (pg A —pp).
Koska todistuksissa on aina vain dérellisen monta oletusta, kaikki paéttelyn P oletuk-
set 16ytyivit jo jostain joukosta X, jolloin pétisi X, F (pg A =pg). Joukko X' D X on
siis ristiriidaton. Liséksi se on selvisti taydellinen. O]

Propositiologiikan tiydellisyyslause. Jos ¥ = A, niin X F A.

Todistus. Oletetaan, ettd ¥ ¥ A. Té&lloin lauseen nojalla X U{—A} on ristiriidaton,

joten lemman nojalla 16ytyy téydellinen, ristiriidaton ¥’ D X U {—A}.
Maéritelladn nyt totuusjakauma v, niin ettd v(n) = 1 jos p,, € ¥, muulloin v(n) = 0.

Néytetédin induktiolla lauseen B rakenteen suhteen, ettd v[B] = 1 jos ja vain jos B € 3.

Selva.
Oletetaan, ettéd véite pétee lauseelle B. Téll6in

v[-B]=1 <= w[B]=0
£ Bé¢Y.
Jos B ¢ ¥, niin tédydellisyyden nojalla =B € 3. Jos taas B € ¥/, niin ristiriidat-

tomuuden nojalla =B ¢ ¥'. Kummassakin tapauksessa B ¢ ¥/ <= —B € ¥/,
joten v[-B] =1 <= —-Be¥.
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Oletetaan, ettd viite pétee lauseille B ja C. Jos v[(B A C)] = 1, niin sekd v[B] = 1,
ettd v[C] = 1. Induktio-oletuksen nojalla B € ¥ ja C' € 3. Jos pétisi (BAC) ¢
¥, niin taydellisyyden nojalla =(B A C') € ¥'. Lauseista B, C' ja =(B A C) on
kuitenkin helppo péitelli ristiriita, joten (B A C) € X'.

Oletetaan sitten, ettd (B A C) € ¥'. Ristiriidattomuuden nojalla =B ¢ 3’ ja

-C ¢ ' joten tdydellisyyden nojalla B € ¥’ ja C' € ¥'. Induktio-oletuksen
nojalla v[B] =1 ja v[C] =1, joten v[(B A C)] = 1.

Oletetaan, ettd viite pétee lauseille B ja C. Jos v[(BV C')] = 1, niin joko v[B] = 1,
tai v[C] = 1. Jos v[B] = 1, niin induktio-oletuksen nojalla B € . Ristiriidatto-
muuden nojalla =(BVC') ¢ ¥, joten tdydellisyyden nojalla (BV (') € 3. Samoin,
jos v[C] = 1.

Oletetaan nyt, ettd (B V (') € ¥'. Téalloin ainakin jompikumpi lauseista B ja C
on kuuluttava joukkoon Y| silld muutoin naiden negaatiot kuuluisivat joukkoon
¥’ ja lauseista =B, =C ja (B V C) voitaisiin todistaa ristiriita. Mikéli B € ¥/,
induktio-oletuksen nojalla v[B] = 1, joten v[(B Vv C')] = 1. Samoin, jos v[C] = 1.

[—], Jétetadn lukijalle.

Siis jakauma v toteuttaa kaikki joukon >’ lauseet, erityisesti kaikki joukon X
lauseet, sekd lauseen —A. Siis A ei ole lauseen X looginen seuraus, eli ¥ %A A.

Yhdistamaélla eheys- ja taydellisyyslauseet saadaan:

2.41 Korollaari. Y F A <— Y= A
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3 Predikaattilogiikka

Siirrymme seuraavaksi propositiologiikasta predikaattilogiikkaan. Propositiologiikka on
erittdin rajoittunut jéarjestelmé, jossa ei pysty ilmaisemaan monia hyvin yksinkertaisia-
kaan viittamid. Taméa johtuu siité, ettd propositiologiikan kielessé ei ole sanoja, joilla
kuvata olioita. Predikaattilogiikassa otamme kayttoon muuttujat, joilla tdmé& onnistuu.

Propositiolauseiden semantiikka tarkoittaa kaytdnnossd totuutta eri totuusjakau-
milla. Totuusjakauma on kuitenkin hyvin rajoittunut mallinnus totuudelle tai ”mah-
dollisille tilanteille”, ja predikaattilogiikalla onkin propositiologiikkaa hyvin paljon
rikkaampi semantiikka, mallit eli struktuurit. Totuus predikaattilogiikassa tarkoittaa
totuutta jossakin mallissa. Malleja ovat esimerkiksi luonnolliset luvut, reaaliluvut,
kompleksiluvut, erilaiset verkot ja jéarjestykset, algebralliset struktuurit, kuten monoi-
dit, ryhmét, renkaat ja kunnat, relaatiotietokannat, erilaiset tietorakenteet seké esimer-
kiksi kaikkien Facebookissa olevien ihmisten joukko kaveruussuhteineen. Mallin késite
on siis hyvin yleinen ja abstrakti.

Tama kappale ei ole vield valmis.

3.1 Relaatiot

Olkoon X jokin joukko. Joukon X n-kertainen karteesinen tulo, jota merkitdan X"
tai X X X x...x X (n kertaa), tarkoittaa kaikkien joukon X alkioiden n-pituisten jonojen
joukkoa. Siis esimerkiksi R? tarkoittaa reaalilukuparien eli tason pisteiden joukkoa, ja
R? tarkoittaa reaalilukukolmikoiden joukkoa.

Joukon X kaksipaikkainen relaatio R on miké tahansa joukko joukon X alkioista
muodostettuja pareja (z,y), joiden molemmat alkiot ovat joukossa X, siis R C X2. Jos
(z,y) € R, sanotaan, etti x on y:n kanssa relaatiossa R. Olkoon esimerkiksi X
kaikkien koskaan eldneiden ihmisten joukko ja olkoon

R={(z,y) € X*: x tietdd, kuka y on} .

Téalloin esimerkiksi Einstein ja Godel ovat relaatiossa R, ja Godel ja Einstein ovat
relaatiossa R,

(Einstein, Godel) € R ja (Godel, Einstein) € R,
silld Einstein ja Godel olivat hyvia ystiavid. Myos
(Kaarlo Reipas, Godel) € R, mutta (Godel, Kaarlo Reipas) ¢ R,
silla Godel kuoli noin kymmenen vuotta ennen syntymaééni, ja siten tuskin tiesi minusta
mitadn. Parien jarjestykselld on siis vélid, x ei valttdmétta ole relaatiossa y:n kanssa,

vaikka y olisi z:n kanssa. Todennikdéisesti myos (z, ) € R suurimmalla osalla ihmisista
x, eli lahes kaikki ainakin jossain méérin tietavét, keité itse ovat.
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Relaatiota voi havainnollistaa relaatiokaaviolla. Relaation R relaatiokaavio on ku-
va, jossa merkitty jokaista joukon X alkiota pisteelld, ja piirretty nuoli pisteestd x pis-
teeseen y, mikéli (z,y) € R. Téassd esimerkkind osa edellamainitun relaation relaatio-
kaaviosta.

()

Kaarlo
F\ Godel

>
Einstein

O

Se, ettd Godel ei tuntenut Kaarloa, nikyy relaatiokaaviossa siten, ettd Godelisté ei
kulje nuolta Kaarloon.

3.1 Esimerkki. Olkoon X = R reaalilukujen joukko ja olkoon R C X x X

R ={(z,y) € X x X: luku x on pienempi tai yhtdsuuri kuin luku y} .

Talloin esimerkiksi (3,7) € R ja (—99,5) € R, mutta (7,6) ¢ R ja (4,4) € R. Tétd
relaatiota sanotaan reaalilukujen jarjestykseksi, ja merkitddn useimmiten symbolin
R sijasta symbolilla <. Merkintd (z,y) € < lyhennetéén talloin z <y.

Relaatioita on erilaisia. Joukon X kaksipaikkaista relaatiota R sanotaan

refleksiiviseksi, jos (z,2) € R jokaisella x € X
irrefleksiiviseksi, jos (z,z) ¢ R jokaisella x € X
symmetriseksi, jos (z,y) € R aina kun (y,z) € R
antisymmetriseksi, jos (y,z) ¢ R aina kun (z,y) € Rjax #y
transitiiviseksi, jos (z,z) € R aina kun (z,y) € Rja (y,2) € R

vertailulliseksi, jos (z,y) € R tai (y,x) € R aina kun z,y € X, = # v.

Jarjestykset

3.2 Maaritelméa. Relaatio on osittaisjéarjestys, mikéli se on refleksiivinen, antisym-
metrinen ja transitiivinen. Relaatio on lineaarijarjestys, mikéli se on néiden liséksi
vield vertailullinen.



Joskus jarjestysten madritelméssa refleksiivisyys korvataan irrefleksiivisyydella.
Tamén ei kuitenkaan pitéisi tuottaa sekaannusta, sillid refleksiiviset ja irrefleksiiviset
jéarjestykset vastaavat yksikésitteisesti toisiaan, refleksiivinen jérjestys on helppo aina
muuttaa irrefleksiiviseksi jarjestykseksi ja péin vastoin. Esimerkiksi jéarjestys < on ir-
refleksiivinen reaalilukujen joukossa, ja jéarjestys < on vastaava refleksiivinen jérjestys.

Lineaarijarjestyksia ovat esimerkiksi reaalilukujen tavallinen jarjestys < tai sanakir-
jajéarjestys kaikkien suomenkielisten sanojen joukossa. Osittaisjarjestyksiad ovat esimer-
kiksi luonnollisten lukujen jakorelaatio | (m|n mikéli n = km jollakin kokonaisluvulla
k) ja joukkojen sisiltyvyysrelaatio C.

3.3 Esimerkki. Reaalilukujen relaatio < on lineaarijérjestys.

Todistus. Osoitetaan lineaarijérjestykseltd vaadittavat ominaisuudet todeksi.

Selvisti » < r milla tahansa reaaliluvulla r € R, joten < on refleksiivinen.

Olkoot r ja s reaalilukuja. Mikéli » < s ja s < r, niin r = s, joten antisymmetrisyys
on voimassa.

Olkoot r,s,t € R reaalilukuja, joilla r < s ja s < t. Télloin tietysti r < ¢, joten
transitiivisuus on voimassa.

Olkoot r,s € R, r # s. Talloin tietysti jompikumpi luvuista r ja s on suurempi,
joten joko r < s tai s < r. Siis my0s vertailullisuus on voimassa. O]

3.4 Esimerkki. Edelld mainittu tuntemisrelaatio R kaikkien koskaan eldneiden ihmis-
ten joukossa ei ole lineaarijérjestys, eikéd edes osittaisjarjestys. Se ei nimittdin toteuta
esimerkiksi transitiivisuutta: vaikka x tuntee y:n ja y tuntee z:n, ei x valttamatta tun-
ne z:aa. Myoskédan antisymmetrisyys ei pade: esimerkiksi Einstein ja Godel molemmat
tunsivat toisensa.

3.5 Esimerkki. Olkoon X = {a,b,c,d} ja R C X? seuraavan relaatiokaavion
madraama relaatio.

() ()

a e eh

Ce e d

U U

Tarkkailtuaan kaaviota hetken huomaa, ettd relaatio R on lineaarijirjestys. Sen
voidaankin ajatella asettavan alkiot jérjestykseen niin, ettd mikéli pisteestd x menee
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nuoli pisteeseen y, niin z on ”pienempi tai yhtasuuri” kuin y, tai tulee jarjestyksessa
ennen pistettd y. Relaation R maardamaé jirjestys on siis

b7 d7 a, ¢,

silla (b,d) € R, (d,a) € R ja (a,c) € R.

Useampipaikkaiset relaatiot

Relaation kaksipaikkaisuus viittaa siihen, ettd kaksi alkiota ovat aina relaatiossa kes-
kend#n. Téll6in relaatio on siis joukko pareja. Témé onkin useimmin kéytetty relaatio-
tyyppi, mutta myos yksi- tai useampipaikkaiset relaatiot ovat joskus tarpeellisia.

3.6 Maaritelma. Olkoon X joukko, ja n > 0 luonnollinen luku. Joukkoa R C X",
jonka alkiot ovat siis n-jonoja joukosta X, sanotaan joukon X n-paikkaiseksi relaa-
tioksi.

3.7 Esimerkki. Olkoon A C R? niiden reaalilukukolmikoiden (z,y, z) joukko, joilla
r +y+ 2z = 0. Esimerkiksi (0,0,0), (7,7 — 1,1 —27) ja (8, —3,—5) kuuluvat relaa-
tioon A, joukko-opillisella notaatiolla ilmaistuna (0,0,0) € A, (7,7 — 1,1 —27) € A ja
(8,-3,-5) € A.

Esimerkkejé kolmikoista, jotka eivét kuulu relaatioon A ovat esimerkiksi (1,1,1),
(0,4,—5) ja (6,1,6).

Yksipaikkaiset joukon X relaatiot, eli yhden alkion mittaiset jonot, voidaan yksin-
kertaisesti ajatella joukon X osajoukkoina. Tésté syysta niitd on kédteva havainnollistaa
Vennin kaavioilla.

Esimerkkejé yksipaikkaisista relaatioista ovat esimerkiksi relaatio ”olla positiivinen
reaaliluku” reaalilukujen joukossa, "olla pitkdtukkainen” kaikkien Logiikka I -kurssin
osallistujien joukossa, ja "olla sateinen” kaikkien vuoden 2012 péivien joukossa.

3.8 Esimerkki. Olkoon X = {tammikuu, helmikuu, maaliskuu, ..., joulukuu}. Jouk-
koon X voidaan maéaaritella esimerkiksi seuraavanlaisia relaatioita:

o Kuukausien jarjestys <. x < gy, mikéli kuukausi x tulee samana vuonna ennen
kuukautta y, tai x = y. Tamé& on kaksipaikkainen relaatio.

e Yksipaikkainen relaatio 7' = {tammikuu, helmikuu, marraskuu, joulukuu}, eli x €
T, mikali z on talvikuukausi.

e Kaksipaikkainen relaatio

Y = {(z,y) : x ja y ovat kuukausia, joissa on yhtd monta péaivéa} .
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3.2 Aakkostot ja mallit

Méarittelemme seuraavaksi, mikd on malli. Intuitiivisesti se on joukko, jossa on jon-
kinlaista rakennetta, relaatioita, funktioita sekd kenties erityisasemassa olevia va-
kioita. Jatdmme yksinkertaisuuden vuoksi funktiot pois, mutta kaikki lauseemme ja
médritelmémme on helppo tdydentdd toimimaan myos funktiosymboleilla. Mallimme
siséltéavét siis ainoastaan relaatioita ja vakioita.

Tavoitteenamme on myhemmin luoda predikaattilogiikan kieli, jossa voimme muo-
toilla mallejamme koskevia viitteitd, seké tutkia niiden totuutta. Téasta syysta tarvit-
semme nimid malliemme relaatioille. Sanomme aakkostoksi mitd tahansa joukkoa L,
joka koostuu relaatiosymboleista ja vakiosymboleista. Relaatio- ja vakiosymbolit voi olla
mitéd tahansa merkkejé, joilla haluamme merkata joitakin relaatioita ja vakioita. Jokai-
seen relaatiosymboliin R liittyy paikkaluku #R, joka kertoo kuinka monipaikkaisen
relaation nimi kyseinen symboli on.

Aakkosto voi koostua esimerkiksi vain yhdestd relaatiosymbolista. Jos haluamme
tutkia jarjestyksié, niin sopiva aakkosto tdhén olisi esimerkiksi pelkéstdan kaksipaik-
kaisesta symbolista < koostuva aakkosto {<}. Aakkosto voi kuitenkin olla monimut-
kaisempi, ja sisdltdd esimerkiksi ddrettoméan médrédn symboleja.

3.9 Maaritelmi. Olkoon L aakkosto, ja M epétyhja joukko. Olkoon jokaista relaa-
tiosymbolia R € L, #R = n, kohti RM jokin joukon M n-paikkainen relaatio ja olkoon
jokaista vakiosymbolia ¢ € L kohti ¢™ jokin joukon M alkio.

Joukosta M, relaatioista R ja vakioista ¢ koostuvaa kokonaisuutta sanotaan L-
malliksi. Relaatiota R sanotaan relaatiosymbolin R tulkinnaksi mallissa M ja
alkiota ¢™ sanotaan vakiosymbolin ¢ tulkinnaksi mallissa M.

Kaytdmme samaa merkintdd M sekéd mallin alkioiden joukosta, jota sanomme mal-
lin universumiksi, ettd mallista kokonaisuutena. Mallin tarkalla joukko-opillisella esi-
tyksell ei juuri ole vilid, joten emme spesifioi sité.

Malli siis antaa aakkoston L symboleille merkityksen, eli semantiikan. Malli on pre-
dikaattilogiikalle, mité totuusjakauma on propositiologiikalle. Se antaa formaalille kie-
lellemme merkityksen ja kontekstin, jossa lauseet voivat olla tosia tai epétosia. Mer-
kinnélla

M= (MR R ...at et )

tarkoitetaan aakkoston {Rl, Ry, ....cM et .. } mallia M, jossa symbolit R; on tul-
kittu relaatioiksi R ja symbolit ¢; vakioiksi cM.

Olkoon L = {<} aakkosto ja M malli, jossa symbolin < nimedmi relaatio <™ on
lineaarijarjestys. Téllaisia malleja M sanotaan jarjestetyiksi joukoiksi. Esimerkkejé

jéarjestetyisté joukoista:
e Luonnollisten lukujen jérjestetty joukko (N, gN).
e Kokonaislukujen jérjestetty joukko (Z, SZ).

e Rationaalilukujen jarjestetty joukko (@, SQ).

43



e Reaalilukujen jarjestetty joukko (R, §R).
e Joukko N = {0,1,2,...,1000} jarjestettyné takaperin, eli

1000 <V 999 <V 998 <N . <N .

e Kaikkien koskaan elineiden ihmisten joukko I jdrjestettyni niin, ettd x <’ y jos
henkilé x on syntynyt ennen henkilod y (olettaen, etteivit ketkéin kaksi henkiloa
ole syntyneet tdsmilleen samanaikaisesti).

On erittéin tdrkedd huomata ero relaatiosymbolin R ja relaatiosymbolin tulkinnan
RM vililla. Ero on verrattavissa esimerkiksi "koira”m ja koiran eroon. ”Koira” on stio-
menkielinen viidestd merkistéd koostuva sana, jota voidaan kéyttéia tekstissé ja puheessa
lauseiden muodostamiseen. Koira taas on neljasta jalasta, padsta ja hdnnésta koostuva
yleensé karvainen eldin, eiké sité saa helposti sijoitettua suomenkielisen lauseen osaksi.
Sanalla ”"koira” voidaan viitata mihin tahansa kyseessé olevan eldinlajin edustajaan.
Lause "koira on musta” voi olla totta tai epétotta riippuen siitd, mihin konkreettiseen
koiraan sanalla "koira” viitataan.

Samoin symboli R soveltuu predikaattilogiikan kaavojen osaksi, kun taas relaatio
RM on konkreettinen relaatio jossakin joukossa. Esimerkiksi symbolilla < voidaan
viitata mihin tahansa ylldolevan esimerkin jarjestykseen. Tulemme kaavojen totuut-
ta médritellessimme huomaamaan, ettd kuten koirien tapauksessa, predikaattilogiikan
kaava voi olla jossakin mallissa tosi ja jossakin mallissa epétosi, riippuen relaatiosta,
johon symboli < viittaa.

Verkot

Olkoon L = {E}, missid F on kaksipaikkainen relaatiosymboli. Malleja (g , Eg), joissa
symbolin E tulkinta £Y on irrefleksiivinen ja symmetrinen relaatio, sanotaan verkoiksi.
Relaatiota EY9 sanotaan sirmé- eli viivarelaatioksi. Verkon alkioita sanotaan sen
pisteiksi. Mikili (p,q) € EY sanotaan, ettii pisteesti p menee viiva pisteeseen q.
Koska sérmérelaatio on symmetrinen, voidaan myos sanoa, ettéd pisteiden p ja ¢ vililla
on viiva, tai etti pisteet ovat naapureita. Pisteen p € G aste deg(p) on sen naapureiden
lukumééra, eli

deg(p) = [{q € G: (p,q) € E7}].
3.10 Esimerkki. Olkoon G = {1,2,3,4} ja
E9=1{(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2),(2,4), (4,2)} .
Verkko (g, Eg) nayttid seuraavalta:
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3.3 Kaavat ja lauseet

Maérittelemme seuraavaksi ensimmaéisen kertaluvun predikaattilogiikan kielen. Tama
on formaali kieli, jolla pystymme ilmaisemaan malleihin liittyvid asioita. Kuten pro-
positiologiikan tapauksessa, on erittédin téarkedd pitda erillddn syntaksi ja semantiikka,
kaavat seké niiden merkitykset. Kaavat ovat merkkijonoja, matemaattisia olioita, joiden
ominaisuuksia tutkimme. Kaava pitdé paikkaansa, jos asiaintila, johon kaava viittaa,
péatee.

Oikeastaan ei ole vain yhté predikaattilogiikan kielté, vaan jokaista aakkostoa L koh-
ti on oma kielensé, jolla voidaan puhua sen aakkoston malleista. Kielemme muodostuu
aakkoston L symbolien liséksi seuraavista symboleista:

Xo,T1,Ta, ... | muuttujasymbolit
=, A\, V, —, <> | konnektiivit
(,) sulut
= yhtésuuruus
, pilkku
vV, d universaali- ja eksistenssikvanttori

Aakkoston L vakiosymboleja sekd muuttujasymboleja yhdessé sanotaan termeiksi.

3.11 Maaritelma. Olkoon L aakkosto. L-atomikaavoiksi sanotaan seuraavia merk-
kijonoja:

1. Jos t ja u ovat termejé, niin ¢t = v on L-atomikaava.

2. Jos R € L on n-paikkainen relaatiosymboli, ja ¢i,...,t, ovat termejé, niin
R(ty,...,t,) on L-atomikaava.

Intuitiivisesti muotoa x; = x; oleva kaava tarkoittaa viitettd "muuttujat z; ja z;
saavat saman arvon”, mutta formaalisti se on tietysti vain erds merkkijono muiden

merkkijonojen joukossa. muotoa R(x;,,...,xz;, ) oleva kaava taas kuvaa véitettd ”jono

(ai,...,a,) kuuluu symbolin R nimedméén relaatioon, kun muuttujat z;; saavat arvot
7

;.

3.12 Mairitelmi. Olkoon L aakkosto. L-kaavat saadaan rekursiivisesti atomikaa-
voista:
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1. L-atomikaavat ovat L-kaavoja.

2. Mikéli ¢ ja ¢ ovat L-kaavoja, niin =g, (¢ A1), (¢ V1), (¢ — ¥) seki (¢ <> 1)
ovat L-kaavoja.

3. Mikéli ¢ on L-kaava ja z; on muuttujasymboli, niin Vz;(¢) ja Jz;(p) ovat L-
kaavoja.

Kuten propositiologiikassa, kaavojen alikaavoja ovat kaikki kaavan osat, jotka it-
sekin ovat kaavoja.

3.13 Esimerkki. Olkoon L = {A, B, <}, missd A ja B ovat yksipaikkaisia relaatio-
symboleja ja < on kaksipaikkainen relaatiosymboli. Téll6in L-kaavoja ovat esimerkiksi

(xg = x5 V A(x3)) Vao(xg = xg)

Vo (321 (<(z0, 71))) (Fzo(A(20)) > Va1 (B(z1)))
Vay (Vo ((Vog(-as = 23) V Jrg(ze = 26))))  (Fro((Alzo) <> A(70))) A w2 = )

Otamme heti kdyttoon muutamia lyhennysmerkintéja. Kaikkia sulkuja ei tarvitse
merkitd ndkyviin, jos on selvdé, misséd sulkujen tulisi olla, ja merkkaamme muuttujia
myo6s muilla symboleilla kuin xg, x4, . . ., esimerkiksi symboleilla xz,y, 2, u, v, . . .. Lisdksi
kaytamme lyhennysté ¢t # u kaavasta =t = u. Kuten sulkujen kéytossi, tdmé on vain ly-
henne, ja virallisesti kaavamme siséltavat vain muuttujia x;. Liséksi jarjestysrelaatioiden
tapauksessa merkintd " <(x,y)” lyhennetdén "z < y”. Kaytdmme esimerkiksi seuraa-
vanlaisia lyhenteita:

va(A(l’o) vV Elfﬂl(l'o S .1'1))
A(u) V B(u)
VyVz(y < zVz <y)

Sidotut ja vapaat muuttujat

Muuttuja voi esiintyé kaavoissa kahdenlaisissa rooleissa. Yksittaistd muuttujan x; esiin-
tyméaé kaavassa sanotaan sidotuksi eli kvantifioiduksi, jos se on osana jotakin muo-
toa Vz;p tai dz;p olevaa alikaavaa. Muuten esiintymé on vapaa. Esimerkiksi kaavassa
R(xo,z0) A JxgR(z0, 1) muuttujan zo kaksi ensimméisté esiintyméd ovat vapaita ja
kolmas sidottu. Muuttujan x; ainut esiintymé on vapaa. Kaavaa, jossa ei ole yhtdan
vapaata muuttujaa, sanotaan lauseeksi.

Téllaisen jaottelun hyodyllisyyttd voidaan havainnollistaa seuraavalla esimerkillé:
Olkoot A, B ja C' seuraavat suomenkieliset véittaméit:

A = "Kokonaisluku x on parillinen.”
B = " Jokaisella kokonaisluvulla x péatee: x on parillinen.”

C = " Jollakin kokonaisluvulla = pétee: x on parillinen.”
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Viite A eroaa ilmeiselld tavalla viitteistd B ja C. Seké viitteella B ettd viitteella
C on totuusarvo, jonka tieddmme: Esimerkiksi luku —3 on kokonaisluku, joka ei ole
parillinen, joten viite B ei pade, ja 4 on esimerkki kokonaisluvusta, joka on parillinen,
joten viite C' patee. Viitteen A totuusarvoa ei sen sijaan voida tietdd, ellei tiedeté
mihin lauseessa esiintyvélla symbolilla z viitataan.

Lauseissa B ja C sanat ”jokainen” ja ”jokin” kvantifioivat muuttujan x. Ndiden
lauseiden totuudenmukaisuus ei riipu muuttujan x arvosta, vaan lauseiden totuusarvo
padtetadn kokeilemalla alilauseen ”x on parillinen” totuutta eri muuttujan x arvoilla.
B toteutuu, jos jokainen téllainen kokeilu tekee lauseen alilauseen todeksi milld tahansa
muuttujan x valinnalla, ja C' toteutuu, jos on olemassa jokin tapa valita muuttujan x
arvo niin, etta alilause toteutuu.

Lauseen A totuusarvo jéé siis potentiaalisesti riippumaan vapaan muuttujan x ar-
vosta. Mikéli lauseessa ei esiinny vapaita muuttujia, voidaan sen totuusarvo padtella
ilman tietoa siind ”esiintyvien muuttujien arvoista”.

Yksittdinen muuttuja voi esiintyd kaavassa useampaan kertaan, ja sen esiintymista
osa voi olla sidottuja ja osa vapaita. Ndin on esimerkiksi kaavassa

o =Ty(-y=a) \VaeVyVz(x =yVy=2Vz=ux).

Kaava ¢ viittad, ettd mallissamme on olemassa jokin alkio, joka ei ole sama kuin =z,
ja tdmén lisdksi mallissa ei ole mahdollista valita kolmea alkiota, jotka olisivat kaikki
eri alkioita. Muuttuja « esiintyy seké vapaana (vasemmassa konjunktissa) etté sidottu-
na (oikeassa konjunktissa). Téllainen muuttujien kdytto on toki sallittua, mutta se voi
tehdé kaavojen lukemisesta hankalaa. Onkin suositeltavaa kaavoja laatiessaan varmis-
taa, ettei sama muuttuja esiinny seké sidottuna ettd vapaana.

Olkoon nyt L jokin aakkosto, ¢ L-kaava, r; muuttuja ja t aakkoston L termi. Mer-
kinnélla ¢(t/z;) tarkoitetaan kaavaa, joka on muuten kuin ¢, mutta kaikkien muuttujan
x; vapaiden esiintymien tilalle on sijoitettu termi ¢[1] Siis esimerkiksi jos

o =Vag(xg = x1) V Iz (—2) = 27),

niin
o(c/xy) =Varo(xg = ¢) V Iz (—z1 = 279).

Intuitiivisesti kaava o(t/x;) sanoo termisti ¢ sen, mité ¢ sanoo muuttujasta x;. Liséksi
sanomme, ettd termi ¢t on vapaa muuttujalle z; kaavassa ¢, jos termin ¢ ei sisdlla
muuttujaa, joka tulisi sijoituksessa ¢(t/x;) sidotuksi.

Kéaytamme vastaavaa merkintéé ¢(¢'/x;) tarkoittamaan termié, joka saadaan, kun
termissd ¢ muuttujan x; paikalle sijoitetaan termi t'. Siis jos t = z;, t(t'/x;) = t' ja
muulloin ¢(¢'/z;) = t.

!T4mi notaatio poikkeaa hieman kirjan [JohLog] notaatiosta
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Propositiolauseiden ja predikaattilogiikan kaavojen yhteys

Vaikka predikaattilogiikan kaavat ovat propositiologiikan kaavoja monimutkaisempia,
on niiden maéaéritelmissd kuitenkin samanlaisia piirteitd. Molempien rakennukseen voi-
daan kayttad konnektiiveja yhdistamééan yksinkertaisempia lauseita. Propositiologiik-
kaan tutustuessamme olemme torménneet monenlaisiin propositiolauseisiin, ja namaéa
tuttavuudet auttavat meité jatkossakin:

3.14 Lause. Olkoon A propositiolause, jossa ei esiinny muita propositiosymboleja kuin
Do, - - -, Pn- Olkoon L aakkosto ja olkoot ¢y, ..., p, L-kaavoja. Talloin merkkijono A’
joka saadaan propositiolauseesta A korvaamalla symbolin p; jokainen esiintymaé kaavalla
@i, kun ¢ € {0,...,n}, on L-kaava.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla propositiolauseen A rakenteen suhteen.

Oletetaan, ettd A = p; jollakin i € N. Talloin A" = ¢;, joka oletuksen nojalla on
L-kaava.

Oletetaan, etti viite pétee propositiolauseelle A, eli A" on L-kaava. L-kaavojen
madritelmén nojalla myos —A’ on L-kaava, ja kun propositiolauseesta = A korva-
taan symbolit p; kaavoilla ;, saadaan juurikin kaava —A’. Siis viite pétee myos
propositiolauseelle —A.

Oletetaan, ettd viite pétee propositiolauseille A ja B. Siis merkkijonot A’ ja B,
jotka saadaan korvaamalla propositiolauseista A ja B, ovat L-kaavoja. Kun pro-
positiolauseessa (A A B) jokainen symbolin p; esiintymé korvataan L-kaavalla ;,
saadaan merkkijono (A’ A B’), joka L-kaavojen méiritelmén nojalla on itsekin
L-kaava. Siis véite patee my0s lauseelle (A A B).

v, =], Kuten kohta [A].

3.4 Totuus

Koska kaavoissa esiintyy muuttujia, riippuu kaavojen totuus siitd, mitd muuttujien pai-
kalle sijoitetaan. Matematiikassa "muuttuja” tarkoittaa yleensd jotakin kirjainta, jonka
ajatellaan viittaavaan johonkin konkreettiseen olioon, tai usein ”mielivaltaiseen” olioon.
Kaytdmme muuttujia, koska haluamme todistaa, ettéd jokin viite péatee yleisesti, sijoi-
tettiin muuttujaan sitten miké tahansa konkreettinen olio. Yleisista tuloksista saadaan
sitten erikoistapauksia ”sijoittamalla” jonkin muuttujan paikalle jotakin. Formalisoi-
daan tama idea:

Olkoon L aakkosto ja M L-malli. Funktiota s muuttujasymbolien joukolta
{z;: i € N} malliin M sanotaan tulkintajonoksi. Tulkintajono siis kuvaa, eli tulkitsee
jokaisen muuttujan x; joksikin mallin M alkioksi, eli ”sijoittaa” muuttujalle z; arvon

s(x;).
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Kun s on tulkintajono, x; on muuttuja ja a on mallin M alkio, merkinnall&

s(a/x;)

tarkoitetaan tulkintajonoa, joka antaa muuttujalle z; arvon a ja kaikille muille muut-
tujille saman arvon kuin tulkintajono s. Siis

| a, kun i =y
safwi)(z;) = { s(x;), kuni#j.
Tulkintajonon muutoksia voidaan toki ketjuttaa, esimerkiksi

s(a/xy)(d/xys)(c/x)(b/x1). Talloin vasemmanpuoleisimmat muutokset tapahtuvat
ennen oikeanpuoleisia, eli esimerkiksi s(a/x1)(c/x2)(b/x1) antaisi muuttujalle z; arvon
b, muuttujalle x5 arvon ¢ ja muille muuttujille samat arvot kuin tulkintajono s.

Jos s esimerkiksi olisi tulkintajono kokonaislukujen mallissa Z, niin ettd s(zg) =
5, s(z1) = =2, s(z2) = 2, s(x3) = 5 ja s(x;) = —10, kun ¢ > 3, niin muunnetut
tulkintajonot antaisivat muuttujille seuraavia arvoja:

To| 1 | T2 | I3 T4 Ty Tg
s 5 1—212 |5 |-10]-10|-10
s(TT/z2) 5| —2[77| 5 |—10] —10 | —10
s(7722)(0/z4) 51—2|771 5| 0 |—10|—10
s(T7/22)(0/24)(0/z2) | 5 | =210 | 5| 0 | —10]|—10
5(0/20)(0/21)(0/z5) | 0] 0 | 0] 5 | —10] —10 | —10

Jos t on termi, niin termin ¢ arvo tulkintajonolla s, merkitéén s(¢) on s(z;) jos
t=ux;jacM, jost=c,cc L.

Nyt voimme vihdoin méaritelld, mita tarkoittaa jonkin kaavan totuus jossakin mal-
lissa. Madaritelmé on rekursiivinen kaavojen rakenteen suhteen. Merkintda M =, ¢ lue-
taan "malli M toteuttaa kaavan ¢ tulkintajonolla s”.

3.15 Miéritelmé (Tarski). Olkoon L aakkosto ja M L-malli.
1. Kun ¢ ja u ovat termejd, M =, t = u jos ja vain jos s(t) = s(u).

2. Kun tq,...,t, ovat termejd, ja R on n-paikkainen relaatiosymboli, M |
R(t1,...,t,) jos ja vain jos (s(t1),...,s(t,)) € RM.

w

. M |55 —p jos ja vain jos M &, .
. M s (p A1) jos ja vain jos M =, ¢ ja M 4 1.

(
. M s (p V) jos ja vain jos joko M = ¢ tai M 4 1.
(
(

[ S O

. M E; (p — ) jos ja vain jos joko M &, ¢ tai M =, 1.
7. M =5 (p <> 1) jos ja vain jos joko M =, ¢ ja M =41 tai M g ¢ ja M g ).
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8. M =, V; () jos ja vain jos milld tahansa mallin M alkiolla a M =gq/a,) ¢
9. M =, 3z;(¢) jos ja vain jos 16ytyy jokin mallin M alkio a, jolla M |=(q/a,) ¢

Heti aluksi todettakoon, ettd mikéli s ja s’ ovat kaksi tulkintajonoa, jotka antavat
kaavassa ¢ vapaina esiintyville muuttujille samat arvot, niin M |=4 ¢ jos ja vain jos
M g . Taméi on helppo todistaa induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen.

Erityisesti jos ¢ on lause (siind ei siis ole vapaita muuttujia), ei tulkintajono s
vaikuta lauseen ¢ totuuteen. T#lloin voidaan kirjoittaa M = ¢, jos M =, ¢ jollakin
(eli milld tahansa) tulkintajonolla s.

3.16 Esimerkki. Olkoon G = (G, EG) esimerkin verkko

ja olkoon s jokin tulkintajono, jolla s(xg) = 1 ja s(z;) = 4. Tutkitaan kaavojen
E(zo,21) Vag = 21, Jxo(E(T0,21)) ja Vo1 (mE (21, 20)) totuutta mallissa M tulkintajo-
nolla s.

Tarskin totuusmadritelmén nojalla M =4 E(zg, 1) V 2o = 21 joss M =4 E(xg, x1)
tai M =5 29 = 7. Koska

(s(z0), s(21)) = (1,4) ¢ B,

M Wy E(xo,21). Koska s(xg) = 1 # 4 = s(xy), niin M P, 29 = x1. Siis M £,
E(x,x1) V 2o = 271.
Tutkitaan seuraavaksi kaavan Jxo(FE(xg, 1)) totuus. Koska (2,4) € EY ja (2,4) =
(s(2/0)(w0), 8(2/0)(21)),
M Es(a/ao) B0, 21).
Siispa M =4 Jxo(E (0, 21)).
Lopuksi kaava Va1 (= E(xy,z0)). Koska

(2,1) = (s(2/21)(21), 5(2/21)(w0)) € B,
M /ey E(x1,20), joten M [~y 2/2,) 7E(21,%0). Siis ei pidd paikkaansa, ettéd jo-

kaisella alkiolla a € G, G toteuttaisi kaavan —F/(xq, o) tulkintajonolla s(a/z), joten
G b’és V.I'l(_\E(.ﬁEb .1'0))
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3.17 Esimerkki. Olkoon L = {P, R, S}, missi P, R ja S ovat yksipaikkaisia relaatio-
symboleja, ja olkoon M = (M, PM RM SM) L-malli, jonka alkioina ovat ovat Matti,
Pekka, Tero, Viljami, Noora ja Essi, ja

PM = {Pekka, Tero, Noora} (pyoriilyéd harrastavat)
RM = {Pekka, Noora, Essi}  (rullaluistelua harrastavat)

SM = {Pekka, Viljami} (shakkia harrastavat).
pM
Matti
RM SM

Tutkitaan kaavan P(xg) A (R(z) A S(x0)) totuutta mallissa M mielivaltaisella tul-
kintajonolla s. Tarskin totuusmééritelmén nojalla

M =, P(x) A (R(z9) A S(z0)) <= M =5 P(x0) ja M =5 (R(x0) A S(x0))
= M5 P(z), M =5 R(z0) ja M =5 S(w0)
= s(x9) € PM, s(z9) € RM ja s(xg) € SM
— s(z9) € PN RMNSM.

Koska Pekka on ainut mallin M alkio, joka kuuluu kaikkiin kolmeen relaatioon, M
toteuttaa kaavan P(zg) A (R(xg) A S(xo)) tulkintajonolla s jos ja vain jos s antaa
muuttujalle zy arvon Pekka. Toisaalta

M = Vao(P(xo) V (R(zo) V 5(20)))
<= jokaisella a € M, M =4/z,) P(x0) V (R(x0) V S(0))
<= jokaisella a € M, s(a/x0)(xo) € PMURM U SM
<= jokaisella a € M, a € P U RM U SM,
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eli M =, Vo (P(zo) V (R(z) V S(x0))) jos ja vain jos jokainen mallin M alkio kuuluu
ainakin johonkin relaatioista PM, RM ja SM. Koska Matti ei kuulu niisti relaatioista
mihinkddn, M W&, Vo (P(zo) V (R(zo) V S(x0))).

Akkiseltdsn Tarskin totuusmédritelmi saattaa vaikuttaa triviaalilta tai kier-
topéadtelmailta. Tatd se ei kuitenkaan ole, vaan se toimii erdédnlaisena kddnnostyokaluna,
jonka avulla voimme kaantda formaalin predikaattilogiikan kielemme vaittdmia suo-
menkielisiksi luonnollisen kielen vaittdmiksi. Olkoon R on kaksipaikkainen relaatio, ja
M malli, jonka aakkostoon R kuuluu. Tutkitaan kaavan ¢ = VroVr,(R(xg,z) —
R(x1,20)) totuutta mallissa M.

Koska milld tahansa a,b € M

M Esafao)v/er) B0, 71) = R(w1,70)
> joko M (a/ro)b/ar) B0, 21)
tai M ):S(a/xo)(b/asl) R(x1,x0)
<= joko (s(a/xo)(b/a1)(x0), s(a/wo)(b/x1)(21)) ¢ R
tai (s(a/z0)(b/1)(21), s(a/x0)(b/x1)(x0)) € RM
<= joko (a,b) ¢ RM tai (b,a) € RM
<= jos (a,b) € R™, niin (b,a) € RM,

niin M = ¢ jos ja vain jos relaatio R on symmetrinen. Kaavan ¢ voidaankin ajatella
olevan lauseen ” R on symmetrinen relaatio” kddnnos predikaattilogiikan kielelle.

3.18 Maéritelma. Olkoon L aakkosto, ja ¢ L-kaava. Mikéli ¢ on totta missé tahansa
L-mallissa milld tahansa tulkintajonolla, sanotaan, ettd ¢ on validi.

Validit kaavat ovat siis loogisia totuuksia, joiden totuus ei riipu mistddn malleis-
ta saati muuttujien tulkinnasta. Validisuus on ikd#dn kuin predikaattilogiikan yleistys
propositiologiikan tautologisuudelle. Esimerkiksi seuraavat kaavat ovat valideja:

To = T ZEOZZIZIVZEl:ZL’l
VZL'O(IO = I’O) ‘v’xo‘v’xl‘v’xg(R(xo, 171) V _|R(ZL‘[), Il))
P(x¢) = P(xg) —3Jxs(—xs = w5)

Koska mallimme ovat aina epétyhjid, myos esimerkiksi kaava Jzo(zo = w¢) aina
totta.

3.19 Esimerkki. Kaava ¢ = Vxo3zi(xg = z1) on validi. (Minké tahansa aakkoston
mielessé. )

Todistus. Olkoon M mika tahansa malli ja s mikd tahansa mallin M tulkintajono.
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Huomataan, etta

M, ¢ <= milld tahansa a € M M |=y(4/0,) F21(T0 = 1)
<= milld tahansa a € M loytyy b € M, jolla M |=4(a/20)(b/21) To = T1
<= milld tahansa a € M 16ytyy b € M,

jolla s(a/xo)(b/w1) (o) = s(a/wo)(b/w1)(21)

<= milld tahansa a € M loytyy b € M, jolla a = b.

Riittéda siis nayttad, ettd jokaista alkiota a € M kohti 10ytyy jokin alkio b € M, joka
on sama alkio kuin a. Téllainen alkio tietysti aina loytyy, silli a itse on sellainen! Siispa

M = p. Koska tdmé péti mielivaltaisella mallilla M ja tulkintajonolla s, kaava ¢ on
validi. O

3.20 Esimerkki. Olkoon L = {<}. L-kaava Vz(z < y V =z < y) on validi, mutta
kaava Vz(x < x) ei ole.

Todistus. Olkoon M L-malli ja s jokin sen tulkintajono. Koska

MEVe(x <yV -z <y) milld tahansa a € M, M /0 (r <y V-2 <vy)
milld tahansa a € M, M =g/ ¢ <y

tai M =y(a/a) 2 < y)

milla tahansa a € M, s(a/x)(z) < s(a/x)(y)

tal s(a/x)(z) £ s(a/z)(y)

milld tahansa a € M, a < s(y) tai a £ s(y)

111

ja milld tahansa a,b € M piitee joko (a,b) € <M tai (a,b) ¢ <M,
MEsVe(z <yV -z <y).
Siis kaava Vz(x < y V -z < y) on validi.
Néytetddn nyt, ettd kaava Vr(x < x) ei ole validi. Olkoon M malli, jonka uni-

versumina on joukko {14} ja <M = {). Olkoon s tulkintajono, joka antaa jokaiselle
muuttujalle arvon 14. Koska (14, 14) ¢ <™,

M I?és(lél/:p) r <,
ja taten M £, Va(z < x). Siis kaava Vr(z < x) ei ole validi. O
Propositiologiikan tautologioista saadaan valideja lauseita, kun propositiosymbo-

lien paikalle sijoitetaan predikaattilogiikan kaavoja. Tdmé seuraa hieman vahvemmasta
tuloksesta:
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3.21 Lemma. Olkoon A propositiolause, jossa ei esiinny muita propositiosymboleja
kuin pg, ..., p,. Olkoon L aakkosto, olkoot ¢y,..., v, L-kaavoja ja olkoon A’ saatu
lauseesta A korvaamalla jokainen symbolin p; esiintyméa kaavalla ¢;, kun i € {0,...,n}.
Olkoon M L-malli, s tulkintajono ja v miké tahansa totuusjakauma, jolle jokaisella
i €{0,...,n} pitee

v(i) = 1 jos ja vain jos M =, ¢;

Talloin v[A] = 1 jos ja vain jos M =4 A'.
Todistus. Helppo induktio lauseen A rakenteen suhteen. O

3.22 Lause. Olkoon A propositiologiikan tautologia, jossa ei esiinny muita propositio-
symboleja kuin py, ..., p,. Olkoon L aakkosto ja ¢y, ..., v, L-kaavoja. Té&lloin kaava
A’, joka on saatu lauseesta A korvaamalla jokainen symbolin p; esiintymé kaavalla o;,
kun 7 € {0,...,n}, on validi.

Todistus. Olkoon M mikéa tahansa malli ja s miké tahansa sen tulkintajono. Olkoon v
totuusjakauma, jolla

v(i) = 1 jos ja vain jos i < n ja M [, ¢;.
Koska A on tautologia, v[A] = 1, joten edellisen lemman nojalla M =, A’. O

3.23 Esimerkki. Kaava ¢ = =((z < yVy < ) A=(z < yVy < z)) on edellisen
lauseen nojalla validi, silld se on saatu tautologiasta

=(po A —po)
sijoittamalla symbolin py paikalle kaava (z < y Vy < z).

Propositiologiikan tautologioista télla tavalla sijoittamalla saatuja kaavoja sanotaan
predikaattilogiikan tautologioiksi eli lyhyemmin tautologioiksi. Ne ovat siis eri-
koistapaus valideista lauseista. Vaikka validisuus ja tautologisuus dkkiseltddn vaikut-
tavat samankaltaisilta ominaisuuksilta, on niilla kuitenkin yksi huomattava ero. Seké
propositio- ettéd predikaattilogiikassa tautologia voidaan tunnistaa helposti syntaktisis-
ta ominaisuuksistaan, mutta valideja lauseita ei voida. Ei siis ole mahdollista ohjelmoi-
da tietokonetta tunnistamaan sille syotettyja valideja lauseita, mutta tautologioiden
tunnistaminen kyll& onnistuu.

3.24 Maaritelma. Olkoon L aakkosto ja olkoot ¢ ja 1 L-kaavoja. Mikili ¢ pétee
jokaisella L-mallilla M ja tulkintajonolla s, joilla my6s ¢ pétee, sanotaan, ettd kaava
® on kaavan ¢ looginen seuraus, ja merkitddn ¢ = . Mikéli p = ¥ ja ¥ = ¢,
sanotaan, ettd kaavat o ja 1 ovat loogisesti ekvivalentit, ja merkitdin ¢ < .

Olkoon nyt > joukko L-kaavoja. Jos jokainen malli ja tulkintajono, jotka toteuttavat
kaikki joukon X kaavat, toteuttavat myos kaavan ¢, sanotaan, ettd ¢ on kaavajoukon
Y} looginen seuraus ja merkitddn X = ¢.
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3.25 Esimerkki. Olkoon L mielivaltainen aakkosto ja ¢ mielivaltainen L-kaava.
Talloin Yz = Jxp.

Todistus. Olkoon M mielivaltainen L-malli ja s jokin sen tulkintajono. Oletetaan, etta
M s Vap.

Olkoon a miké tahansa mallin M alkio (mallit ovat epétyhjid, joten niista 16ytyy
aina ainakin yksi alkio). Koska M =, Vay, erityisesti M |{=4,/2) ¢ ja téiten M =,
Jxp. O

3.26 Esimerkki. dxVyR(x,y) = YyJzR(x,y).

Todistus. Olkoot M ja s sellaisia, ettd M =, JaVyR(z,y). Totuuden méiritelmén
nojalla 1oytyy siis alkio a € M niin, ettd oli b € M mikd tahansa, niin pétee

M Esaoom) Bl y).

Olkoon nyt b € M mielivaltainen. Koska M |=ga/2)0/y) R(2,y), ja s(a/x)(b/y) =
s(b/y)(a/z), M Esp/y)a/m) R(x,y). Sils M =44y FoR(x,y). Koska b oli mielivaltai-
nen, M =, Vy3zR(z,y). O

3.5 Isomorfia

Kun méarittelimme mallit, ideana oli formalisoida késite ” joukko jossa on jotakin raken-
netta”. Valitsimme symbolit, joilla voimme nimet4 tata "rakennetta” ja méaarittelimme
kaavat, joilla voimme puhua téstd rakenteesta. Juuri tdmé ”"rakenne” on se, mikd mal-
leissa on kiinnostavaa, eiké niinkddn mallien alkiot itsessddan. Malleja, joiden rakenne
on samanlainen sanotaan isomorfisiksi. Méarittelemme témén tésmaéllisesti seuraavien
esimerkkien jilkeen.

3.27 Esimerkki. Olkoon L = {/I, ]} aakkosto, #A = #I = 2, ja olkoon
M = {Carl Gustaf, Silvia, Victoria, Daniel, Estelle}

Ruotsin kuninkaallisista muodostettu L-malli, jossa A(z,y) tulkitaan "z on y:n &iti” ja
I(x,y) tulkitaan "z on y:n isd”, siis

AM = {(Silvia, Victoria) , (Victoria, Estelle) }
M = {(Carl Gustaf, Victoria) , (Daniel, Estelle)} .

Olkoon N L-malli, jonka alkioiden joukko on
{Heikki, Tarja, Jaana, Pertti, Anna}

ja jossa relaatiosymbolien tulkinnat ovat

i = {(Jaana, Anna) , (Anna, Tarja)}
IV = {(Heikki, Anna) , (Pertti, Tarja)} .

Néiden perheiden sukupuut nayttavit seuraavilta:
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Carl Gustaf Silvia Heikki Jaana

e

Daniel Victoria Pertti Anna

Estelle Tarja
M N

Namé mallit ovat siis hyvin samanlaisia. Mikéli unohdetaan mallien alkiot ja tar-
kastellaan vain niiden rakennetta, se ndyttaa talta:

Tietyssd mallit M ja N ovat sama malli. Niiden alkioiden vililld on vastaavuus
(Carl Gustaf vastaa Heikkié, Silvia Jaanaa jne.) joka sdilyttaa mallien rakenteen.

3.28 Maéiritelmi. Olkoon L aakkosto ja M sekd N L-malleja. Olkoon f: M — N
bijektio. Kuvausta f sanotaan isomorfismiksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. Jokaisella vakiosymbolilla ¢ € L pitee f(c™) = V.

2. Jokaisella relaatiosymbolilla R € L, #R = n, pitee (ay,...,a,) € RM s
(f(a1>7 ceey f(an)> S RN

Isomorfismia mallilta itselleen sanotaan automorfismiksi.
Mikéli on olemassa isomorfismi mallista M malliin A/, sanotaan, etti mallit ovat
isomorfiset.

Mallien vélinen isomorfia on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen ominai-
suus. Jotta mallit voisivat olla kesken&dn isomorfiset, tulee niiden olla erityisesti sa-
mankokoiset, silld muuten niiden valilld ei ole olemassa yhtdin bijektiota, eikéd siten
isomorfismiakaan.

Esimerkissi isomorfismi mallien M ja N vililld olisi kuvaus f: M — N, jolla

f(Carl Gustaf) = Heikki
f(Silvia) = Jaana

f(Victoria) = Anna

f(Daniel) = Pertti

f(Estelle) = Tarja.

3.29 Esimerkki. Olkoon L = {R}, #R = 2, ja Z L-malli, jonka universumina on
kokonaisluvut ja

RE={(a,b):a+1=0b}={...,(~1,0),(0,1),(1,2),(2,3),...}.
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Malli Z nayttéaa siis talta:

-2 -1 0 1 2 3 4

—> 0 —> 0 —> 0 —> 0 —> 0 —> 0 —> o —>

Olkoon M L-malli, jonka universumina on joukko {2": n € Z}, ja jossa
<M = {(a,b) e M?: b=2a}.

Malli M néyttda seuraavalta:

o |
LRNSIES

Talloin mallit Z ja M ovat isomorfiset.

Todistus. Olkoon f: 7Z — M kuvaus, jonka méérittelee ehto
fn) =2

Kuvaus f on injektio, silli jos f(n) = f(k), 2" = 2¥ ja tdmé piitee vain, jos n = k.
Kuvaus on my6s surjektio, silld jos y € M, y = 2" jollakin n € Z. Télloin f(n) = 2" = y.
Kuvaus on siis bijektio.

[somorfisuuden tarkistamiseksi pitda vield nédyttad, ettd jokaisella ai,ay € Z,
(a1,a) € R? jos ja vain jos (f(ay), f(az)) € RM.

Olkoon aluksi (a1, as) € R”. T&llin relaation R? mésritelmén nojalla a; + 1 = as.
Nyt

a+1=a, = 2utl=29%
= 2.201 — 9@

= 2f(a) = f(a),

joten (f(ar), f(as)) € R™.

Oletetaan sitten, ettd (f(ay), f(az)) € RM, joten 2f(a1) = f(ag), eli 2 - 29 = 292,
Talloin 29171 = 292 joten a; + 1 = ay, eli (a1, as) € RZ. Siis (a1,as) € RZ jos ja vain
jos (f(ar), f(as)) € RM.

Mallien Z ja M vilille on siis 16ydetty jokin isomorfismi, joten ne ovat isomorfiset.

]

Edellisessa esimerkissd mallien Z ja M vililla on muitakin isomorfismeja kuin an-
nettu f. Itseasiassa kuvaus n — 2" on isomorfismi milli tahansa vakiolla a € Z.

3.30 Esimerkki. Olkoon R reaalilukujen malli varustettuna jirjestykselld <®. Olkoon
a € R vakio ja olkoon f: R — R kuvaus f(x) = x + a. Nédin mééritelty kuvaus f on
automorfismi.
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Todistus. Kuvaus f on selvisti bijektio ja kaikilla reaaliluvuilla x ja y patee x < y jos
ja vain jos x +a < y + a. O

3.31 Esimerkki. Olkoon L = {<} ja olkoot N ja Z L-malleja, joissa kummassakin
symbolin < tulkinta on joukon luonnollinen jarjestys. Mallit N ja Z eivdt ole isomorfisia.

Todistus. Tehd&én vastaoletus: 16ytyy jokin isomorfismi f: N — Z. Olkoon ¢ = f(0).
Koskac € Z,c—1 € Z,ja (c — 1,¢) € <Z. Koska f on bijektio, 16ytyy jokin luonnollinen
luku n € N; jolle f(n) =c¢— 1.

Koska (f(n), f(0)) € <%, isomorfismin méiritelméin nojalla pitiisi péted (n,0) €
<N, Téama4 ei kuitenkaan voi péted, silld mikiin luonnollinen luku ei ole nollaa pienempi.
Tamé on kaivattu ristiriita, joten vastaoletus on vaéri ja alkuperédinen véite patee. [

Jos mallit ovat rakenteeltaan téysin samanlaisia, pitéisi niissd tietysti péted kaikki
samat viitteet. Tamé pitddkin paikkansa, ja on suora seuraus seuraavasta lemmasta.

3.32 Lemma. Olkoon L aakkosto, M ja N L-malleja, f: M — N isomorfismi ja ¢
L-kaava. Olkoon s mielivaltainen mallin M tulkintajono ja s’ mallin A tulkintajono,
jolle pétee

s'(z;) = f(s(z;)) kaikilla 7 € N.
Tallsin M =, @ jos ja vain jos N =y .

Todistus. Naytetadn aluksi, ettd jokaisella L-termilla ¢, s'(t) = f(s(t)). Jos t = x;, niin
s'(t) = §'(z;) = f(s(x;)) = f(s(t)). Jos taas t = c jollakin vakiosymbolilla ¢ € M,
s'(c) =N = f(M) = s(c).

Osoitetaan sitten itse vaite induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen.

1. Oletetaan aluksi, ettd ¢ on atomikaava. Jos ¢ on muotoa ¢t = u joillakin termeilla

t ja u, niin
Mo = s(t) = s(u)
= f(s(t) = f(s(u))
— §(t)=5(u)
— NEkot=u

Kohdassa * kiytettiin tietoa siité, ettd f on isomorfismi, erityisesti injektio. Jos
taas ¢ on muotoa R(ty,...,t,) jollakin R € L, # R = n, niin

Mg < (s(t),...s5(t) € RM
< (f(s(h), -, f(s(tn) € RY
— (d(t),...,s(t,)) € RV
— NEyo
Taas kohdassa * kéytettiin tietoa siitéd, ettd f on isomorfismi. On siis néytetty,
ettd viite patee atomikaavoille.
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2. Oletetaan, ettd ¢ =1 A @ joillakin v ja 6, joille viite jo patee. Télloin

MEsp — MEvjaMEb
Lo Ny b jaN =y 6
— NEso

Muita konnektiiveja koskevat kohdat voidaan osoittaa samoin.

3. Oletetaan, ettd ¢ = Jx;h, viite pitee kaavalle ¢ ja M |, ¢. Télloin 16ytyy
jokin alkio a € M, jolla M F=(4/z,) ¢. Koska tulkintajono, joka saadaan jonosta
s(a/x;) kuvaamalla kaikki alkiot kuvauksella f on jono s'(f(a)/x;),

N Es(s@yan ¥
Siispd N =y .

Implikaatio toiseen suuntaan saadaan, kun funktion f sijasta kéaytetdén
kidnteisfunktiota f~!. Siis M =, ¢ jos ja vain jos N g .

Tapaus ¢ = Vz;19 voidaan todistaa samoin.
O

3.33 Lause. Olkoot M ja N isomorfisia L-malleja, ja olkoon ¢ L-lause. Télloin M | ¢
jos ja vain jos N = .

3.6 Madriteltavyys

Olemme maéritelleet predikaattilogiikan kielen ja kéytténeet sitd erilaisten asioiden il-
maisemiseen. On kuitenkin paljon asioita, joista predikaattilogiikan kielelld ei voi puhua,
ja tilanteita, joissa emme pysty kielellimme esimerkiksi erottamaan joitakin alkioita
toisistaan. Tutkimme seuraavaksi kysymystd "mitd ominaisuuksia predikaattilogiikan
kielessd voi kuvailla?”.

3.34 Maaritelma. Olkoon L aakkosto ja M L-malli. Olkoon X jokin mallin M os-
ajoukko. Joukko X on méériteltidva osajoukko, mikéli on olemassa kaava ¢, jossa
on vapaana tasan yksi muuttuja xg, niin ettéa

X = {a e M: M 'ZS(a/xo) <P}

jollakin tulkintajonolla s.

Olkoon R jokin mallin M n-paikkainen relaatio. Relaatio R on méériteltava re-
laatio, jos on olemassa kaava ¢, jossa on vapaana tasan muuttujat xg,...,z,_1, niin
etta

R= {<a07 s >anfl) eEM: M ):s(ao/mg)---(anfl/mnfl) 90} .
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Edellisen méaé&ritelmédn kaavaa ¢ sanotaan osajoukon X tai relaation R
méadritteleviksi kaavaksi. Osajoukko tai relaatio on siis méariteltava, jos on ole-
massa jokin kaava, joka méérittelee sen, eli jos on olemassa jokin mallin alkioiden omi-
naisuus, joka osajoukon alkioilla on, mutta muilla ei ole. Liséksi tdmén ominaisuuden
pitda olla kirjoitettavissa predikaattilogiikan kielelld. Huomaa, ettd osajoukon tai re-
laation médrittelevd kaava ei missdén nimessd ole yksikésitteinen. Jos esimerkiksi ¢
médrittelee osajoukon X, myos kaava ¢ V ¢, ¢ A ¢ tai == méirittelee sen.

3.35 Esimerkki. Seki tyhji joukko () ettd koko malli M ovat aina méiriteltivi.
Liséksi mééariteltdvan osajoukon komplementti seké kahden méériteltdvan osajoukon
yvhdiste ja leikkaus ovat mééariteltavia.

Todistus. Olkoon L miké tahansa aakkosto ja M sen malli.
Tyhjén joukon madrittelee kaava —xg = xg, silla

{a eM: M Izs(a/xo) Ty = :EO} = {a e M: M %s(a/xo) Xog = :EO}

= {a e M: s(a/xo)(xo) # s(a/xo)(x0)}
{a e M:a#a}
0,

ja vastaavasti koko mallin M maéérittelee kaava xo = xg.
Olkoot X ja Y mallin M maériteltavid osajoukkoja, ja olkoot ¢px ja yy kaavat,
jotka méadrittelevéit ne. Talloin kaava px A ¢y méérittelee joukon X NY':

{CL eM: M ):s(a/:co) ex N SOY}
= {CL eM: M }ZS(CL/IEO) Yx ja M ):S(G/xO) SDY}
— {a € M: M Ega/ay) SOX} N {a € M: M Es(a/ao) SOX}
= X mY-

Vastaavasti kaava ¢x V ¢y maérittelee joukon X UY ja kaava —px méadrittelee joukon

M\ X. 0

3.36 Esimerkki. Olkoon L = {<} ja N L-malli, jonka universumi on luonnollisten
lukujen joukko ja jossa <" on luonnollisten lukujen tavallinen jérjestys. Talloin joukot
{0} ja {3,4,5,...} ovat méériteltava.

Todistus. Joukon {0} alkioilla on ominaisuus ”"minua pienempii alkioita ei ole”, jota
muilla alkioilla ei ole. Tama& voidaan muotoilla predikaattilogiikassa kaavalla =3z (z1 <
xg), silld jokaisella a € N pétee

N ):s(a/mo) _E|ZC1($1 < LC())
<= i l6ydy alkiota b € N, jolla N =(a/z0)(6/21) T1 < To
<= ei ole olemassa alkiota b € N, jolla b <" a.
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T&amé pétee vain jos a = 0, eli
{a € N: N f=y(4/0) 731 (21 < 20)} = {0}.

Joukon {3,4,5,...} alkiot taas toteuttavat viitteen ”"on olemassa ainakin kolme
minua pienempéd eri alkiota”. Taméakin voidaan sanoa predikaattilogiikassa kaavalla

31’131‘231‘3(1’1 7é To N\ X 7é T3 N\ X9 7é T3 NL1 < TogNTyg < xTogNAxg < l’()).

Isomorfismi sdilyttda méaariteltaviat joukot

Joukon voi siis ndyttda madriteltdviksi etsimélla kaavan, joka méédrittelee sen. Logii-
kassa usein se mité ei voida tehdé on kuitenkin kiinnostavampaa, kuin se mité voidaan.
Seuraava lause on kétevin tapa todistaa, ettéd jokin joukko ei ole médriteltavé.

3.37 Lause. Olkoon A C M maédriteltava, ja olkoon f: M — M mallin M automor-
fismi. Talloin milld tahansa a € M, a € A jos ja vain jos f(a) € A.

Todistus. Olkoon ¢ kaava, joka madrittelee joukon A. Kaavassa ¢ on siis vapaana vain
muuttuja xy. Olkoon a € A, eli

M )ZS(a/a:o) p-
Lemman nojalla M =y ¢, missd s'(x;) = f(s(a/zo)(x;)) kaikilla ¢ € N. Koska vain

vapaiden muuttujien arvo vaikuttaa kaavan totuuteen, ja s'(zg) = f(s(a/xo)(xo)) =
fla), MU=q(s(a)/z0) - Siispd f(a) € A.

Koska mééariteltdvin joukon komplementti on mééariteltava, sama péaéttely sovellet-
tuna joukon A sijasta joukkoon M\ A osoittaa, ettd jos a ¢ A, f(a) ¢ A. Siispd a € A
jos ja vain jos f(a) € A. ]

3.38 Esimerkki. Olkoon Z kokonaislukujen malli varustettuna tavanomaisella
jrjestykselld <Z. T#llsin {0} ei ole méiriteltéivi.

Todistus. Olkoon f: Z — Z kuvaus, jolle f(n) = n + 1 jokaisella n € Z. Tdmé& kuvaus
on bijektio, ja se sdilyttdd myos jarjestyksen: n <% m jos ja vain jos n+1 <% m+1. Siis
se on isomorfismi. Jos joukko {0} olisi méariteltdva, lauseen nojalla f(0) € {0},
silld 0 € {0}. O

[tseasiassa edellisen esimerkin todistus on helppo yleistdd mille tahansa joukolle
A CZ,A+# D ja A C 7Z. Kokonaislukujen jirjestetylld joukolla ei siis ole muita
méidriteltavid osajoukkoja kuin () ja Z.

3.39 Esimerkki. Olkoon G verkko
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Télloin joukko {4} on médriteltava, mutta joukko {1} ei ole. Joukon {4} alkioilla
on se yhteinen ominaisuus, ettd niilld on vain yksi naapuri. Kaava

E'xl(E(.fCo,l'l) A V$2(E($0,$2) — 1 = 33'2))

méérittelee joukon {4}.

Néytetéddn, ettd joukko {1} ei ole médriteltavd. Olkoon f: G — G kuvaus, jolla
f(1)=3, f(2) =2, f(3) =1ja f(4) = 4. Kuvaus f siis ainoastaan vaihtaa alkioiden 1
ja 3 paikat. Nédin madritelty kuvaus on automorfismi, silld se on selvésti bijektio, ja se
silyttii verkossa olevan rakenteen: jos (a,b) € EY, niin (f(a), f(b)) € EY ja toisin piin.
Jos ajatellaan ettd ylldolevassa kuvassa pisteet 1 ja 3 liu'utettaisiin toistensa paikoille,
el verkon ulkomuoto muuttuisi ollenkaan.

Koska 1 € {1}, jos {1} olisi méariteltava, pitéisi olla f(1) = 3 € {1}. Tamai ei
kuitenkaan pidé paikkaansa joten {1} ei voi olla méaariteltavé.

3.7 Semanttinen puu

Propositiologiikassa semanttisella puulla saatettiin helposti 16ytéa jonkin propositio-
lauseen toteuttava totuusjakauma, tai osoittaa, ettd téllaista totuusjakaumaa ei ole
olemassa. Predikaattilogiikassa semanttiset puut toimivat samalla tavalla, niiden avul-
la voidaan rakentaa malli ja tulkintajono, joilla jokin lause on tosi, tai vaihtoehtoisesti
osoittaa, ettd téllaista mallia ja tulkintajonoa ei ole olemassa. Yksinkertaisuuden vuoksi
teemme semanttisia puita vain lauseille. Pienet muutokset sdintéihin mahdollistaisi-
vat semanttisten puiden kdyton myods muiden kaavojen kanssa.

Propositiologiikassa semanttista puuta tehtédessd jokaisesta lauseesta tutkittiin,
mill&d eri tavoilla lause on mahdollista toteuttaa. Kaikki propositiologiikasta tutut
sadnnot ovat edelleen voimassa, mutta kvanttoreita ja identiteettia varten tarvitsemme
uusia sdédntoja. Propositiologiikassa ei yksittéisiin propositiosymboleihin, eikd sellais-
ten negaatioihin voinut endé soveltaa mitddan sdantoja. Predikaattilogiikassa vastaa-
vasti atomikaavat muodostavat kielen yksinkertaisimmat kaavat, joten niihin ei en&a
sdantoja tarvitse soveltaa. Tutkitaan seuraavaksi, milloin kvanttorilla alkavat lauseet
voivat toteutua.

Eksistenssikvanttorilla alkava lause dx;p toteutuu, mikali 16ytyy jokin alkio, joka
sijoitettuna muuttujan x; vapaisiin esiintymiin toteuttaa lauseen ¢. Merkataan téllaista
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alkiota c;. Eksistenssikvanttorin sdanto on siis

Jx;o v
|
e(cj/xi)

missé ¢; on vakiosymboli, joka ei ennestddn esiinny semanttisessa puussa. Jos esimer-
kiksi ¢ = dxg—xy = c3, @ VAittad, ettd on olemassa jokin alkio, joka poikkeaa alkiosta
c3. Ei olisi sallittua tehda askelta

Ell’()_'IO = C3 v

—|03 = C3

silld vakiosymboli c3 esiintyy jo puussa, ja nédin saatu johtopéaétos —cs = c3 ei tietenkaédn
voi toteutua, vaikka kaava ¢ voi.

Perékkaiselld negaatiolla ja universaalikvanttorilla alkava lause voidaan purkaa sa-
malla periaatteella: ”ei pidé paikkaansa, ettd kaikki alkiot toteuttaisivat lauseen ¢” on
yhtépitava lauseen ”on olemassa jokin alkio, joka ei toteuta lausetta ¢” kanssa. Saanto
on siis

|
—p(cj/ i)
missé ¢; on vakio, joka ei ennestddn esiinny puussa.

3.40 Esimerkki. Olkoon L = { R}, missd R on kaksipaikkainen relaatiosymboli. Tut-
kitaan, milloin lause ”on olemassa alkio, joka ei ole kaikkien alkioiden kanssa relaatiossa
R” toteutuu. Olkoon siis

¢ = Jwzg—Va R(xs, x1).

Piirretdén lauseelle ¢ semanttinen puu:

Jrs—Vr1 R(x3, 1) v
|
ﬁVl’lR(Co, xl) v
|
—R(co, 1)

Lause siis toteutuu, jos jotkin alkiot ¢y ja c; eivét ole relaatiossa R.

Universaalikvanttorin seké negatoidun eksistenssikvanttorin sddnnot kaipaavat hie-
man enemman selitystd. Universaalikvanttorilla alkavan lauseen paikkaansapitdavyytta
ei voida péadtella tutkimalla mitddn yksittédistd alkiota, vaan on "kaytéva lapi” kaik-
ki mallin alkiot ja sijoitettava ne vuorotellen kaavaan. Universaalikvanttorin vaikutus
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mallissa on siis globaali, ja universaalikvanttorin sdédntokin voi siitd syystd vaikuttaa
monessa kohdassa semanttista puuta.

Saannot ovat

YV p —Jdz;p
| |
SO(Cj/l“z') ﬁSO(Cj/sz‘)

Niiden sdéantojen soveltaminen poikkeaa kuitenkin paljon muista sdannoistd. Saantoja
sovelletaan jokaiseen oksalla esiintyvéan vakiosymboliin, eiké niitd koskaan merkita
kasitellyiksi, vaan niitéd sovelletaan joka kerta, kun jollekin solmun siséltaville oksalle
ilmestyy uusia vakioita. Mikéli oksalla ei ennestdédn ole vakioita, sovelletaan sdantoa
jollakin uudella vakiolla c;.

3.41 Esimerkki. Tehdéén kaavalle JzoP(zo) A JxoVry R(xo, 1) semanttinen puu:

FrgP(xo) A FxoVa R(xg, 1) v
S0Pl
EI$0V:1:1]-‘2(1‘0,$1) v

P(‘CO)
leR(‘cl, x1)
R(cl‘, Co)
R(cl‘, 1)

Nyt kaikki puun merkitseméttomét kaavat ovat atomikaavoja, lausetta Va R(cy, x1)
lukuunottamatta. Lausetta Va1 R(ci, 1) taas on sovellettu kaikkiin puussa esiintyviin
vakiosymboleihin joten puun rakentaminen voidaan lopettaa.

Puuta tutkimalla voidaan rakentaa malli lauseelle xoP(zg) A JzoVr, R(zg, x1): ol-
koon M = {cy, c1} kahden alkion malli, jossa PM = {cy} ja RM = {(c1, ), (c1,¢1)}-

Koska muotoa Vx;p tai ~dz;p olevia solmuja ei koskaan merkité, voi semanttisesta
puusta mahdollisesti tulla ddreton. Néin kdy esimerkiksi piirrettdesséd puuta kaavalle
Va1 3zaR(xq, 2):
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Vr13zoR(x1, 22)
ngR(Lo,xg) v
R(c(‘),cl)
EI:L'QR(‘Cl,.fZ) v
R(Cl‘ﬂz)
ElfL’QR(‘CQ,fIfQ) v
R(Cl‘»c‘s)

Tamé ei sindnsd ole ongelma, lauseen toteuttaa malli, jonka alkiot muodostavat
ddrettoman jonon, niin ettd jonon jésen on aina relaatiossa seuraavaan jaseneen.
Identiteettiin liittyy sdannot

t=u ja u=t

| |
p(t/x) o(t/z;)

missi ¢ on jokin kaava, jolla ¢(u/z;) esiintyy samalla haaralla kuin ¢ = u, ja seké termi
t ettéd termi v on vapaa muuttujalle z; kaavassa ¢. Kaavaa t = u ei myoskaian merkita
késitellyksi, vaan sité sovelletaan kaikkiin samalla haaralla oleviin kaavoihin, joissa u
tai t esiintyy. Lisdksi identiteetin myota saamme uuden tavan sulkea jokin oksa. Lause
-t =t el tietenkddn voi péted milladn termilld, joten jos oksalla esiintyy tdmé kaava,
voidaan oksa sulkea.

Semanttisessa puussa sddntojen sovellukset saa tehdd missé jarjestyksessd tahansa.
Semanttinen puu on lopullinen kun jokaisella sen avoimella haaralla olevat merkit-
semattoméat kaavat ovat joko atomikaavoja, atomikaavojen negaatioita, muotoa Vz;p,
—Jdx;p tai t = u, ja kaikki mahdolliset sdéntéjen sovellukset on tehty. Kvanttoreiden
takia on mahdollista tehdé lauseelle semanttinen puu, jossa on yksi déreton haara, joka
ei kuitenkaan ole lopullinen. T&lloin puusta ei voi padtella mitadn. Lopullinen ddreton
oksa on kuitenkin aina avoin.

Kuten propositiologiikassa, sanomme lauseen 1 semanttiseksi todistukseksi

lauseista ¢1,..., @, lauseiden ¢q,...,p,, " sulkeutuvaa semanttista puuta. Jos
lauseella 1 on semanttinen todistus lauseista @1, ..., ¢,, on se myos néiden looginen
seuraus.

3.42 EsimerkKki. {3$0P($0),V$0V1§1([L‘0 = IL‘l)} = Vfl]gP(ZEg)
Todistus. Muodostetaan semanttinen puu kaavoille JzoP(xg), VooVri(zo = x1) ja
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Vs P(xg):
) JwoP(z0) v
VxOV:I:l(LUO — )
eaP(ay) v
P(‘Co)
le(co‘ — )

\
—P(c1)

Koska puun jokainen haara sulkeutuu, eivét lauseet JzgP(xg), VroVri(zo = 1)
ja —VagP(zg) voi toteutua samanaikaisesti. Siis {3xoP(z0), VzoVri(zo = 21)} =
\V/.’L’gp(l'g). ]

3.43 Esimerkki. Tutkitaan, toteutuuko lause Vrg3z R(xg, 1) A Fzog—R(xq, o) jossa-
kin mallissa.

Vaodr R(zo, 1) A Jxg—R(xg, 20) v
V.’L’oaxlf‘f(l‘o, x1)
ElxoﬁR‘(xo,xo) v
ﬁR(c‘O,co)
Elle(‘co,xl) v
R(c(‘hcl)

\
HfﬁlR(Cl, l‘l) \/
|
R(Cl,CQ)
\
Hle(CQ, 1’1) v

Koska solmua Vxo3z, R(xg, z1) ei koskaan merkité, tulee puun oksasta ddreton, mutta
lopullinen. Sen perusteella voidaan rakentaa malli M = {cg,ci,co, ...}, jossa RM =

{(cn, cns1) 1 m € N}

3.44 Esimerkki. Osoitetaan, ettd JxoP(zg) 7 VroP (o) rakentamalla semanttinen
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puu lauseille 3xoP(z0) ja =VaoP(zy):

Néin saatu puu on lopullinen ja avoin, joten voimme todeta, ettd malli M =
{co, 1}, PM = {co}, toteuttaa seki lauseen JzoP(xg) ettéd lauseen —VaoP(zg). Téten
El.onP(.ﬁL'o) 7£> V$0P($0)

3.8 Paittely

Predikaattilogiikan luonnollisessa paattelyssa kaikki vanhat propositiologiikan sd&nnot
ovat voimassa, mutta néiden lisdksi mukaan otetaan joitakin uusia sdéntoja kvanttorei-
den ja yhtasuuruuden késittelya varten.

Tarkastellaan uudestaan paittelya

Jokainen mies on kuolevainen.
Sokrates on mies.
Sokrates on kuolevainen.

Merkitsemalla relaatiosymbolilla M miesten joukkoa, symbolilla K kuolevaisten
joukkoa ja vakiosymbolilla S Sokratesta, voidaan tdméa péédttely nyt formalisoida pa-
remmin kuin propositiologiikan tapauksessa. Predikaattilogiikassa vastaava luonnolli-
nen paattely olisi

S&énto VE voidaan tulkita seuraavalla tavalla: Jos tiedamme, ettd kaava M (x) — K(x)
péatee milld tahansa muuttujan x arvolla, niin erityisesti se pétee, kun muuttujan =
tilalle sijoitetaan Sokrates.

Kuten propositiologiikassa, sanomme, ettd kaava ¢ on paiteltdvissd joukon X
kaavoista, X F ¢, jos on olemassa luonnollinen paéttely, jonka kaikki oletukset 16ytyvét
joukosta X, ja jonka johtopiitos on kaava . Mikili () - ¢, merkitsemme F .

Kvanttoreita koskevat paattelysadnnot ovat listattuna seuraavaan taulukkoon:

67



kvanttori introduktio eliminointi
¥
vI
Vo Ve VE
Pisttelysaintod voi kiyttis o(t/z;)

v vain, jos x; el esiinny vapaana Pisttelysadntoda voi kayttid
missédn kaavan ¢ péédttelyn vain, jos ¢ on vapaa muuttu-
hylkddmattomissd oletuksis- jalle x; kaavassa ¢.
sa

[«]
Jzip W
t/x; —F 3E
wé/ . 0
Lip Pidittelysiintod voi kiyttis
3 Pt tolvsiintia voi Kivttis attel - vol
dattelysdantod vol kayttéda vain, jos x; ei esiinny va-
vain, jos t on vapaa muuttu- paana kaavassa ¢, eikd
jalle z; kaavassa ¢. misséén kaavan ¢ pédttelyn
hylkdaméttomissé oletuk-
sissa, paitsi mahdollisesti
kaavassa .
Liséksi yhtdsuuruuteen, eli identiteettiin, liittyy muutamia sa&ntoja:
=1 =
= L=u
(=u_plt/e)
- oluf)
b —;?2 tt? =t _ Piiittelysisntos saa kiyttdd
1 =13

vain jos termit ¢ ja u ovat va-
paita muuttujalle x; kaavassa

®.

Kvanttoreihin liittyvien sdéntéjen kdyttd on kuitenkin hieman monimutkaisempaa
kuin konnektiivisddntojen kaytto. Jokaiseen sddantoon liittyy joitakin epétriviaaleja se-
manttisia oletuksia lauseista ja termeistd. Téastd syystd kdymme seuraavaksi niita

sadntojéa 1lapi hieman tarkemmin.

Universaalikvanttori

Universaalikvanttorilla voidaan ilmaista, ettd jokin asia pétee jokaisella alkiolla. Uni-
versaalikvanttorin eliminointisdénté onkin helppo: mikéli ¢ péatee milld tahansa x, se
pétee erityisesti kun muuttujan x paikalle sijoitetaan jonkin konkreettisen olion nimi

eli termi.

Ve
p(t/x:)
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Téssé on kuitenkin vaaran paikka. Saantoa ei saa kdyttid, jos termissa ¢ oleva muuttuja
tulisi sidotuksi sijoituksessa! Tutkitaan virheellistd padttelyé

VaeIyA(z,y)
— 2 V9 vE
JyA(y, )

Saannon sovelluksessa on ajateltu, ettd koska lause JyA(x,y) patee milld tahansa z,
patee se erityisesti, kun muuttujan x paikalle sijoitetaan y. Taméa on kuitenkin virhe,
silld muuttuja y tulisi tdllaisessa sijoituksessa sidotuksi. Jos atomikaavan A(z,y) aja-
tellaan tarkoittavan ”y on henkilon z &iti”, niin edellisen péaéttelyn oletus sanoo, etta
jokaisella ihmiselld on &iti. Tésté ei tietenkdédn voida vetdd johtopadtosta, ettd jokin
ihminen on itsensé &iti, mitd kaava JyA(y,y) vaittaa.

Kaava Vo3yA(z, y) viittad, ettd ”jokaista x kohti 16ytyy jokin y...”, eli muuttujan y
arvo saa rippua muuttujan x arvosta. Edellisessé paattelyssé vikaan siis menee se, etta
jos muuttuja y sijoitetaan kaavaan muuttujan x tilalle ja se tulee sijoituksessa sidotuksi,
ei "toista y:n arvoa” voidakaan enédd valita vapaasti. Muuttujien vélille syntyy yhteys,
jota alkuperéisessd kaavassa ei ollut.

Universaalikvanttorin tuontisdantoa

¥
Vo

vI

saa kayttdd mikdli muuttuja x; el esiinny vapaana kaavan ¢ todistuksen
hylkaamattomissa oletuksissa. Idea on téssédkin tuttu: kun haluamme nayttad, etta
jokin véite pétee jokaisella alkiolla, otamme mielivaltaisen alkion, josta emme oleta
mitddn, ja ndytdmme ettd viite pétee silld. Koska emme tee mitdén oletuksia kysei-
sestéd alkiosta, voisi sen paikalla yhtd hyvin olla miké tahansa alkio. Viite siis pétee
kaikilla alkioilla.

3.45 Esimerkki. Néaytetddn, ettd jos jokainen kreikkalainen on ihminen, ja jokainen
ihminen on kuolevainen, niin jokainen kreikkalainen on kuolevainen.

Todistus. Olkoon x mielivaltainen. Oletetaan, ettd x on kreikkalainen. Koska jokainen
kreikkalainen on my6s ihminen, niin koska x on kreikkalainen, x on ihminen. Koska
jokainen ihminen taas on kuolevainen, ja z on ihminen, niin = on kuolevainen. Jos x
siis on kreikkalainen, = on kuolevainen. Koska z oli mielivaltainen, viite pétee kaikilla
x, eli jokainen kreikkalainen on kuolevainen.

Muotoillaan sama luonnollisena péadttelyna. Kaytetadn predikaattisymbolia F merk-
kaamaan kreikkalaisia, I ihmisid ja K kuolevaisia.

8
1
~
=
S~—
<C
N
~
==

1
=
S
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Eksistenssikvanttori

Yleinen tapa osoittaa jonkin asian olemassaolo on konstruoida jokin olio ja néyttaa,
ettéd se tosiaan on halutunlainen. Tdmé& on idea eksistenssikvanttorin tuontisddnnossa:

o(t/z;) .
Jx;p

Jos olemme néytténeet, ettd termin ¢ merkitsemélld alkiolla on jokin ominaisuus, niin
tieddmme, ettéd on olemassa jokin alkio, jolla on tdmé& ominaisuus.

Esimerkiksi jos Sokrates on mies, ja jokainen mies on kuolevainen, niin on olemassa
ainakin yksi kuolevainen:

Ve (M(x) — K(x))

M(S) — K(S) M(S)
K(S)

dx K (z)

=l

Taménkin sddnnon kdyttoon liittyy rajoite: jos termisséd ¢ on muuttuja, joka olisi kaa-
vassa ¢(t/z;) kvantifioitu, ei sdantod voida kéyttdaa. Jos valitaan ¢ = VyT'(x,y), t =y
ja x; = x, saadaa virheellinen péittely

YyT (y,y) .
JvyT (x,y)

Jos esimerkiksi atomikaava T'(x,y) tulkitaan relaatioksi "z tuntee y:n”, niin oletus
VyT (y,y) ilmaisee, ettd jokainen ihminen tuntee itsensi. Tastéd ei tietystikddn voida
vetdd johtopa#atosta, ettd jokin ihminen tuntisi kaikki ihmiset, mita kaava JaVyT' (z,y)
vaittaa.

Eksistenssikvanttorin vientisdannossa

M

dz;p ¢
(0

vaatimuksena on, ettd muuttuja x; ei esiinny vapaana kaavassa 1, eikd sen péaéttelyyn
kéytetyissé oletuksissa, paitsi mahdollisesti kaavassa . Ideana on, ettd muuttujan x;
merkkaamasta alkiosta ei tiedetd mitddan muuta kuin ettéd se toteuttaa kaavan ¢. Jos
talloin voidaan pédtelld, ettd jokin muuttujaa z; mainitsematon véite 1 pétee, ja toi-
saalta tieddmme, ettd téllainen alkio x; on olemassa, voimme todeta, ettd kaavan 1)
tosiaan on padettiava.

Paatelladan esimerkiksi —Va; P(xq) oletuksesta Jxg—P(zg). Oletus siis sanoo, etté
16ytyy jokin alkio, joka ei ole relaatiossa P. Nimetédédn téatéa alkiota muuttujalla xg, eli
tieddmme, ettd P(zo). Edetddn vastaoletuksella: jos pétisi Va, P(z1), erityisesti pétisi
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P(zy). Néin saisimme ristiriidan P(z¢) A—P(z0). Voimme siis todeta, ettd on padettava
—|V:C1P(w1).
Sama luonnollisena padttelyna:

[V P(z1)]" .
P(z) [~ P ()]
P(xz¢) AN —P(x0)
Jz9—P(x0) =V P(x1)
=V, P(xq)

N

-I,1

JE,2

Eksistenssikvanttorilla voidaan siis tavallaan "ottaa kiinni” jostakin kaavan ¢ to-
teuttavasta alkiosta, eli antaa sille nimi, jolla siitd voidaan puhua.

Identiteetti?

Identiteettiin liittyvat sddnnot tuskin kaipaavat kummempaa selittelyd. Kolme en-
simméistd sanovat, ettd relaatio = on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen (siis
ekvivalenssirelaatio). Neljds sddnto kuvaa sité, ettd mikali kaksi asiaa ovat samat, niin
niilld on kaikki samat ominaisuudet, ne siis toteuttavat kaikki samat kaavat. Saannon

t=t

avulla voidaan aina paételld ¢ = t mille tahansa termille ¢. T&lloin ei tarvita edes
oletuksia, silld viiva kaavan t = t padlla, tarkoittaa sitd, ettd kaava ¢t = ¢ on tosiaan
saatu padttelysaannolla, eiké se ole oletus. Esimerkiksi paattely

o = X
\V/ZE()(IO = :L'())

vI

osoittaa, ettd () - Vag(zg = o).
Padttelysdiantojen = 2 ja = 3 avulla voidaan esimerkiksi pédtella ettd jos o = a3
ja xg = T9, niin 1 = T9:

Lo =71
1 =g =~ Top= T2 5
T1 = To o

Saanto = 4 on "liha luiden ympérilld” identiteettiin liittyvéassd pééttelyssia. Mie-
titddn esimerkiksi oletuksia VaoVai(xg = x1), JrsP(z3) ja Jry—P(x4). Néistd en-
simméinen sanoo, ettd jos mallista valitaan kaksi alkiota milla tahansa tavalla, niin
ne ovat itse asiassa sama alkio. Tamé& pétee mallissa tietysti vain silloin, jos siinéd ei
ole kuin yksi alkio. Kaksi muuta kaavaa taas ilmaisevat, etta 16ytyy jokin alkio joka on
symbolilla P nimetyssé relaatiossa ja jokin alkio, joka ei ole. Jos mallissa kuitenkin on

2Kirjassa [JohLog] luonnolliseen péittelyyn ei oteta mukaan identiteettisiintojd, vaan erityiset
identiteettiaksioomat, jotka saa aina olettaa.
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vain yksi alkio, ei téllaisia alkiota voi 16ytyd. Péételldén —Va oV, (zg = x1) oletuksista

Ell'gp(.xg) ja 3.1'4_|P(£E4)2

[VﬁoV£1(l’0 = $1>]2 vE
Vxl(azg = 231)
[P(Sl,’g)] T3 = X4 4 VE

P(.T4) E.1
" =P ()

P(ZL’4) VAN _|P(JZ4) I2
ﬁon‘v’xl(xo = 171) 3E73

N

3[[’4_|P(£L'4)

_'\Vlfovxl (l’o = .’L’l)

3.46 Esimerkki. Olkoon L = {E} verkkojen aakkosto ja

Tgeaph = {V2=E(z,2),VaVy(E(z,y) — E(y,z))} .

Joukkoa Tgapn sanotaan verkkojen teoriaksi. L-malli on siis verkko jos ja vain jos se

toteuttaa joukon Tyapn lauseet.
Osoitetaan, ettd jos verkon jokaisesta pisteestd menee viiva jonnekin, niin verkossa

on vahintdédn kaksi pistetta. Siis Tyapn - VeIyE(x,y) — Jzdy—z = y.

Todistus. Paattely voisi edeté esimerkiksi nédin: Oletetaan, ettd jokaisesta pisteestd me-
nee viiva jonnekin. Olkoon zx jokin verkon piste. Tall6in pisteestd = menee siis viiva
johonkin pisteeseen y. Jos pétisi x = y, pisteestd x menisi viiva itseensé, mutta néin ei

kuitenkaan verkossa voi kdydéi. Siis z # y, eli verkosta 16ytyy kaksi eri pistetta.

Vastaava luonnollinen péaéttely olisi

w=y' [E@yl’  VioEz)
E(z,x) —FE(z,x) ,
N
E(z,z) N —=E(z,x) -
= y h
Vo 3y E(x, )] o=y
JyE(z,y) Jady~r =y _ .
Jdrdy—x =y Lo

VeIyE(z,y) — JxTy—z =y
OJ

3.47 Esimerkki. Tyupn F ~32VyE (2, y). Verkossa ei siis ole pistetté, josta menisi viiva
jokaiseen pisteeseen, silla pisteesté ei tietenkdédn voi menné viivaa pisteeseen itseensé.
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Todistus.

VyE(.y)  VanE(rx)
E(z,x) -FE(z,x)
, E(z,x) /\;E(:c,x) ﬁI
BaVyE(z, y)] V=V
Y=Yy 7 y=9
y=yAy=y _
~JaVyE(z, y)

1.2

Téssa paattelyssa kaavan -y = y tuonti on tekninen kikka. Pa&ttelyssa padllimméisena
ideana on muoto

VyE(z, y)]l Ve—FE(z,x)

By E(z, y)] ristiriita -
ristiriita
—JaVyE(x,y)

1,2

Halutuksi ristiriidaksi ei kuitenkaan voida valita kaavaa E(z,z) A =E(z, ), silld muut-
tuja x esiintyy tédssd vapaana, joten sddntod JFE ei voida soveltaa. O]

3.9 Predikaattilogiikan eheys- ja tdydellisyyslauseet

Kuten propositiologiikassa, eheys- ja téaydellisyyslauseet osoittavat, ettd paattelymme
tekee juuri sen, mitd haluammekin sen tekevin: todistaa kaikki totuudet eikd mitdan
muuta.

Eheyslause

3.48 Lemma. Olkoon M L-malli, s tulkintajono, x; muuttuja ja ¢t sekd t' termeja.
Talloin s(t(t'/x;)) = s(s(t')/z;)(t).

Todistus. Jos t = wx;, s(t(t'/x;)) = s(t')
s(t(t' /) =
s(s(t')/2:)(1).

3.49 Lemma. Olkoon ¢ L-kaava, x; muuttuja ja t termi, ja oletetaan, ettéd termi ¢ on
vapaa muuttujalle x; kaavassa ¢. Télloin milla tahansa L-mallilla M ja tulkintajonolla
s

= s(s(t')/x;)(t). Jos t = z; jollakin j # i,
s(z;) = s(s(t')/z;)(t). Jos t = c jollakin ¢ € L, s(t(t'/x;)) = M E

M s p(t/x;)  jos ja vain jos M Eqst)/z,) ¢-
Todistus. Todistetaan viite induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen.
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1. Oletetaan aluksi, ettd ¢ on atomikaava, eli joko muotoa t; = to tai R(ty,...,t,).

Jos p =1t = to,

M o(t/z) = s(ti(t/z)) = s(ta(t/zi))

= s(st) /@) (t1) = s(s(t) /) (t2)
= M sz P

Jos taas ¢ = R(ty,...,t,),

M, p(t/z) <= (s(ti(t/zy)), ..., s(ta(t/z;))) € RM
= (s(s(t)/z)(tr), .., s(s(t)/xi)(tn)) € RM
— M |: (t)/z;s) P-

2. Todistetaan konnektiiveihin liittyvistd induktioaskelista ainoastaan — ja A. Muut
voidaan todistaa samoin. Jos ¢ = =),

M = o(t/x;) M s () (t/ ;)
M = —(t/x;)
M (@) /20 ¥

M Esst) /1) -

TEILT

Jos p =1 N0,

M =5 o(t/ ;) M =5 (O A O)(t/ i)

M s (t/x;) NO(t)x;)

M s ¥(t/z;) ja M =, Q(t/l‘,)
= M Eysy/an) ¥ Ja M Egs)/e0

M ):s (t)/z:) P-

(N

1T

3. Oletetaan nyt, ettéd ¢ = V9 ja oletetaan, ettd viite pétee kaavalle 1. Jos x; = x5,
el muuttuja z; esiinny vapaana kaavassa ¢, joten p(t/x;) = ¢. Talloin tulkinta-
jonon muuttujalle z; antama arvo ei myoskéddn vaikuta kaavan ¢ totuuteen, eli

ME;p(t/x;) — MEsp
~— M ): (t)/zi) P-

Jos z; # xj, koska termi ¢ on vapaa muuttujalle z; kaavassa ¢, ei termissé ¢ voi
esiintyd muuttujaa x;. Liséksi termi ¢ on vapaa muuttujalle z; myds kaavassa .
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Talloin

M =5 o(t/x;) M s V(¢ (8 2:))

jokaisella a € M, M ):s(a/zj) Y(t/x;)
jokaisella a € M, M Eg(a/z;)(s(a/a;) ) /e:) ¥
jokaisella a € M, M =q(a/a;)(s(t))2:) ¥
jokaisella a € M, M ):s(s(t)/zi)(a/:vj) (0

M Ess) /) @

[

i.o

11717

Eksistenssikvanttoria koskeva induktioaskel voidaan todistaa samoin.
O]

Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus on rakenteeltaan samanlainen kuin pro-
positiologiikan eheyslauseen. Téarkein osa todistusta on seuraava lemma, jota proposi-
tiologiikassa vastasi lemma Koska konnektiiveihin liittyvat paattelysadnnot ovat
molemmissa logiikoissa tdysin samat, niihin liittyvét induktioaskeleet ovat kdytdnnossa
samat kuin lemmassa 2.37

3.50 Lemma. Olkoon P péittely, jonka oletusten joukko on p ja johtop#dtos .
Talloin Xp = .

Todistus. Jos padttely P on triviaali paéttely, jonka ainut oletus on ¢ ja johtopa&tds ¢.
Jos M toteuttaa tulkintajonolla s kaikki joukon ¥p oletukset, niin se toteuttaa kaavan
w. Siis YXp = . Konnektiiveihin liittyviin paattelyaskeliin liittyvét induktioaskeleet
voidaan todistaa kuten lemmassa 2.37

Osoitettavaksi jaa kvanttoreihin ja identiteettiin liittyvit induktioaskeleet.

P
Oletetaan siis, ettd véite patee padttelylle ZZ . Olkoon Q padttely ¢ , missa
V)

x; el esiinny vapaana padttelyn P oletuksissa.

Padttelyissa P ja Q on samat oletukset. Olkoon M malli ja s tulkintajono, jotka
toteuttavat kaikki paattelyn O oletukset. Olkoon a € M mielivaltainen. Koska x;
ei esiinny vapaana pééttelyn P oletuksissa, myos tulkintajono s(a/z;) toteuttaa
ne, joten induktio-oletuksen nojalla M F=(,/s,) ¥. Siis milld tahansa a € M

M ):s(a/ri) wa

joten M =, V1), Siis viite patee myos padttelylle Q.

P
Oletetaan, ettd viite pétee péadttelylle P . Olkoon Q paittely Vx|
v (1)

misséd t on vapaa muuttujalle x; kaavassa . Oletetaan, ettd M ja s toteuttavat
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kaikki paattelyn Q oletukset. Namé ovat samat kuin paittelyn P oletukset, joten
induktio-oletuksen nojalla M =, Va;¢. Siis milld tahansa a € M, M |=4q/a,) ¥
erityisesti

Koska ¢ on vapaa muuttujalle x; kaavassa ¢, lemman nojalla M =, o(t/x;),
joten viite patee myos padttelylle Q.

Oletetaan, ettd viite patee paattelylle ZZ , missd t on vapaa muuttujalle z;

P
kaavassa . Olkoon Q paittely o(t/x;) . Oletetaan, ettd M ja s toteuttavat
dx;p
kaikki paattelyn Q oletukset. Ndméa ovat samat kuin péadttelyn P oletukset, jo-
ten induktio-oletuksen nojalla M =4 ¢(t/x;). Koska ¢t on vapaa muuttujalle x;
kaavassa , lemman nojalla M =(s)/z,) - Téten M =, Jz;0, joten viite
pétee padttelylle O.

2
Oletetaan, etté viite pétee padttelyille Elfgp ja @ , missd x; ei esiinny vapaa-
na kaavassa 1) eikd padttelyn Q oletuksissa kaavaa ¢ lukuunottamatta. Olkoon
]

R paattely EIP 3 . Oletetaan, ettd M ja s toteuttavat kaikki padttelyn R
TP

oletukset. Erityisébsti ne toteuttavat kaikki péadttelyn P oletukset, joten induktio-
oletuksen nojalla my6s kaava dx;p toteutuu. Loytyy siis jokin a € M, jolla
M Ega/z) - Koska x; ei esiinny vapaana padttelyn Q oletuksissa, myos s(a/x;)
toteuttaa ne. Tulkintajono s(a/x;) toteuttaa siis kaikki padttelyn Q oletukset, jo-
ten induktio-oletuksen nojalla M ):S(a /z) V. Koska x; ei esiinny vapaana kaavassa
1, M =5 1, joten viite pitee myos padttelylle R.

Milld tahansa termilld ¢, mallilla M ja tulkintajonolla s, M =, t = ¢, joten

padttelyn 7 —7 oletuksista (joita ei ole) seuraa loogisesti ¢t = t.

P
Oletetaan, ettd viite patee pédttelylle ; 7_3 . Olkoon Q pédttely =
o U=t
Oletetaan, ettd M ja s toteuttavat piaattelyn Q oletukset. Namé ovat samalla
péaittelyn P oletukset, joten induktio-oletuksen nojalla M =, t = u, eli s(t) =

s(u). Talloin tietysti s(u) = s(t), joten M |5 u = t.

Oletetaan, ettéd véite patee seké péaittelylle ; 7_3 o ettd paittelylle y Q ;
1 =12 2 = 3
P Q

. Olkoon R péaéttely ¢, =ty t9 =13 . Oletetaan, ettd M ja s toteuttavat
tl = t3
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paattelyn R oletukset. Siispa péadttelyiden P ja Q oletukset toteutuvat, joten
induktio-oletuksen nojalla M |=¢ t1 = t3 ja M |54 to = t3. Siis s(t1) = s(ta)
ja s(ta) = s(ts), joten s(t1) = s(t3), joten M =, t; = t5. Siis viite patee myos
paattelylle R.

Oletetaan, ettil viite pitee sekil piittelylle  © . etti padttelylle ,
t=u o(t/x;)
ja sekd termi t ettéd termi u on vapaa muuttujalle x; kaavassa ¢. Olkoon R péaéttely
P Q
t=u @(t/x;) ,]jaoletetaan, ettd M ja s toteuttavat padttelyn R oletukset. Siis
o(u/z;) . .

seké paattelyn P etta paattelyn Q oletukset toteutuvat, joten induktio-oletuksen
nojalla M |, t = u ja M [, o(t/x;). Lemman nojalla M =)/ ©-
Koska s(t) = s(u), M Egs@)/e) ¥, ja edelleen lemman nojalla M =
o(t/x;), joten viite pétee padttelylle R.

]

Predikaattilogiikan eheyslause. Jos X - ¢, niin X = ¢.

Todistus. Oletetaan, ettd X F . Siis on olemassa luonnollinen padttely P, jonka ole-
tusten joukko Xp siséltyy joukkoon X. Olkoon M malli ja s tulkintajono, ja oletetaan,
ettéd jokainen joukon ¥ kaava toteutuu mallissa M tulkintajonolla s. Erityisesti joukon
Yp kaavat toteutuvat, ja ¢ on niiden looginen seuraus, joten M = ¢. O
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A Disjunktiivinen normaalimuoto

Normaalimuodolla tarkoitetaan tiettyjd syntaktisia ehtoja tayttavaa lausetta. Yleensa
jokaista lausetta kohti on olemassa ekvivalentti normaalimuotoinen lause, ja lauseiden
semantiikka tutkittaessa ei tietysti ole vilid, mitd ekvivalenteista lauseista kidytetaén.
Normaalimuodon etuna saattaa olla esimerkiksi yksinkertaisempi rakenne, jolloin
lauseen kisittely algoritmisesti saattaa vaatia vihemmaén aikaa tai yksinkertaisemman
algoritmin.

Kaytdamme kappaleessa sovittuja lyhenteité.

A.1 Disjunktiivinen normaalimuoto

A.1 Maaritelma. Propositiolausetta, joka on joko yksittdinen propositiosymboli tai
yksittédisen propositiosymbolin negaatio, sanotaan literaaksi. Propositiolauseen sano-
taan olevan disjunktiivisessi normaalimuodossa, mikéli se on muodostettu dis-
junktiolla lauseista, jotka on muodostettu konjunktiolla literaaleista.

Edellisessd madritelméssa sallitaan ”surkastuneet konjunktiot ja disjunktiot”; eli
tilanteet, jossa konjunkteja tai disjunkteja on vain yksi. Talloin siis ”konjunktio” tai
"disjunktio” tésté lauseesta on vain lause itse.

A.2 Esimerkki. Seuraavat lauseet ovat disjunktiivisessa normaalimuodossa.

(po A =p1) V (p1 A —po) PoV —pa V (ps A —p1)
(p1 Ap2) V (=ps Aps) V (ps Aps Aps)  (po A —pr) V pr V (po A —pr)
(Po Apo A po) V (—po A —po) Po NP3

A.3 Lause. Jokaista propositiologiikan lausetta B kohti on olemassa disjunktiivisessa
normaalimuodossa oleva lause A, jolla A < B.

Todistus. Olkoon B propositiologiikan lause. Olkoon n suurin luku, jolla symboli p,_1
esiintyy lauseessa B. Olkoon Tp lauseen B n-paikkainen totuusfunktio. Lauseen [2.24]
todistuksessa konstruoitiin lause A, joka on disjunktiivisessa normaalimuodossa, ja jolla
Ty =Tg. Talloin A < B. O

Propositiolauseen kanssa ekvivalentteja disjunktiivisessa normaalimuodossa olevia
propositiolauseita on tietysti useita. Jos esimerkiksi lause A on disjunktiivisessa nor-
maalimuodossa, niin myos lause AV A on. Tietysti A < AV A.

A .4 Esimerkki. Seuraavassa taulukossa on annettu joitakin propositiologiikan lausei-
ta, ja niiden kanssa ekvivalentteja disjunktiivisessa normaalimuodossa olevia lauseita.

Lause Disjunktiivinen normaalimuoto
(po — p1) —po V p1
=(po — p1) Po N\ p1
(p1 ¢ p2) (P1 Ap2) V (21 A —p2)
(po A (1 V p2)) (po Ap1) V (po A p2)
(po > (1 <> —p2)) (Po Ap1 A=p2) V (po A —p1 Apa) V (mpo Apy A
p2) V (=po A =p1 A pa)
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A.2 Sovelluksia tietojenkisittelytieteeseen

Yleisesséd tapauksessa voi olla hyvinkin tyolastd selvittdd, onko jokin propositiolause
ristiriita. Erds tapa tehdd tdmé&, on totuustaulu. Totuustaulusta voi kuitenkin tulla
valtava suhteellisen yksinkertaisillakin propositiolauseilla, jos niissé esiintyy monta eri
propositiosymbolia. Esimerkiksi lauseen

((po A (p1 = =(p2 V p3))) = (P6 V (—pa < ps)))

totuustaulussa olisi jo 27 = 128 rivid. Pahimmassa tapauksessa totuustaulun
piirtdmiseen menee siis eksponentiaalinen méadra aikaa suhteessa lauseen pituuteen.
Téatéa voi tietysti optimoida, eihén koko totuustaulua valttamatta tarvitse piirtéda, jos
huomataan, ettd jollakin taulun rivilla lause toteutuu. Toinen tapa ratkaista ongelma
on piirtda lauseen semanttinen puu, mutta pahimmassa tapauksessa tdmékin vie eks-
ponentiaalisen médrin aikaa.

Onkin tunnettua, ettd ongelma ”selvitd, toteutuuko lause A jollakin totuusjakau-
malla”, tuttavallisemmin SAT, on NP-tédydellinen, eli kiytdnnossd nykymenetelmin hy-
vin hankala ratkaista. Yleisessd tapauksessa polynomiaikaisesti tdhén kysymykseen oi-
kein vastaava algoritmi olisikin vastaus P=NP -ongelmaan, jonka ratkaisusta Clay -
instituutti on luvannut miljoonan dollarin Millenium -palkinnon.

Mikali lause A on disjunktiivisessid normaalimuodossa, ongelma kuitenkin yksinker-
taistuu huomattavasti. Lause A = A; V Ay V...V A, nimittdin toteutuu jos ja vain
jos jokin disjunkteista A; toteutuu. Téllainen disjunkti A; = ¢1 A g2 A ... A @, missé
q,---,qm ovat literaaleja, taas toteutuu tédsmailleen siind tapauksessa, etté se ei sisilla
mink&édn konjunktina olevan propositiosymbolin negaatiota. Tamé& syntaktinen kritee-
rio voidaan tarkistaa helposti polynomiajassa.

Erés tapa ratkaista SAT on tietysti muuttaa lause A ensin ekvivalentiksi disjunktii-
visessa normaalimuodossa olevaksi lauseeksi, ja tarkistaa sitten, 16ytyyko mistdéan dis-
junktista seké propositiosymbolia, ettd sen negaatiota. Télla ratkaisulla ei kuitenkaan
miljoonia vield tienata, silla lauseen muuttamista disjunktiiviseen normaalimuotoon ei
yleisesti voida tehdé alle eksponentiaalisessa ajassa.

B Rakenteellinen induktio ja rekursio
Téssé kappaleessa tutustumme tarkemmin rakenteelliseen induktioon, johon torméa jat-

kuvasti matemaattisessa logiikassa. Rakenteellisella induktiolla ja rekursiolla on sovel-
luksia my0s teoreettisessa tietojenkasittelytieteessé seké diskreetisséd matematiikassa.

B.1 Induktio

Olkoon X joukko, ja F joukko funktioita, joista jokaisen maalijoukko on X, ja
lahtojoukko X™ jollakin n > 0. Télloin sanotaan, ettd F on joukon X funktioperhe.
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B.1 Maiéaritelma. Olkoon X joukko ja F joukon X funktioperhe. Joukon A C X
F-kuva FA on joukko
AU {f(@):ae A*'},
feF
missd #f tarkoittaa funktion f paikkalukua, eli #f =n < f: X" — X. Joukon A
F-sulkeuma clz(A) on joukko
A

neN

missd Ag = A ja A, = FA,.

Joukon A F-sulkeuma on siis pienin joukon X osajoukko, joka siséltdé joukon A,
ja on suljettu kaikkien joukon F funktioiden suhteen. F-sulkeuman kisite on hyvin
luonnollinen. Muutama esimerkki:

B.2 Esimerkki. Olkoon X =R, S: R —» R, S(z) = z+1, ja F = {S}. Télloin joukon
{0} F-sulkeuma on
(01U {0,1}U{0,1,2}U... =N,

B.3 Esimerkki. Olkoon G ryhmi. Olkoon f: G? — G, f(z,y) =z -y, g: G — G,
g(x) =271 ja F = {f, g}. Tillin minki tahansa osajoukon F-sulkeuma on tismilleen
kyseisen joukon virittdma aliryhmé.

B.4 Esimerkki. Olkoon V reaalikertoiminen vektoriavaruus. Olkoon f: V2 — V vek-
toreiden yhteenlasku ja olkoon jokaisella a € R ¢,: R — R skalaarikertolasku alkiolla
a, eli g,(x) = ax. Olkoon nyt F = {f}U{g.: a € R}. Téll6in mink4 tahansa osajoukon
F-sulkeuma on kyseisen joukon virittdmé aliavaruus.

B.5 Esimerkki. Olkoon M kaikkien symboleista ), (,—, A, V,—, <> sekd propositio-
symboleista muodostettavien dérellisten merkkijonojen joukko. Méaaritellddn seuraavat
funktiot:

for M —- M [ (A)=-A

fa: M?*>—= M  fi(A,B)=(AAB)

fv: M*—- M f,(A B)=(AV B)

fo:M*—> M f,(A B)=(A— B)

fo:M?*—> M fo(A B)= (A« B)

Olkoon F = {f-, fa, fv, [, fo} ja P C M kaikkien propositiosymboleiden joukko.
Télloin joukon P F-sulkeuma on kaikkien propositiolauseiden joukko.

Rakenteellinen induktio. Olkoon X joukko, F sen funktioperhe ja A C X. Olete-
taan, etti Y C clg(A) on sellainen, etti A C Y ja jokaisella f € F, #f = n, jos
ai,...,a, €Y, niin f(ay,...,a,) €Y. Tilloin Y = clz(A).

Todistus. Riittda ndyttéad, ettd clr(A) C Y. F-sulkeuman mééritelmén nojalla

clr(A) = | ] A,
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missd Ay = A ja A1 = FA,. Naytetdan induktiolla, ettd A, C Y jokaisella n € N.
Oletuksen nojalla Ay C Y, joten alkuaskel on selvd. Oletetaan sitten, ettd A, C
Y. Olkoon a € A, = FA,. Talloin siis 1oytyy funktio f € F, #f = m ja alkiot
ai, ... 0y, € Ay, joilla a = f(aq,...,a,). Induktio-oletuksen nojalla A, C Y, joten
oletuksen nojalla a € Y. Siis A,,41 C Y.
Induktioperiaatteen nojalla A,, C Y jokaisella n € N, joten clz(A) C Y. O

B.6 Esimerkki. Olkoon G ryhmi, f: G> — G ryhmin laskutoimitus, ¢: G — G,
g(z) =271 ja F = {f,g}. Olkoon A C G sellainen osajoukko, etti jokaisella a € A ja
x € G pitee ax = za. Télloin joukon A virittdma aliryhmé on vaihdannainen.

Todistus. Koska joukon A virittdmé aliryvhmé on clz(A), voimme kiyttaéd rakenteel-
lista induktiota. Olkoon X = {z € clz(A): ax = za jokaisella a € clx(A)}. Oletuksen
nojalla A C X.

Olkoon z € X ja a € cl(A). Koska ar = za, niin kertomalla alkiolla 2! saadaan
v~ ta = azx™!, eli ag(x) = g(x)a, joten g(z) € X.

Olkoon sitten z,y € X ja a € clg(A). Koska ay = ya, niin zay = xya, ja koska
ra = ax, niin axy = zya, eli af(x,y) = f(x,y)a, joten f(z,y) € X.

Siis rakenteellisen induktion nojalla X = clz(A), eli kaikki joukon X alkiot kommu-
toivat keskendén. O

B.2 Rekursio

Induktio ja rekursio kulkevat aina k&sikk&in. Siind missé induktio on tapa todistaa
asioita, rekursio on tapa méaéritella asioita. Myos luonnollisten lukujen rekursiiviset
madritelmét yleistyvat rakenteellisiksi.

Esimerkiksi propositiologiikan lauseiden totuus mééritellasn rekursiivisesti: lauseen
(po — —p1) totuusarvo jollakin totuusjakaumalla riippuu lauseiden pg ja —p; totuusar-
voista samalla jakaumalla, ja lauseen —p; totuusarvo riippuu lauseen p; totuusarvosta.

Tutkitaan seuraavaa tilannetta: X on joukko, ja F sen funktioperhe. Olkoon A C X
ja oletetaan etta clg(A) = X. Olkoon Y jokin joukko. Haluamme mééritelld funktion
f: X — Y rekursiivisesti, eli tieddimme, mitd funktion arvojen tulee olla joukon A
alkioilla, ja ettd miten joukon F funktioiden soveltaminen vaikuttaa néihin arvoihin.

B.7 Esimerkki. Méaéritelladn funktio f: N — N seuraavasti:
1. f(0)=1
2. fln+1)=2-f(n)

Sama hieman monimutkaisemmin ilmaistuna: Olkoon X = N, F = {S}, missd S(n) =
n+1, ja A= {0}.

1. f(a) =1 jokaisella a € A
2. Mikéli f(n) =y, niin f(S(n)) =2y
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Néin saatu funktio f on tietysti funktio f(n) = 2".

B.8 Esimerkki. Olkoot M, F ja P kuten esimerkissi [B.5] Olkoon v: N — {0,1}

mielivaltainen funktio. Mééritelladn funktio ¢: clz(P) — {0, 1} rekursiivisesti:

1.

~+

pi) = v(1) jokaisella p; € P

(
2. t(f-(A)) =1-1(A)
3. t(fa(A, B)) =1 jos t(A) = t(B) = 1, muulloin ¢(fA(A, B)) =0
4. t(fv(A, B))
5. t(f= (A,
(

B)
6. t(fo(A, B)) = 1 jos t(A) = ¢(B), muulloin t(f.. (4, B)) = 0

0 jos t(A) = t(B) = 0, muulloin t(f, (A4, B)) =1
)=0jos t(A) =1jat(B) =0, muulloin ¢t(f_(A,B)) =1

Nain maéritellyn funktion arvo ¢(A) on tietysti lauseen A totuusarvo jakaumalla v, jota
olemme tottuneet merkkaamaan v[A], tdmé uusi méadritelmé on vain hieman formaa-
limpi.

Madéritellddan toinenkin funktio r: clz(P) — N rekursiivisesti:

1. 7(A) = 0 jokaisella A € P.
2. r(f-(A) =1+r(A)
3. r(falA; B)) = r(fu(A, B)) = r(f+(A, B)) = 7(f (A, B)) = 1 + max(r(A), r(B))

Funktion r arvo yksittéisilld symboleilla on siis nolla ja aina kun sovelletaan jotakin
konnektiivia, funktion r arvo kasvaa yhdelld. r(A) on siis suurin lauseessa A olevien
sisdkkaisten konnektiivien lukumé&éré, eli lauseen A jasennyspuun korkeus.

Rekursiivisissa mééritelmissd on oleellista, ettd joko jésennyspuut ovat yk-
sikésitteisid, tai ettd eri jasennykset antavat médriteltdavélle funktiolle saman arvon.
Varoittava esimerkki seuraa. Olkoon X kaikkien symboleista — ja A sekd propositio-
symboleista p;: ¢ € N koostuvien merkkijonojen joukko. Maaritelldadn porpositiolausei-
den joukko A seuraavasti:

1. propositiosymbolit p; ovat porpositiolauseita
2. mikéli A on porpositiolause, niin = A on porpositiolause
3. mikéli A ja B ovat porpositiolauseita, niin A A B on porpositiolause

Porpositiolauseita ovat esimerkiksi pg, pg, po/Ap12, sekd =—pgA—peApg. Nyt jisennyspuut
eiviat kuitenkaan ole yksikésitteisid. On esimerkiksi epéselvid, onko porpositiolauseen
—p1 A—ps alussa oleva negaatio symbolin p; edessé, vai porpositiolauseen p; A—py edessé.
Lauseen voi siis jasentédd ainakin kahdella eri tavalla:
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Yritetddn esimerkiksi mééritelld esimerkin kaltainen funktio r, joka kertoo kun-
kin lauseen suurimman sisakkdisten konnektiivien méaréan:

1. 7(A) =0 jos A = p; jollakin i € N
2. r(mA) =1+r(4)
3. "(ANB) =1+ max(r(A),r(B))

Méaritelmé ei kuitenkaan toimi: Porpositiolauseen —p; A —py vasemmanpuoleisen
jasennyspuun mukaan arvon r(—p; A —pe) tulisi olla 2, silld r(—p;) = r(—p2) = 1,
eli max(r(—py),r(—-p2)) = 1. Oikeanpuoleisen jésennyspuun tulos on kuitenkin ristirii-
dassa tamén kanssa. Koska r(—py) = 1, r(p1 A =p2) = 2, joten arvon r(—p; A —p2)
tulisi olla 3. Siis mééritelmé ei anna porpositiolauseelle —p; A —psy yksikésitteista arvoa
funktiossa r.

Taméa ongelma poistuu, jos rakennepuut ovat yksikésitteisid, kuten esimerkik-
si propositiolauseiden maéaritelméssa. Vaikka rakennepuut eivit olisi yksikésitteisia,
joissain tapauksissa rekursiivinen méaritelma saattaa silti toimia. Jos nimittdin voi-
daan todistaa, ettd méédritelmé antaa funktiolle saman arvon riippumatta siitéd, mité
jasennyspuuta kidytetdan, méadritelmé toimii. Esimerkkinéd: méaritelldan funktio & por-
positiolauseiden joukosta luonnollisten lukujen joukkoon, niin ettd k(A) on kaikkien
lauseessa A olevien konnektiivien méari. Siis:

1. r(A) = 0 aina kun A = p; jollakin i
2. r(mA)=1+r(A)

3. "(AAB) = 1+4r(A)+r(B) (lauseessa AA B on siis kaikki lauseen A konnektiivit,
kaikki lauseen B konnektiivit seké néiden lisdksi yksi uusi konnektiivi A.)

Téalloin minké tahansa porpositiolauseen kaikki eri jasennyspuut antavat funktiolle &
saman arvon.
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