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Luku 1
Propositiologiikka

1.1 Johdanto

Tervetuloa Logiikka I kursille. Tdmén kurssin aikana
opimme logiikan perusteet. Kurssi on jaettu luentoihin,
ratkaistuihin tehtiviin ja tehtédviin joita voit itse ratkoa ko-
tona. Kurssi korostaa logiikan peruskisitteiden oppimista
ja menetelmié joita voi kayttdd ratkoessa logiikan tehta-
vid.

Talla luennolla aloitamme ensimmadisen tdmén kurssin
kahdesta aiheesta, nimittdin propositiologiikan. Proposi-
tiologiikka on menetelmd, jolla ymméarramme miten sa-
noja “ja”, “tai”, “ei”, jne kiytetddn arkikielessi ja tietees-
sd. Kurssin aikana l6yddmme jérjestelmaillisid tapoja tar-
kistaa, onko viite jossa kidytetddn niitd ns. konnektiiveja

korrekti vai ei.

On tirkedd ymmirtéa, ettd suurin osa kielestd, oli se sit-
ten jokapdivdistd tai tieteellistd, kdyttdd myos muita loo-
gisia késitteitd kuin ylld mainitut konnektiivit. Joten kun
keskitymme sanoihin “ja”, “tai”, “ei” jne, yksinkertais-
tamme radikaalisti. Tamé on kuitenkin erittdin kdytinnol-
linen yksinkertaistus! Myohemmin tdmén kurssin aikana

opimme, miten kisittelemme monimutkaisempia lauseita.

Logiikkaa kidytetddn nykyddn laajalti elektronisessa
maailmassa. Internet, tietokoneet, matkapuhelimet jne
kaikki pohjautuvat logiikkaan. Jossain méirin logiikka on
ihmisten ja tietokoneiden yhteinen kieli, mahdollisesti jo-
pa ainoa yhteinen kieli. Téten ei ole yllattavad, ettd logii-
kalla ei ole tirked asema vain matematiikassa ja filoso-
fiassa, vaan myos tietojenkaésittelytieteessi.

1.2 Propositiolauseet

1.2.1 Johdanto

Nyt selitimme késitteen propositiolause. Intuitiivisesti
propositiolause on viite, jonka kuvailee jotakin ilmitté tai
asiaa ja joka voidaan ajatella olevan tosi tai epétosi. Tédssd
on joitain esimerkkeji:

e £ <10

e 2 < 10— 22 <100

o (z=10ANy=12)A(z=4Vz=25)
e Sataa tai paistaa.

Ensimmaiset kolme ovat esimerkkejd luonnollisten lu-
kujen aritmetiikasta ja ovat tosia tai epétosia riippuen siitd
mitd z, y ja z ovat. Viimeinen esimerkki taas on luonnol-
lisesta kielesti ja on tosi tai epétosi riippuen yksinkertai-
sesti sdasti.

Kaikki lauseet eivit kuitenkaan ole propositiolauseita.
Esimerkiksi

e z+ 10

e sin(z)

e Lupaan, ettd hin tulee.
e Lopeta tuo!

Ensimmaiset kaksi ovat matemaattisia lausekkeita ja
vaikka niilld on arvo riippuen siitd minkd arvon x saa, ne
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eivit koskaan ole tosia tai epétosia. Kolmas lause on tosi-
aan lause, mutta sekiin ei ole propositiolause, silld se ei
ole tosi tai epitosi, toisaalta “Lupasin ettd hin tulee” olisi.
Viimeinen esimerkki on my0s lause, mutta sekiin ei ole
tosi tai epétosi lause.

1.2.2 Atomilauseet

Annamme nyt matemaattisen médritelméin propositio-
lauseelle. Tamén hyoty on siind, ettd voimme kdyttdd ma-
temaattisia keinoja tutkiessamme tillaisia kaavoja. “Ma-
temaattinen madritelma” tissi yhteydessi tarkoittaa kiy-
tannossd samaa kuin “tarkka médritelma”. Kun kieli maa-
ritelldédn tarkasti siitd tulee muodollista kieltd jota kukaan
ei juurikaan kéytd, paitsi tietokoneet, kun ne “ajattelevat”.

Yksinkertaisemmat propositiolauseet ovat propositio-
symboleja

Do, P1-P2; -

Kutsumme néitd propositiosymboleja myds atomilauseik-
Si.
Kun katsomme matemaattisia lauseita kuten

jos x < 10 niin z > 5jajos ei z < 10 niin x > 15,

niin atomilauseet ovat x < 10, z > 5 ja z < 15. Ni-
mi atomilauseet voitaisiin helposti vaihtaa symboleihin
Do, P1 ja p2. Ei ole mitdédn vilid, mitd p,, kdytimme, ku-
han olemme jirjestelmillisid. Kun korvaamme = < 10
symbolilla p;, menetimme tietoa, koska selvésti x < 10
kertoo meille enemmin kuin p;. Tdmi tiedon menetys
on olennaista propositiologiikassa. Menettimilld tietoa
saamme vapautta, mikd on hyodyllistd, kuten tulemme né-
kemiin. Joten ei kannata huolestua vaikka nékee tiedon
katoavan kun siirrymme matemaattisesta kielestd muo-
dolliseen propositiologiikan kieleen.
Seuraavassa lauseessa

Jos sataa, niin tuulee
ja jos tuulee, niin tulee pilvisté.

EEINY3

atomilauseet ovat “sataa”, “tuulee” ja “tulee pilvistd”. Ne
ovat atomilauseita koska niitd ei voida lyhentdd tai teh-
di yksinkertaisemmiksi. Propositiologiikan nidkokulmas-
ta niméa kolme atomilausetta voidaan korvata symboleilla
Do, P1, ja p2 ja mikéddn ei juuri muuttuisi.

Tidssd vaiheessa moni ihmettelee miten voi ottaa niin
konkreettisia lauseita kuten “tuulee” tai “sataa” ja korvata

LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

ne teknisilld sisdllyksettomilld symboleilla ja silti vaittdd
ettd lause kertoo meille jotain. Tervetuloa propositiologii-
kan maailmaan! Vaikka lauseesta puuttuu alkuperiiset sa-
nat ja siind on pelkkii symboleja, ndemme lauseen loogi-
sen rakenteen.

1.2.3 Propositiologiikan symbolikieli

Propositiologiikan symbolit ovat:

Negaatio - el
Konjunktio A ja
Disjunktio Vo tai
Implikaatio  —  jos...niin...

Ekvivalenssi <> ...jos ja vain jos...

Nima ovat niin sanottuja konnektiiveja. Niitd kidytetddn
kun tehdddn atomilauseista monimutkaisempia proposi-
tiolauseita. Luonnollinen kieli kédyttdd nditd pienid sanoja
jatkuvasti, joten meilld on aika hyvd ymmirrys siitd mi-
td ne tarkoittavat. Tédstd riippumatta aiomme méidritelld ne
matemaattisesti, jotta voimme tutkia monimutkaisia pro-
positiolauseita.

On myos muita konnektiiveja, kuten “mutta”, “ellei”,
jne., mutta me keskitymme ylld mainittuihin tarkeimpiin.
On myos olemassa sanoja jotka vaikuttavat konnektiiveil-
td mutta eivit itse asiassa ole, kuten ‘“mahdollisesti” tai
“kunnes”. Kisittelemme myohemmin kysymystd, miksi
nditd sanoja ei voida kdsitelld samalla tavalla kuin ylla
mainittuja konnektiiveja. Sulkumerkkeja (,) kdytetdin sel-
keyden vuoksi.

Esimerkissi

jos z < 10, niin x > 5jajos ei x < 10, niin z > 15

ndemme kaksi implikaatiota, yhden negaation ja yhden
konjuntion.
Esimerkissd

Jos sataa, niin tuulee
ja jos tuulee, niin tulee pilvisté.

ndemme yhden konjunktion ja kaksi implikaatiota.

1.2.4 Propositiologiikan symbolikieli (jat-
koa)

Olemme nyt valmiita antamaan tarkan mééritelméin pro-
positiolauseille. Propositiolauseet ovat seuraavaa muotoa
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Pn
-A
(AN B)
(AV B)
(A — B)
(A B),

missd A ja B ovat propositiolauseita. Huomaa, etti sulku-
ja kiytetdiin kaikissa muissa tilanteissa paitsi negaatiossa.

Taméd on induktiivinen médritelmé siind mielessa et-
td rakensimme propositiolauseemme aloittamalla symbo-
leista pg, p1, ... ja soveltamalla niihin propositiologiikan
symboleita, =, A, V, — ja <>. Jos meilld on propositio-
lauseet A ja B jotka on tuotettu télld tavalla, voimme luo-
da uusia propositiolauseita lisadmalld negaation, konjunk-
tion, disjunktion, implikaation tai ekvivalenssin. Mitddn
muita propositiolausetta ei ole, ne kaikki luodaan téhin
tapaan.

1.2.5 Sulkumerkit

Sulkumerkkien rooli on osoittaa prioriteetteja ja auttaa
vilttdimadn episelvyyksid. Esimerkiksi, (A A (B V C))
merkitsee aivan eri asiaa kuin ((A A B) v C'). Ensin mai-
nittu on konjunktio kun taas jalkimméinen on disjunktio.
Témin takia emme salli propositiolauseita A A B v C
tai A — B — C. Sopivalla sulkumerkkien kaytol-
14 jalkimmadisestd voi tulla joko (A — (B — C)) tai
((A — B) — C). Muita episelvid propositiolauseita ovat
A—BACjaAvB—C.

Tiastd huolimatta on myos sulkumerkkejd jotka ovat
turhia. Maidritelméstimme johtuen propositiolauseissa
enemmin sulkumerkkejid kuin kdytdnnossd tarvitaan, ja
siksi teemme seuraavan sopimuksen sulkumerkeisti:

Sulkumerkit jéitetddn pois elleivit ne ole tarpeellisia
lauseen merkityksen sdilyttimisen kannalta. Niinpd A A
B A C tarkoittaa joko ((AA B)AC) tai (AN (BAC)).

Syy, miksi yleensi ei tarvitse tehdid eroa ((AAB)AC):n
ja (AN (BAC)):nvililld on se, ettd kun annamme kohta
propositiolauseille tdsmillisen sisdllon, huomaamme et-
td mainituilla lauseilla ei ole kdytinnossa eroa. Toisin sa-
noen, molemmat tarkoittavat, ettdi A, B ja C' ovat kaikki
tosia.

Jos jostain syysti on tirkeitd erottaa puhummeko ((AA
B) A C):std vai (A A (B A C)):sté, voimme tehdd sen
jattamalla sulkumerkit paikoilleen.
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Usein jatimme myos ulommaiset sulkumerkit merkit-
semattd, yksinkertaisuuden vuoksi.

1.2.6 Esimerkkeja

Tissd on joitain esimerkkejd propositiolauseista.

e Disjunktio: pg V p;. Tdmé on niin yksinkertainen

propositiolause kuin voi keksii, pelkkid atomilausei-
ta lukuun ottamatta. Huomaa ettd olemme jittineet
sulut pois, kuten sovimme. Eli virallisesti kaava on

(Po V p1).

Implikaatio disjunktion ja atomilauseen vililli: (p; V
p2) — ps. Intuitiivisesti kaava viittid, ettd jos jo-
ko p; tai po on totta niin sitten p3 on myos totta.
Koska emme ole vield médritelleet propositiolausei-
den tarkkaa siséltod, voimme antaa télle propositio-
lauseelle vain intuitiivisen merkityksen jonka saam-
me sanoista “tai” ja “jos...niin...”. Kun méaérittelem-
me propositiolauseet matemaattisesti, kdly ilmi ettéd
olemme jotakuinkin oikeassa intuitiivisella mééritel-
mallimme. Matemaattisessa midritelmassdmme kay
ilmi myos jotain muuta melko kiinnostavaa, mutta
nyt menemme liian paljon eteenpdin.

Disjunktion negaatio: —(p; V p2). Lauseen intuitii-
vinen merkitys on, ettd ei ole niin, ettd p; tai ps pi-
tdd paikkansa. Huomaa, ettd puhuessamme kidytam-
me intonaatiota ilmaistaksemme mihin sulut mene-
vit. Jos kaava olisi —p; V po, niin sen intuitiivinen
merkitys olisi ettd p; ei pidé paikkaansa tai po pitdd
paikkansa.

Konjunktio atomilauseesta ja kahden atomilauseen
disjunktiosta: po A (p1 V p2). Kun luemme kaavan,
luemme my6s sulkumerkit. Lisdksi, kun sanomme
intuitiivisen merkityksen me saatamme joutua selit-
tdmidn tarkemmin mitd tarkoitamme koska intonaa-
tio ei aina riitd. Joten voimme sanoa: Lauseen intui-
tiivinen merkitys on, ettd py on tosi, ja lisdksi joko
p1 tai po on tosi.

Implikaation negaatio: ~(p3 — (p2 — p1)). Tdmin
lauseen intuitiivinen merkitys on, etti ei ole niin, et-
td jos ps on tosi, niin jos p2 on tosi, niin p; on tosi.
Ei kannata teeskennelld, ettd tdtd on oikeasti helppo
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LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

Dn Prropositiosymboli
—-A Negaatio

(AN B) | Konjunktio

(AV B) | Disjunktio

(A — B) | Implikaatio

(A <> B) | Ekvivalenssi

Kuva 1.1: Propositiolauseita

ymmaértdd! Implikaatio ja negaatio ovat monimutkai-
sia toimintoja ymmartéa, varsinkin kun ne esiintyvét
yhdessé.

e Neljin kaavan disjunktio: (pg A p2 A ps) V (—p1 A
—p3 A =pa) V (—p1 A —pa Aps) V (po A —p3 A pa).
Tamin tyyppiset disjunktiot, pitkétkin, ovat varsin
yleisid, etenkin logiikan teollisissa sovelluksissa. T4-
mi voisi esimerkiksi hyvinkin kuvailla olosuhteita
jotka johtavat siihen, ettd auto sammuttaa itsensi.
Jokainen disjunkti voisi viitata auton eri mekaniik-
kaan, ja jos yksikin ndistéd on tosi niin auto sammuu.
Propositiosymbolijen merkitykset olisivat seuraavan
laisia: ldampomittari varoittaa ylilimpenemisestd, il-
manvaihto on tukossa, kdsijarru on péilli jne.

e Neljin kaavan konjunktio: (pg V —p1 V p2) A (p1 V
=ps V pg) A (mp1 V =pa V ps) A (po V p3 V pa).
Tamin tyyppiset konjunktiot ovat myos yleisid lo-
giikan teollisissa sovelluksissa. Esimerkkind voisivat
olla olosuhteet jotka sallivat junan liikkumisen. Jot-
ta juna voi liikkua, erityisten olosuhteiden pitidd pa-
ted. Propositiosymbolien merkitykset olisivat vaikka
seuraavanlaisia: vihred valo palaa, keltainen valo pa-
laa, punainen valo palaa, risteysvaroituksen valo pa-
laa, nopeus on yli 80 km/h jne.

1.2.7 Selitys propositiosymboleille

Keskittykddmme nyt yksinkertaisimpiin propositiolausei-
siin, eli propositiosymboleihin. Mitd varten ne ovat ja mi-
td hyoty4 niistd voi olla?

Muista, ettd propositiosymbolit merkitdin pg, p1, . . . ja
véittdvat yksinkertaisia asioita jotka ovat joko tosia tai
epitosia, kuten:

e Sataa.
e Lamppu palaa.

4 <10

o x <10

Ovi on kiinni.

Juna liikkuu.

Katkaisin on pailld

e Olen Roomassa

Kaikissa ylldmainituissa esimerkeissd on mahdotonta
analysoida lauseita pidemmalle kdyttamilld propositiolo-
giikan toimituksia. Yksinkertaisesti sanat “ja”, “ei”, “tai”,
“jos...niin..."“ ja “...jos ja vain jos...” eivit esiinny niissd
lauseissa.

Atomilauseen korvaaminen symbolilla p,, on hyvin sa-
mankaltaista kuin kuvailisi esineen nopeutta symbolilla v
tai massaa symbolilla m. Aino ero on siini ettd proposi-
tiosymbolit eivit kuvaa suuretta vaan asiaintilaa, onko jo-
kin tosi vai ei? Tédssd huomaamme logiikan ja muun mate-
matiikan eron. Logiikassa peruskisite on yksinkertaisesti
kysymys, onko viite tosi vai ei? Sitd varten matematiikan
peruskdsite on jonkin arvon suuruus ja mitattavuus. 1800
luvulla George Boole keksi ettd propositiologiikassa to-
tuus ja epétotuus voidaan ilmaista luvuilla 1 ja O ja nidin
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propositiologiikasta tulee osa yksinkertaista matematiik-
kaa.

1.2.8 Selitys negaatiosta

A:n negaatio, A, on yksinkertaisesti A:n kieltiminen.
Tidssd muutamia esimerkkeji:

e — Ovi on kiinni: Ovi ei ole kiinni: Ovi on auki
e — Sataa: Ei sada

e — 4 > 10: 4 ei ole suurempi kuin 10

Puhekielessd negaatio ei ole yhtd helppo kuin muo-
dollisessa propositiologiikan kielessd. Jos propositiolo-
giikassa haluamme kieltdd lauseen meidin tarvitsee vain
laittaa negaatiosymboli lauseen eteen. Puhekielessd taas
tdytyy miettid, mihin negaatiosymboli laitetaan. Jos se
menee viidrddn paikkaan, lauseen luultavasti silti ymmar-
tdd, mutta se voi kuulostaa oudolta.

Pitdd myd6s muistaa, ettd lauseen “— Ovi on kiinni” ne-
gaatio on itse asiassa “— — Ovi on kiinni”. Jos annam-
me symbolin pg tarkoittaa lausetta “Ovi on kiinni”, niin
silloin —pq tarkoittaa “— Ovi on kiinni” ja =—py tarkoit-
taa “—— Ovi on kiinni”. Voisi ajatella ettd kaksi negaa-
tio,symbolia kumoaa toisensa jolloin “~— Ovi on kiinni”
tarkoittaa samaa kuin “Ovi on kiinni”, mutta titd oletus-
ta ei voida tehdé ennen kuin miérittelemme minkélaisesta
propositiologiikasta puhumme koska esimerkiksi intuitio-
nistisen logiikkaan mukaan “—— Ovi on kiinni” ei tarkoita
samaa asiaa kuin “Ovi on kiinni”.

1.2.9 Selitys konjunktiosta

A:n ja B:n konjunktio, A A B, tarkoittaa yksinkertaisesti,
ettd sekd A ettd B ovat tosia. Lauseita A ja B kutsutaan
konjunkteiksi . Eli konjunktio AA B on kahden konjunktin
konjunktio. Tdssd muutama tyypillinen konjunktio:

e Sataa ja tuulee
e 4 <10ja7<3
e Ovi on kiinni ja juna litkkuu

Konjunktiot ovat helpoimpia meidén loogisista operaa-
tioistamme. Ne ovat todella yksinkertaisia.

15

1.2.10 Selitys disjunktioista

A:n ja B:n disjunktio, A V B, tarkoittaa intuitiivisesti si-
td ettd joko, A, B tai molemmat ovat tosia. A ja B ovat
disjunktion disjunkteja.

e Olen Roomassa tai olen hukassa.
e d<xtaiy <3

e Juna on asemalla tai juna liikkuu.

Disjunktioita voidaan kéyttdad kahdella eri tavalla. En-
simmdiinen tapa on inklusiivinen tapa. Talloin molem-
mat disjunktit voivat olla tosia. Esimerkiksi: “voit istua
englantilaisen vieressd tai voit istua loogikon vieressd”.
Molemmat viitteet voivat olla tosia, koska oletettavasti
englantilainen voi olla loogikko. Toinen tapa, miten dis-
junktioita voidaan kéyttid, on eksklusiivinen tapa. Télloin
vain yksi disjunkteista voi olla tosi. Esimerkiksi: “Voin
kantaa nelja pientd kassia tai yhden ison kassin”. Yleensi
suosimme inklusiivista disjunktiota kun valinta ei ole sel-
vi. Kun miirittelemme disjunktion matemaattisesti, maa-
rittelemme sen inklusiivisesti.

1.2.11 Selitys implikaatiosta

Implikaatio A:sta B:hen merkitsee intuitiivisesti relaatio-
ta “jos A niin B”. Huomaa, ettd timi relaatio ei kerro
B:std mitéddn jos A ei ole tosi. Implikaatiossa A:ta kutsu-
taan etujédseneksi tai (A — B):n hypoteesiksi, ja B:ti taas
kutsutaan takajdseneksi tai (A — B):n johtopitokseksi.
Kun implikaatiota kdytetdéin matemaattisessa tai luonnol-
lisessa kielessi se tarkoittaa, ettd A:ssa on jotain joka te-
kee B:sti totta tai, ettd A aiheuttaa B:n totuuden. Propo-
sitiologiikassa taas otamme hyvin yksinkertaisen asenteen
implikaatioon. Implikaation totuus perustuu tiysin A:n ja
B:n totuuteen riippumatta siitd, onko A:lla ja B:114 jokin
syysuhde. Se, ettd tdimd midritelma ei oikein toimi arki-
kielessimme, on hinta jonka joudumme maksamaan siitd,
ettd voimme kayttdd propositiologiikan muodollista kiel-
td. On toki muita muodollisia kielid jotka vilttivit timéin
ongelman, mutta niissd sitten ilmenee muita hankaluuk-
sia.
Téssd on joitain esimerkkejd implikaatiosta:

e Jos sataa niin kadut ovat mdrkid. Huomaa ettd ti-
ma lause ei sano mitdin kaduista silloin kun ei sada.
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Ehki kadut ovat kuivia kun ei sada, tai ehkd ihmi-
set kastelevat nurmikkojaan ja kadut ovat sen vuoksi
markid. Lause ei ilmaise mitdén véitteitd noista tilan-
teista. Lause yksinkertaisesti sanoo ettd jos sataa niin
silloin kadut ovat mirkid.

e Jos x < 3 niin x < 10. Lause vaikuttaisi olevan to-
si lause kokonaisluvuista. Tietenkin riippuen arvosta
jonka z ottaa, voi olla ettd x < 10 pitdéd paikkan-
sa vaikka z < 3 ei pitdisi paikkansa. Lause ei sano
mitddn tilanteesta jolloin z < 3 ei pidd paikkaansa.
Lause koskee vain tilanteita joissa x < 3.

e Jos juna liikkuu niin ovi on kiinni. TAma lause vaatii
hieman tarkempaa analyysia:

Annetaan pg:n olla atomilause
“Juna liikkuu”
ja annetaan p;:n olla atomilause
“Ovi on kiinni”.
Titen pg — p; tarkoittaa
“Jos juna liikkuu niin ovi on kiinni”.

Huomaa, ettd py — p; ei tee mitdédn viitettd tilanteista
missd juna ei liikku. Voimme kuvitella ettd junassa on tie-
tokone joka tarkistaa kolmen sekunnin vilein, etté turval-
lisuusmadrdykset tiyttyvat. Yksi ndistd turvallisuusmii-
rdyksistd voi olla pg — p;. Eli joka 3 sekuntia tietoko-
ne tarkistaa, onko juna liikkeelld. Jos juna ei liiku tieto-
koneen ei tarvitse tehdd mitdidn, mutta heti kun juna alkaa
liikkkua, ohjelman pitéé kiireisesti sulkea ovi, tai ovet. Toi-
sin sanoen ohjelma tarkistaa ettd pg — p1 on tosi. Jos pg
on epitosi, niin tietokoneella ei ole syytd huoleen, mutta
jos po on tosi, niin ohjelma yrittdé tehdid lauseen p; myos
todeksi. Tamé on implikaation todellinen merkitys logii-
kassa.

1.2.12  Selitys ekvivalenssista

A:n ja B:n ekvivalenssi, A <+ B, tarkoittaa intuitiivisesti
ettd A on totta jos ja vain jos B on totta. Tdssd on joitakin
esimerkkeja:

e Lamppu palaa jos ja vain jos kytkin on palla.
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e z < 10 jos javainjos x + 5 < 15.
e Ovi on lukittu jos ja vain jos juna liikkuu.

Kaikissa tapauksissa lauseen A <+ B intuitiivinen mer-
kitys on, ettid joko molemmat ovat tosia tai molemmat ovat
epitosia. Ekvivalenssi on suhteellisen helppo ymmirti,
verrattuna disjunktioon ja implikaatioon.

1.2.13 Paikonnektiivi

Padkonnektiivi on hyddyllinen késite kun puhumme pro-
positiolauseista. Piddkonnektiivin 16ytdminen on helppoa.
Piddkonnektiiveja ovat

—-A negaatio -
AANB  Kkonjunktio A
AV B disjunktio \%
A — B implikaatio —
A<+ B ekvivalenssi <«

Esimerkiksi lauseen (AV —~B) — (C'V D) pdikonnek-
tiivi on implikaatio.

Yleensi kaavan looginen analyysi aloitetaan tunnista-
malla sen padkonnektiivi. Tamén jédlkeen loogikko sitten
padttad mitd hidn tekee seuraavaksi. Sulkumerkkejé koske-
vien sddntdjemme takia voimme taata etti jokaisella kaa-
valla on yksi ja vain yksi padkonnektiivi. Toisin sanoen,
yksi henkild ei voi pidityd tulokseen ettd kaavan padkon-
nektiivi on disjunktio, kun joku toinen péityy tulokseen
ettd saman kaavan péadkonnektiivi on konjunktio.

1.2.14 Alikaava

Toinen hyddyllinen kisite on alikaava. Intuitiivisesti kaa-
van alikaavoja ovat ne kaikki pienemmit kaavat joista ky-
seinen kaava rakentuu.

Esimerkiksi:
Pn alikaava Pn
—-A alikaavat —A ja A:n alikaavat
ANB alikaavat A A Bja A:nja B:n alikaavat
AV B alikaavat AV Bja A:mja B:n alikaavat
A — B alikaavat A — B ja A:n ja B:n alikaavat
A<+ B alikaavat A <> Bja A:n ja B:n alikaavat

Esimerkiksi lauseen
(Po V =p1) = (p2 A p1)

alikaavat ovat: (po V =p1) — (p2Ap1), poV =p1, p2 Ap1,
Do, D1, P2, ja P1.



1.2. PROPOSITIOLAUSEET

Kaavojen yhteydessd my0s usein puhutaan vélittomistd
alikaavoista. Ne ovat yhtd helppoja 16ytdd kuin ylld mai-
nitut padkonnektiivit.

Esimerkki:
Prin viliton alikaava: -
-A:n viliton alikaava on A
AAB:n  vilittomit alikaavat ovat A, B
AV B:n  vilittomit alikaavat ovat A, B
A — B:n vilittomat alikaavat ovat A, B
A < B:n vilittomit alikaavat ovat A, B

Esimerkiksi, lauseen (poV —p1) — (p2 Ap1) vilittomét
alikaavat ovat (po V —p1) ja (p2 A p1).

Téten propositiolauseet aina rakentuvat liittamalla
vilittomiit alikaavat padkonnektiivilla. Timéa kuulostaa
niin yksinkertaiselta ettd joku saattaa kyseenalaistaa ti-
min tiedon hyddyn. Kaikki logiikan keskeiset menetel-
mit perustavat kuitenkin lauseiden vélittomien alikaavo-
jen analysointiin, joten kyll tdstd on hyotya.

On siis hyvd ymmartidi kisitteet padkonnektiivi ja véli-
ton alikaava.

Tulemme vield oppimaan:

e Totuuden méirddmiseen
e Luonnollisen paittelyn
e Semanttiset puut

Joten on hyvé osata kiyttdad padkkonnektiivin ja vilit-
tomén alikaavan konsepteja. Tdhédn pééttyy propositiolo-
giikan esinméinen luento. Seuraavassa luennossa késitte-
lemme totuustauluja.

1.2.15 Ratkotut tehtivit

Kokeilkaamme nyt ratkoa joitain tehtdvid, jotka liittyvit
oppimaamme materiaaliin.

Tehtéiva 1 Kirjoita lause
“Jos sataa, niin en ldhde ulos ilman sateenvarjoa.”
propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi.

Ratkaisu: Atomilauseet ovat “sataa” ja “lihde(n) ulos il-
man sateenvarjoa”. Nami ovat atomilauseita koska emme
voi koota niitd pienemmistd lauseista kdyttamalla tuttu-
ja konnektiiveja kuten “ei”, “ja”, “tai”, “jos... niin...” ja

“...Jos ja vain jos...”.
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Lause on muotoa py — —p; ja sen padkonnektiivi on
implikaatio.

Tassd ndemme ettd propositiologiikka yksinkertaistaa
luonnollisen kielen lauseita merkittidvésti. Propositiolo-
giikassa haluamme vain lauseen loogisen rakenteen ja til-
loinkin vain rakenteen jota propositiologiikka pystyy ka-
sittelemadn. O

Tehtéivi 2 Kirjoita lause
“Josy' = ax + by, niiny"’ = ax’ + by
propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi.

/9

Ratkaisu: Atomilauseet ovat y' = ax + by ja vy’ =
ax’ + by’. Niiden lauseiden sisdinen rakenne on selvis-
ti yhtdlon muodossa mutta propositiologiikka ei kiinnitd
tahdn huomiota.

Lause on muotoa py — pi ja sen padkonnektiivi on
implikaatio. O

Tehtéivi 3 Kirjoita lause

“Jos ovi ei ole kiinni tai juna on asemalla, niin vihred
valo palaa.”
propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja vilit-
tomdit alikaavat.

Ratkaisu: Tamai on hyvi esimerkki implikaation kaytos-
td luonnollisessa kielessd. Atomilauseet ovat:

e pg: ovi on kiinni
e p;:juna on asemalla
e p,: vihred valo palaa

Lause on muotoa (—pg V p1) — po. Sen piadkonnektiivi
on implikaatio ja sen vilittomit alikaavat ovat (—po V p1)
japs. O

Tehtéivi 4 Kirjoita lause

“Joko A ostaa Z:n ja Z ei osta U:ta, tai B ostaa sekd
Z:netti U:n.”
propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja viilit-
tomdt alikaavat.

Ratkaisu: Atomilauseet ovat:

e po: Aostaa Z:n
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e py: Z ostaa U:n
e po: Bostaa Z:n

e p3: B ostaa U:n

Lause on muotoa (po A—p1)V (p2/Aps). Sen padkonnektii-
vi on disjunktio ja sen vilittomiit alikaavat ovat (po A —p1)

ja (p2 A p3).

Olemme kiyttineet konnektiiveja “joko..., tai ... se-
ki...ettd....” luonnollisessa kielessd jotta voimme ilmaista
mihin sulkumerkit menisivit, nimittdin lause

“A ostaa Z:n ja Z ei osta U:ta tai B ostaa Z:mn ja B
ostaa U:n.”
ei ole selked. O

1.2.16 Tehtivit
Tehtidvia 5 Mitkd seuraavista ovat propositiolauseita?
1. Jos lamppu on pddlld, niin huone on valaistu.
2. Huone on pimed, jos lamppu on rikki.
3. Pappi julisti heiddt mieheksi ja vaimoksi.
4. Olkoon x reaaliluku.
5. x on reaaliluku.
Tehtéivi 6 Mitkd seuraavista ovat propositiolauseita?
1. Ellei lamppu ole pddlld, niin huone on pimed.
2. Huone on pimed vain jos lamppu on rikki.
3. Julistan teiddt mieheksi ja vaimoksi.
4. Pappi, mies ja vaimo.
5. gon f:nderivaatta.
6. Olkoon g f:n derivaatta.

Tehtivi 7 Mitkd seuraavista ovat oikein muodostettuja
propositiolauseita?

1. (p2 < —p1) = (p2 = p3)
2. po A=p1 V (p2 Apr)

3. =(po — (p1 = (p2 = p3)))
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4. ==po — Po

Tehtava 8 Mitkd seuraavista ovat oikein muodostettuja
propositiolauseita?

1. pa <> p1 4> p2

2. poV =p1V (p2 = po)

3. (po Ap1) = po A (po Ap1) = p1
4. (po A =p1 Ap2] V (po Ap1 A —p2)

Tehtavd 9 Lauseen (py <> —p1) — (p2 — p3) péidkon-
nektiivi on:

1. Negaatio
2. Konjunktio
3. Disjunktio
4. Implikaati
5. Ekvivalenssi?

Tehtédva 10 Lauseen —((p2 V —p1) A (p2 V p3)) pédikon-
nektiivi on:

1. Negaatio
2. Konjunktio
3. Disjunktio
4. Implikaatio
5. Ekvivalenssi?

Tehtéiva 11 Lauseen (pa A—p1)V (p2Aps) péidikonnektiivi
on:

1. Negaatio
Konjunktio
Disjunktio

Implikaatio

M

Ekvivalenssi?

Tehtiva 12 Lauseen ((p2 — —p1) V ((p2 V p6) Aps)) —
ps pddkonnektiivi on:
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1. Negaatio

2. Konjunktio
3. Disjunktio
4. Implikaatio

5. Ekvivalenssi?

Tehtévi 13

“Jos mn on parillinen, niin silloin m on parillinen
tai n on parillinen.”

e Kirjoita lause

propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja
sen vdalittomdt alikaavat.
e Kirjoita lause

“a on alkuluku jos ja vain jos a® + 6a + 1 on alku-
luku.”

propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja
vdalittomdit alikaavat.

Tehtiva 14

“Portti ei ollut auki eivdtkd valot olleet pddlld.”

e Kirjoita lause

propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja
vdalittomdit alikaavat.
e Kirjoita lause

“Jos joko A ostaa sekii Z :n etti U :n tai A ostaa 'V :n,
niin B ei myy W :td.”

propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja
vdalittomdit alikaavat.

Tehtdva 15 e Kirjoita lause
“Jos ovi on auki ja juna ei liiku, niin vihred valo pa-
laa.”

propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja
valittomdit alikaavat.
e Kirjoita lause

“Jos tiedosto on saatavilla, niin joko Mikko voi saa-
da sen tai Marko voi saada sen muttei molemmat.”

propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja
védlittomdit alikaavat.
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Tehtéivi 16 e Kirjoita lause

“Menemme rannalle tai puistoon, ellei sada.”

propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja
valittomadt alikaavat.

e Kirjoita lause

“Juna liikkuu vain jos ovet ovat kiinni ja turvavalo
on vihred.”

propositiolauseena ja ilmoita sen pddkonnektiivi ja
valittomdt alikaavat.

Tehtéivi 17 Kirjoita lause

“Et voi jattdd kommentteja tahddn kuvaan, mutta voit
ladata omia kuviasi ja osallistua meiddn blogiimme.”
propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja vilit-
tomdit alikaavat. Vihje: Alid huolestu jos et pysty muunta-
maan lausetta taydelliseksi propositiolauseeksi, kaikkine
tyylipiirteineen. Kuhan saat olennaisen rakenteen propo-
sitiolauseeseen.

Tehtiva 18 Kirjoita lause

“Paksu lumi peitti kaiken, mutta taloja ndkyi selvdsti ja
sieltd tddlta nakyi jokunen auto.”
propositiolauseena ja osoita sen pddkonnektiivi ja vilit-
tomdit alikaavat. Vihje: Al huolestu jos et pysty muunta-
maan lausetta taydelliseksi propositiolauseeksi, kaikkine
tyylipiirteineen. Kuhan saat olennaisen rakenteen propo-
sitiolauseeseen.

1.3 Totuustaulu

1.3.1 Totuusarvo

Atomilauseet, eli yksinkertaisesti propositiosymbolit, il-
maisevat asiaintiloja kuten:

e Sataa.
e Juna liikkuu.

Nami asiaintilat ovat joko tosia tai epitosia riippuen olo-
suhteista. Joku pdivi sataa ja joku toinen pdivi taas ei sa-
da. Helsingissid saattaa sataa, kun taas Varsovassa ei. Ju-
na saattaa liikkua tai sitten ei. Me kutsumme totuutta ja
epdtotuutta totuusarvoiksi ja ilmaisemme ne numeroilla 1
ja 0. Monimutkaisemmatkin propositiolauseet, kuten = A,
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AN B, AV B, jne., ilmaisevat myos asiaintiloja ja titen
voivat myos olla tosia tai epdtosia. Taten ndidenkin sisdltd
voidaan ilmaista totuusarvoilla 1 ja 0.

1.3.2 Totuusarvot (jatkoa)

Yksinkertaisimmat propositiolauseet, kuten pg, p1,..., voi-
vat olla totuusarvoltaan joko 1 tai 0 ja tdmid arvo voi-
daan valita tdysin vapaasti. Kun rakennamme niisti kaa-
voja, kuten pgy V p; tai pg — pi, niin ndiden totuusarvot
ovat voidaan laskea arvoista, jotka annoimme alunperéi-
sille atomilauseille. Eli totuusarvojen antaminen atomi-
lauseille on loppujen lopuksi ainoa ratkaiseva asia. Sitd
miten totuusarvot on annettu atomilauseille kutsutaan fo-
tuusjakaumaksi.

Jos kidytdmme propositiologiikkaa tutkiaksemme joka-
paiviisid ilmibité, niin voimme kiyttdd propositiosymbo-
leja merkitseméin asiantiloja kuten “Sataa” tai “Juna liik-
kuu”. Luonnollinen totuusjakauma antaisi véitteelle “Sa-
taa” joko arvon 1 jos todellakin sataa, tai arvon O jos ei
sada. Vastaavasti viite “Juna liikkuu” saisi arvon 1 jos ju-
na todellakin liikkuisi tai arvon O jos juna ei liiku. Mutta
propositiologiikan ideana ei ole tutkia asioita ymparillam-
me niin kuin ne ovat, vaan miten ne voisivat olla. Ulkona
sataa, mutta voisi myos olla ettd ulkona ei sada. Juna liik-
kuu, mutta voisi olla ettd juna ei liiku. Propositiologiikas-
sa tutkimme propositiolauseita missd tahansa totuusjakau-
massa. Taméa vapaus vaihtaa totuusjakaumaa on proposi-
tiologiikan peruspiirre, ja on padsddntoisesti se mikéd erot-
taa logiikan empiirisestd tieteestd. Empiirisessi tieteessa
tutkija rakentaa hypoteesinsa empiiristen havaintojen no-
jaan ja tdmin takia totuusjakaumat ovat erittdin kontrol-
loituja. Tdm4i ei tosin ole aivan totta kvanttimekaniikassa.
Usein tieteellisissd kokeissa saattaa olla hyvinkin tirkedd
vaihdella atomilauseita vapaasti. Esimerkiksi: jos pudo-
tamme samankokoisia palloja Pisan tornin huipulta, saat-
taisimme haluta vaihdella niiden painoa ja pudotus kor-
keutta nihdiksemme, miten ndmaé vaikuttavat putoamisai-
kaan.

1.3.3 Totuusjakauma

Totuusjakauma maédrittdd totuusarvot, joko 1 (tosi) tai 0
(epitosi). Téten totuusjakauma on funktio, jonka méaérit-
telyjoukko on propositiosymbolien joukko ja jonka arvot
ovat joukossa {0, 1}.
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Totuusjakaumat ovat fotuustaulujen rakennuspalikoita.
Totuustaulut ovat jarjestelmillinen tyokalu monimutkais-
ten propositiolauseiden analysointiin. Ne voidaan vilttda,
mutta ne ovat hyvin kétevii.

1.3.4 Totuusjakauma (jatkoa)

Totuusjakaumat yleistyvit kaikkiin kaavoihin totuustau-
lujen kautta.

Mielivaltaisen propositiolauseen A:n totuusarvo v(A)
voidaan helposti saada selville katsomalla sen vilittomien
alikaavojen ja paidkonnektiivin totuustaulua.

1.3.5 Totuustaulu

Propositiolauseen fotuustaulu on taulukko, jossa lauseen
ja sen alikaavojen totuusarvot on listattu kaikilla mahdol-
lisilla eri totuusjakaumilla. Jotta voimme muodostaa en-
simmdisen totuustaulumme, meidédn pitdd selvittdd miten
eri totuusarvot toimivat eri konnektiivien kanssa:

e Konjunktio

e Disjunktio

Negaatio

Implikaatio

Ekvivalenssi

1.3.6 Konjunktio

Intuitiivisesti konjunktio A A B on tosi, jos molemmat
konjunktit A ja B ovat tosia. Timin nikee helposti seu-
raavasta taulusta:

A B|AAB
11 I
1 0| o0
0 1] 0
0 0 0

On hyvd muistaa, ettd konjunktion totuustaulussa on
vain ja ainoastaan yksi rivi jossa konjunktiolla on to-
tuusarvo 1. Tdmén kaltaisessa totuustaulussa voivat A ja
B olla samakin kaava, mutta koska haluamme ettd tau-
lukko kuvailee yleisimmin skenaarion, annamme niiden
myds saada totuusarvoja 1 ja O toisistaan riippumatta.
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1.3.7 Disjunktio

Intuitiivisesti, disjunktio A V B on tosi, jos A tai B ovat
tosia. Mutta mitid jos molemmat ovat tosia? Me paatim-
me, ettd tidssd tilanteessa disjunktio on myos totta. Ta-
ten annamme disjunktiolle VV merkityksen, jota kutsutaan
inklusiiviseksi disjunktioksi.

A B|AVB
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

On hyvd muistaa, ettd disjunktion totuustaulussa on
vain ja ainoastaan yksi rivi jossa disjunktion totuusarvo
on 0.

1.3.8 Negaatio

Negaatio on hyvin yksinkertainen konnektiivi tdssd yhtey-
dessi. Negaatio = A on, jos A on epitosi. Negaatio on toi-
sin sanoen totuusarvon vaihtaja.

Al -A
1 0
0 1

1.3.9 Implikaatio

Meidin tidytyy nyt pddttid mikéd on implikaation A — B
totuusarvo olettaen, ettd tiedimme A:n ja B:n totuusar-
vot. Intuitiivisesti A — B on tosi, jos B “seuraa” A:sta.
Koska kahdella totuusarvolla ei oikeastaan ole mahdollis-
ta ilmaista titd “seuraa”-kisitettd padtimme, etti A — B
on tosi, jos A on epitosi, tai B on tosi.

A B|A—B
1 1 1
0 0
1 1
0 1

o O =

On hyvi muistaa, ettd implikaation totuustaulussa on
vain ja ainoastaan yksi rivi jossa implikaatiolla on to-
tuusarvo 0.

On olemassa monimutkaisempia propositiologiikan
systeemeji jotka ottavat huomioon implikaation “seuraa”
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luonteen paremmin. Vaikka valintamme tekee propositio-
lauseet kuten “jos kuu on juustoa niin 2 + 2 = 5” ja “Jos
0 5 0, niin silloin 242 = 4” tosiksi, niin huomaamme et-
td valintamme implikaation suhteen toimii ylldttdvin hy-
vin.

1.3.10 Implikaation tulkinta

Katsokaamme joitain tosieldmén esimerkkejd implikaa-
tiosta. Jos p on viite “Jukka asuu Helsingissd” ja ¢ on
viite “Jukka asuu Suomessa”, niin implikaatio p — ¢ on
tosi asuipa Jukka Helsingissi tai ei. Tama totuus perustuu
siihen, ettd Helsinki on Suomessa ja missd Jukka oikeasti
asuu ei juuri vaikuta implikaation totuuteen. Ainoa seik-
ka mikéd voisi vaikuttaa implikaation totuuteen olisi, jos
Jukka asuisi Helsingissd, mutta ei Suomessa.

1.3.11 Implikaation tulkinta (jatkoa)

Yksi tapa ymmartdd implikaation totuustaulukkoa on aja-
tella, ettd A ja B ovat propositiolauseiden sijasta joukon 0
osajoukkoja. On vain kaksi osajoukkoa: () and {0}. Mer-
kitkddmme niitd numeroilla O ja 1.

Voimme nyt ajatella, ettd A — B tarkoittaa “B sisdltda
Am”

A B|A—B
{0} € {0} ..rivilleltuleel| 1 1 1
{0} Z 0 coriville 2 tulee O] 1 0 0
¢ C {0} coriville3 tulee 1| 0 1 1
0co coriville 4 tulee 1) 0 0 1
1.3.12 Ekvivalenssi

Ekvivalenssi A <+ B on tosi, jos molemmilla lauseilla A
ja B on sama arvo.

A B|A+ B
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Katso Kuva[I.2]ja Kuva[l.3|nihdiksesi kertauksen pro-
positiolausesita.
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v(pn) =|0orl
v(—A) = | 0josv(A) = 1, muuten 1
v(AANB) | =]0josv(A)=0taiv(B)=0, muuten 1
v(AV B) | =]1ljosv(A)=1taiv(B)=1, muuten0
v(A— B) | =] 0josv(A) =1jav(B) =0, muuten 1
V(A< B) | =] ljos (v(A)=1jav(B)=1),
tai (v(A) = 0jav(B) = 0), muuten 0
Kuva 1.2: Propositiolauseiden totuusjakauma
A B|-A|(AANB)|(AVB)|(A—B)| (A+ B)
I 1 0 1 1 1 1
1 0 O 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Kuva 1.3: propositiolauseiden totuustaulujen yhteenveto
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1.3.13

Katsokaamme nyt koko totuustaulua seuraavaalle propo-
sitiolauseelle:

Esimerkki

=(po V p1) < (=po A p1)-

Kirjoitamme kaavassa ilmenevit propositiosymbolit tau-
lukon vasempaan sarakkeeseen ja laadimme rivin jokai-
selle ndiden symbolien totuusarvojen mahdolliselle yhdis-
telmille. Téstd oikealle laadimme sarakkeen jokaisen pro-
positiosymbolin ja jokaisen konnektiivin alle.

Jokainen konnektiivi on pddkonnektiivi jollekin alikaa-
valle. Totuusarvo jonka kirjoitamme konnektiivin alle on
tdmén alikaavan totuusarvo.

Ensin tdytimme propositiosymbolien totuusarvot jotka
kopioimme vasemmanpuoleisista sarakkeista:

oo -3
o= oS

Sitten tdytamme negaation sarakkeen. Se on helppoa.
Vaihdetaan vaan nollat ja ykkoset keskendiin:

) =

po p1 | & Po vV p1 - Po AN p1
1 1 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0

Nyt voimme tdyttdd taulukon konjunktion. Huomaa ettd
konjunktit ovat —pg ja p1, joten meidén tdytyy katsoa sa-
rakkeita jotka vastaavat alikaavoja —pg ja p;.

T

Po pPo vV p1 - Po AN p1
1 1 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0

Nyt disjunktio:

po__p1 | o (po vV p1) < (= po A p1)
1 1 1 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0

Seuraavaksi hoidamme vasemman puoleisen negaation.
Huomaa, ettd emme voi laskea ekvivalenssia ennen, kuin
olemme hoitaneet negaatio symbolin koska —(pg V p1) on
ekvivalenssin viliton alikaava.
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(

—~

p1)

po__ p1 | - Po V - Po AN p1
1 T |0 1 1 1 0 T 0 1
1 oo 1 1 0 0 1 0 0
0 110 0 1 1 1 0 1 1
0 0 |1 0 0 0 1 0 0 0
Viimein voimme laskea ekvivalenssin totuusarvon:
po__p1 | o (po vV p1) < (= po A pi1)
1 T 10 1 1 1 1 0 T 0 1
1 0o 1 1 0 1 0 1 0 0
0 1] o0 0 1 1 0 1 0 1 1
0 0 | 1 0 0 0 0 1 0 0 0

Totuustaulu on vihdoin valmis! Taulusta ndemme, ettd
kaava saa arvon 1, jos pg saa arvon 1 ja kaava saa arvon
0, jos pg saa arvon 0. Monimutkainen propositiolause siis
yrittdd sanoa, ettd py on tosi. Tdm4 voi tilanteesta riippuen
olla erittdin hyodyllisti tietoa.

Huomaa, ettd emme vilitd totuusjakaumista niilld pro-
positiosymboleilla jotka eivit lainkaan esiinny tutkitta-
vassa propositiolauseessa.

1.3.14 Esimerkki

Tidssd on isompi totuustaulu joka on rakennettu samalla
tavalla kuin edellinen. Tamékin on tédytetty sarakkeittain,
aloittamalla propositiosymboleista, tayttamaélla sitten ali-
kaavat pienestd isompaan, kunnes koko taulukko on tdy-
tetty.

Po P1 P2 (((Po » pP)) N (py = P2)) = (Po — P2))
I 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 11 1
1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0 0O 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0o 1 1
0 1 0 0 1 1 0 I 0 0 1 0o 1 0
0 0 1 0o 1 0 | 0 1 1 | 0 1 |
0 0 0 0o 1 0 1 0O 1 0 1 0o 1 0

Ensikatsaukselta propositiolause saattaa ndyttid mah-
dottomalta ymmartdd, mutta kun sen laittaa mekaanisesti
totuustaulukkoon niin siitd saa helposti selvad. Itse asias-
sa tdimi kaava niyttdisi kertovan jotain implikaatiosta. Eli
toisin sanoen, jos pg:sta seuraa p; ja pi:std seuraa ps, niin
po:sta seuraa po. Mielenkiintoisesti taulusta my0ds huo-
maa, ettd olipa totuusjakauma miké tahansa niin propo-
sitiolause saa aina arvokseen 1. Niille propositiolauseil-
le on oma nimensé (“tautologia”), mutta palaamme niihin
myo6hemmin.
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1.3.15 Totuustaulujen epikiaytiannollisyys

Totuustaulut muuttuvat hyvin nopeasti liian isoiksi. Jos
meilld on n propositiosymbolia, niin meilld tulee olemaan
2™ rivid totuustaulussamme. Totuustaulu kasvaa ekspo-
nentiaalisesti propositiosymbolien méédrin mukaan. Ta-
m4 rajoittaa paljon totuustaulujen kéyttod. Tamén kurs-
sin aikana opimme kaksi muuta tapaa analysoida propo-
sitiolauseita. Nama tavat ovat hieman monimutkaisempia,
mutta silti paljon kitevimpid.

1.3.16 Ratkotut tehtivit

Tehtivd 19 Olettakaamme, etti v(py) =
v(p1) = 0. Laske v(=(po V p1)).

1 ja ettd

Ratkaisu: pg:n ja p;:n totuusarvot on annettu joten voim-
me helposti laskea niiden disjunktion totuusarvon. Sen
jilkeen voimme laskea disjunktion negaation, ja olemme
valmiita.

- | (po | V| p1)
0 1 1 0

Vastaus on 0. O

Tehtéivi 20 Olettakaamme, etti v(py) =
v(p1) = 0. Laske v(—po — p1).

1 ja ettd

Ratkaisu: pg:n ja p;:n totuusarvot on annettu. Voimme
vilittomaésti laskea —pg:n totuusarvon. Sitten voimme las-
kea implikaation —py — p; totuusarvon ja olemme val-
miita.

- | Do | — | P1
o 1] 1/0

Vastaus on 1. O

Tehtivi 21 Olettakaamme, etti v(py) = 1, v(p1) = 0
Ja, etti v(p2) = 1. Laske v(po A (p1 V p2)).

Ratkaisu: pg:n, pi:n ja po:n totuusarvot ovat annettu.
Voimme vilittomaisti laskea disjunktion totuusarvon. Sit-
ten voimme laskea konjunktion totuusarvon ja olemme
valmiita.

po | A | (p1 |V | p2)
1 1 0 1 1

LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

Vastaus on 1. O

Tehtava 22 Piirrd propositiolauseelle py <> —p1 totuus-
taulu.

Ratkaisu: Lauseessa on kaksi propositiosymbolia joten
meilld on nelja rivid totuustaulussamme. Ensin tdytdm-
me propositiosymbolejen sarakkeet yksinkertaisesti ko-
pioimalla vasemmalta. Sitten tdytimme negaation sarak-
keen ja lopulta ekvivalenssin sarakkeen.

Po P1|Po & TP
1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1
O O[O0 O 1 o0

Tehtivi 23 Piirrd propositiolauseelle —py V p1 totuus-
taulu.

Ratkaisu: Lauseessa on kaksi propositiosymbolia joten
meilld on nelja rivid totuustaulussamme. Ensin tdytim-
me propositiosymbolejen sarakkeet yksinkertaisesti ko-
pioimalla vasemmalta. Sitten tiytdmme negaation sarak-
keen, ja lopulta disjunktion sarakkeen.

Po P1 | po V nm
1 1 0 1 1 1
1 010 1 0O O
0 1 1 0 1 1
O o1 O 1 O

Tehtévi 24 Piirrii propositiolauseelle —(py N p1) >
(—po V p1) totuustaulu.

Ratkaisu: Lauseessa on kaksi propositiosymbolia joten
meilld on nelja rivid totuustaulussamme. Ensin tdytdm-
me propositiosymbolejen sarakkeet yksinkertaisesti ko-
pioimalla vasemmalta. Seuraavaksi tiytimme vasemman
puolisen negaation sarakkeen, ja sitten oikean puolisen
negaation sarakkeen. Sitten tdytdmme disjunktion sarak-
keen ja lopulta ekvivalenssin sarakkeen.
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Huomaa, etti jarjestystd missd tdytimme taulukon voi
joustaa hieman. Esimerkiksi, kun olemme tdyttineet pro-
positiosymbolien sarakkeen voimme tdyttdd oikean puo-
lisen negaation sarakkeen konjunktion sijasta, mutta mei-
din toytyy olla varovaisia jarjestyksen kanssa. Vidrd jar-
jestys yleensi johtaa vidérddn vastaukseen.

)

—~

— =0 o)

p

P1‘
1
0
1
0

coco—|>
o — o ==

And
0
0
1
1

O cco——8
co——3
_-—0 =<
oo =S

1.3.17 Tehtévit

Tehtivi 25 Olettakaamme, ettii v(pg) = 1, v(p1) = 1 ja
ettii v(p2) = 0. Laske v(po — (p1 = p2)).

Tehtivi 26 Olettakaamme, ettii v(ps) = 1, v(pg) = 0 ja
ettii v(pg) = 0. Laske v((p3 — po) V (ps — Dg)).
Tehtivi 27 Olettakaamme, etti v(py) = 1, v(p1) = 0 ja
ettii v(p2) = 0. Laske v((po V p1) <> (p2 A o))

Tehtivi 28 Olettakaamme, etti v(py) = 1, v(p1) = 0
Jja ettii v(pz) = 0. Laske v(—~(—po — —p1) V =(—p1 —
“p2))-

Tehtéivi 29 Tdytd puuttuvat arvot:

po pi|= (po vV p1) A (= po A - p1)
1 110 1 1 1 O 0 1 00 1
I 0|0 I I O O 0 I 01 O
0 1 0o 1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0
Tehtéivi 30 Tdytd puuttuvat arvot:
po pi|= (po A p1) V (- po = = pi)
7 110 1 1 1 1 0 I 1 0 1
1 0|1 1 0 O 0 1 1 0
o 1|1 0 0 1 1 1 0 0 1
o 0|1 0 0 0 0 0
Tehtiivi 31 Todista
1. v(=A) =1-v(A)
2. v(AAB) =v(A)-v(B)
3. v(AV B) =v(A4) +v(B) —v(A) -v(B)

25

4. v(A—= B)=1—v(A)+v(A) v(B)
S5 9(A+ B)=1—v(A)—v(B)+2-v(A) -v(B)

Tehtéiva 32 Eksklusiivinen disjunktio on konnektiivi “A
tai B muttei molemmat”. Tdssd on joitain esimerkkejd
eksklusiivisestd disjunktiosta luonnollisessa kielessa:

e Jos tdnddn on perjantain, olen Roomassa tai olen
Madridissa.

e Saat matkatavarasi takaisin tai lentoyhtio maksaa
tdayden korvauksen.

Piirrd valikoivan disjunktion totuustaulu.

Tehtéivi 33 Olkoon M joukko totuusjakaumia. Olkoon
Jjokaiselle propositiolauseelle A: [A] = {v € M
v(A) = 1}. Naytdi

1. [AAB] = [A]N[B]
2. [AV B] = [A]U[B]

3. [A] = M — [4]

4. [A = B] = M jos ja vain jos [A] C [B]
5. [A < B] = M jos ja vain jos [A] = [B]

Tehtéivi 34 Olkoon M joukko totuusjakaumia vilil-
ld po,...,pn—1. Tarkistellaan propositiosymboleista
D0, - - -y Pn_1 muodostettuja propositiolauseita A. OI-
koon #(A) totuusjakautumien v mdcird M :ssd siten, ettii
v(A) = 1. Olkoon p(A) = #(A)/2". Kutsumme p(A):ta
A:n todenndikdisyydeksi. Néiytii

1. p(AV B) +p(AAB) =p(A) +p(B)
2. p(=A) =1-p(4)
Tehtivi 35 Muista, ettii p(A) on A:n todenniikdisyys.

1. Kumpi on todenndkoisempdd? (Toisin sanoen: ku-
malla on suurempi todenndkoisyys?)
® po A1
® po—p1

2. Kumpi on todenndkdisempdd? (Toisin sanoen: ku-
malla on suurempi todenndikoisyys?)
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e (po A—p1) V (p1 A —p2)
® poV (p1 Apo2)

Tehtéiva 36 Olettakaamme ettic X on joukko totuusja-
kaumia. Sanomme ettd;

1. X ontyyppid p; jos v(p;) = 1 kaikille v joukossa X.

2. X on tyyppid —p; jos v(p;) = 0 kaikille v joukossa
X.

3. X on tyyppid A N\ B jos se on tyyppid A ja tyyppid
B.

4. X on tyyppid AV Bif X =Y U Z, missdi Y on
tyyppid A ja Z on tyyppid B.

X on tyyppid —(A A B) jos se on tyyppid —~A N —B.
X on tyyppii —~(AV B) joss se on tyyppii = AN\ —B.
X on tyyppii A — B jos se on tyyppid ~AV B.

X on tyyppii =(A — B) jos se on tyyppii A \ —B.

O % N S W

X on tyyppii A < B jos se on tyyppii (A — B) A
(B— A).

10. X on tyyppii =(A < B) jos se on tyyppid (A A

-B)V (=AAB).

Niyti ettii X on tyyppid A jos ja vain jos v(A) = 1 kai-
kille v joukossa X.

1.4 Totuustaulujen kiytto

1.4.1 Tautologia

Arkikielessd ihminen kdyttid tautologiaa, kun hin sanoo
jotakin, joka on totta vain ilmaisumuodon takia, kuten “jo-
ko sataa tai ei”. Normaalisti tautologian kéyttiminen kuu-
lostaa vihin oudolta, koska siini ei oikeastaan ole mitdin
sisdltod tai merkitystd. Toisaalta ihmiset voivat kdyttdd
tautologioita puheessaan ilman, ettd he sitd itse edes huo-
maavat, kuten ’Jos Caesar rakensi Reinin yli sillan, niin
Caesar marssi Galliaan tai rakensi Reinin yli sillan’. So-
siaalisessa kontekstissa tautologiat saattavat olla hieman
turhia, mutta logiikassa on erittdin tdrkedtd pystyd tun-
nistamaan tautologia. Tautologian tunnistaminen pitkidssa
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kaavassa on niin vaikeata, ettd toimivan algoritmin 16yté-
minen sille on kuuluisa matemaattinen ongelma (nimel-
tidn P = N P—ongelmzﬂ). Tautologioiden avulla voim-
me puristaa uutta tietoa jo tunnetuista tosiasioista. Yk-
sinkertaisissa tilanteissa kuten ylldmainitussa se saattaa
tuntua hieman turhalta, mutta monimutkaisissa proposi-
tiolauseissa se ei olekaan yhté helppoa.

Propositiolause on tautologia, jos sen totuusarvo on 1
totuusjakaumasta riippumatta. Taémai voidaan tarkistaa to-
tuustaulusta.

Esimerkkeji tautologioista:

Esimerkki 1.1

(po V p1) <> (p1Vpo)
Av-A
-(AV B) +» (mAA-DB)
-(AAB) + (mAV -DB)
(A— B) «< (mAV B)

Ylli mainituista esimerkeistd voitaisiin tehdd totuustaulut
Jja niistd ndkisi, ettd ne ovat todella tautologioita.

1.4.2 Toteutuvuus

Propositiolause on toteutuva, jos se saa totuusarvon 1 vi-
hintdidn yhdessi totuusjakaumassa. Tama voidaan tarkis-
taa totuustaulusta.

Toteutuvan lauseen sanominen on, kuin sanoisi jotain
mik& voisi teoriassa olla totta. Esimerkiksi, jos sanon “Sa-
taa vettd mutta ei lunta”, saatan olla vaidrdssd timin het-
kisestd sddstd, mutta on hyvin mahdollista, ettd alkaisi sa-
taa vettd, muttei lunta. Samoin lause “Juna liikkuu ja ovi
on auki” on hyvinkin toteutuva, koska voimme helposti
kuvitella tilanteen jossa juna liikkuu ja sen ovet ovat au-
ki. Propositiologiikassa voimme tutkia lauseen toteavuut-
ta katsomalla sen totuustaulua.

Esimerkkeji toteutuvista propositiolauseista:

Esimerkki 1.2 Seuraavat kaavat ovat esimerkkejd toteu-
tuvista propositiolauseista:

(po = p1) A=po A 1

"http://en.wikipedia.org/wiki/P_versus_NP_
problem
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(Po V (p1V p2)) A =po A —p2
=(po V p1) < (—po Ap1)

Ylld mainituista esimerkeistd voitaisiin tehdd totuustaulut
Ja niistd ndkisi ettd ne ovat todellakin toteutuvia.

1.4.3 Kontingenssi

Propositiolause on kontingentti silloin, kun sen totuusar-
vo on 1 joidenkin totuusjakaumien kohdalla ja O toisten.
Tamai voidaan tarkistaa totuustaulusta.

Arkikielessd kontingenssi on jotakin, joka voisi olla to-
si mutta luultavasti ei ole. Lentokone voi menettdd yh-
den moottorinsa ja silti lentdd turvallisesti, mutta kahden
moottorin menettiminen paittyisi katastrofiin. Téllaisen
kontingenssin varalta lentijilld on luultavasti hitidtoimen-
piteitd. Propositiologiikassa kontingentti lause on propo-
sitiolause, joka voi olla toteutuva, mutta jonka negaatio
voi my0s olla toteutuva.

Esimerkki 1.3
(Po = p1) A =po A —p1

=(po — (po — p1))
=(po V p1) < (—po A p1)

Ylld mainituista esimerkeistd voitaisiin tehdd totuustaulut
Jja niistd ndkisi ettd ne ovat todella kontingentteja.

144 Kumoutuva

Propositiolause on kumoutuva, jos silld voi olla totuusar-
vo 0 jossain totuusjakaumassa. Tamé voidaan tarkistaa to-
tuustaulusta.

Arkikielessd kumoutuva lause on lause joka saattaa
mahdollisesti olla tosi, mutta ainakin tiedimme varmasti,
ettd se voi olla epitosi, esimerkiksi “Jos sataa, niin myos
tuulee iddstd”. Opettaja saattaa huutaa oppilaalleen “Jo-
ko olet myohissa tai jatit kirjasi kotiin!”. Oppilas saattaa
vastata “Eilen olin ajoissa ja minulla oli kirjani mukana”
jolloin opettajan viite oli kumouttu. Kun joku esittdd viit-
teen universaalina totuutena saattaa joku yrittdd kumota
tatd viitettd. Jos hidn onnistuu ei véite endd ole universaali
totuus. Logiikassa kaavan kumoutuvuus tarkoittaa yksin-
kertaisesti sitd, ettd vihintddan yhdessd totuusjakaumassa
kaava on epétosi.
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Esimerkki 1.4 Tiissd on joitain kumottavissa olevia pro-
positiolauseita:

(po = p1) A—po A —p1
=(po = (po — p1))
=(po V p1) < (=po A p1)

Ylld mainituista esimerkeistd voitaisiin tehdd totuus-
taulut ja niistd ndkisi ettd ne ovat todella falsifioitavia.

1.4.5 Ristiriita

Propositiolause on ristiriita tai ristiriitainen, jos sen to-
tuusarvo on 0 kaikissa totuusjakaumissa. Tdmi voidaan
tarkistaa totuustaulusta.

Arkikielessd ihminen puhuu ristiriitaisesti, jos héin sa-
noo jotain mikd ei voi olla totta jo pelkistddn ilmaisu-
muotonsa takia, kuten “Sataa ja ei sada”. Ristiriita saat-
taa myos olla hieman vaikeampi huomata kuten “Ei tuule
eikd sada mutta ehdottomasti sataa”. Keskustelussa hen-
kilo saattaa sanoa jotain, joka on ristiriidassa hénen aikai-
semman sanomansa kanssa. Kun tdmi tapahtuu joutuvat
henkilon viitteet hyvin nopeasti kiistanalaisiksi eikd hin-
td oteta endd todesta.

Esimerkki 1.5 Tiissd on joitain esimerkkeji ristiriidois-
ta:

(Po V p1) A =p1 A —po
AN-A
(A—->B)ANAA-B
(AVB)AN—-AA-B

Jokaisessa tapauksessa voisimme rakentaa totuustau-
lun ja ndhdd, ettd niilld kaikilla on totuusarvo 0 totuusja-
kaumast riippumatta.

1.4.6 Propositiolauseiden kategoriat

Jokainen propositiolause on joko tautologia, kontingens-
si tai ristiriita. Tdmd johtuu siitd, ettd totuustaulussa paa-
konnektiivin alla on, joko sarake tiynnd ykkosid, nollia,
tai sekoitus nditd molempia. Jos kaikissa totuusjakaumis-
sa propositiolause on tosi, niin se on tautologia, jos kai-
kissa totuusjakaumissa propositiolause on epétosi niin se
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on ristiriita, ja jos se vaihtelee toden ja epitoden vililld,
niin silloin se on kontingenssi. Muita vaihtoehtoja ei ole.

Tamén lisdksi voidaan sanoa, ettd jokainen toteutuva
propositiolause on joko tautologia tai kontingenssi, ja jo-
kainen kumoutuva propositiolause on joko ristiriita tai
kontingenssi.

Kun loogikko katsoo propositiolausetta, hin yrittdd va-
littomasti selvittdd onko se tautologia, ristiriita vai kon-
tingenssi. Nami ovat propositiolauseiden kolme perus-
piirrettd ja nimi antavat vihjeitd, mihin suuntaan kaavan
kanssa kannattaa lihted.

1.4.7 Miljoonan dollarin kysymys

Nyt tulee miljoonan dollarin kysymys: Onko mahdollis-
ta, polynomiajassa, selvittdd onko annettu propositiolause
tautologia, ristiriita, vai kontingenssi. Polynomiaika tar-
koittaa seuraavaa: Jos propositiolauseessa on n symbo-
lia, niin sinun tarvitsee tehdi vain n* peruslaskutoimitus-
ta saadaksesi vastauksen. Toronton Clay Matemaattinen
Instituuttﬂ on luvannut miljoona dollaria sille joka rat-
kaisee timén ongelman. Pulma tunnetaan myos nimelld
P = N P-ongelmd’|

1.4.8 Totuustaulujen epakiytinnollisyys

Emme voi aina kdyttdd totuustauluja, koska ne hyvin no-
peasti kasvavat liian suuriksi. Esimerkiksi jos kdytdmme
propositiolausetta jossa on yli 100 symbolia, miké ei ole
kovin harvinaista teollisessa logiikan kidytosséd, meilld on
yli 103 rivii totuustaulussamme!

1.4.9 Looginen ekvivalenssi ja looginen seu-
raus

Kahta propositiolausetta kutsutaan (loogisesti) ekvivalen-
teiksi jos A <> B on tautologia. Toisin sanoen kaavoilla
on sama totuusarvo jokaisessa totuusjakaumassa. Propo-
sitiolauseiden ekvivalenssia kéytetddn arkikielessi ja tie-
teessd jatkuvasti, usein ilman etti siithen kiinnitetdén juu-
rikaan huomiota. Jos haluat ndhda joitakin tunnettuja loo-
gisia ekvivalensseja, katso Kuva|l.l

Zhttp://www.claymath.org/millennium/
3http://en.wikipedia.org/wiki/P_versus_NP_
problem
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Kaava

Vastaava kaava

Vastaavan kaavan nimi

- (A A B) —-AV -B De Morganin lait
—(AV B) —AA B De Morganin fait
——A A Tuplanegaation sdintd
A — B —AV B
Ao B (A= B)A(B = A)
AV (BVC) (AVB)VC

AN (BANC)

(AAB)AC

Vaihdannaisuus siinto

o8

AA(BVO)

(AAB)V (AAC)

(AV B)AN(AVC)

o5

AV (BAC)
A

A
A

<>

A
A

Idempotenssi
Idempotenssi

Taulukko 1.1: Loogiset ekvivalenssit.

Kaava Looginen Seuraus
ANB A
AN B B

A AV B

B A — B

- A A — B

Taulukko 1.2: Loogiset seuraukset.

Propositiolause B on looginen seuraus propositio-
lauseelle A jos A — B on tautologia. Toisin sanoen ai-
na kun A saa totuusarvon 1, niin B saa my0s totuusar-
von 1. Samalla tavalla kuin loogista ekvivalenssia, my0s
loogista seurausta kiytetddn arkikielessd ja tieteessd usein
ilman, etti sithen juurikaan kiinnitetddn huomiota. Jos ha-
luat néhdd joitain yksinkertaisia loogisia seurauksia katso

Kuva[l.2

1.4.10 Ratkotut tehtivit

Tehtava 37 Kdytd totuustaulumenetelmdd ja pddttele
onko propositiolause —py\ ~—pg tautologia, kontingenssi
vai ristiriita.

Ratkaisu: Totuustaulussa on vain kaksi rivid, joten tima
tulee olemaan helppoa. Ensin tdytimme propositiosym-
bolin pg:n sarakkeet. Sitten kolmen negaation sarakkeet,
ja lopulta disjunktio.

Po \ - po V. o 7 o
10 1 1 1 0 1
1 0 1 1

Lause on tautologia. O

Tehtava 38 Kdytd totuustaulumenetelmdd ja pddttele
onko propositiolause —py — p1 tautologia, kontingens-
si vai ristiriita.
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Ratkaisu: Meilld on nyt nelji rivid totuustaulussamme.
Ensin tdytimme propositiosymbolejen sarakkeet. Sitten
negaation ja lopulta implikaation.

Po P1 | Po — P1
1 110 1 1 1
1 0|0 1 1 0
0 1 1 0 1 1
o o1 O 0 o0

Lause on kontingenssi. O

Tehtivi 39 Kdytd totuustaulu menetelmdd ja pddittele
onko propositiolause —~(py — p1) N —po tautologia, kon-
tingenssi vai ristiriita.

Ratkaisu: Taas, meilld on neljd rivid. Ensin tdytimme
propositiosymbolejen sarakkeet. Sitten implikaation. Seu-
raavaksi kahden negaation sarakkeet, ja lopulta konjunk-
tion.

po _p1 | o (po — p1) A - po
1 1 0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0

Lause on ristiriita. O

1.4.11 Tehtivit

Tehtivi 40 Kdytd totuustaulumenetelmdid ja ratkaise
seuraavat tehtdvdt:

1. Onko propositiolause py — —pg tautologia, kontin-
genssi vai ristiriita.

2. Onko propositiolause poN —(poAp1 ) tautologia, kon-
tingenssi vai ristiriita.

Tehtivi 41 Kdytd totuustaulu menetelmdd ja ratkaise
seuraavat tehtdvdt:

1. Ovatko propositiolauseet py — p1 ja —~(p1 — Ppo)
loogisesti ekvivalentteja.

2. Ovatko propositiolauseet —po V p1 ja —=(po Ap1) loo-
gisesti ekvivalentteja.

Tehtéivi 42 Kdytd totuustaulumenetelmdid osoittaaksest,
ettd seuraavat lauseet ovat loogisesti ekvivalentteja:
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1. =(ANB)ja—-AV-B
2. —Aja A
3. ANAja A
4. AV AjaA

Tehtivi 43 Kdytd totuustaulumenetelmdd osoittaaksesi,
ettd seuraavat lauseet ovat loogisesti ekvivalentteja:

1. A—» Bja-AV B
2. A< Bja(A— B)AN(B— A)

Tehtivi 44 Kdytd totuustaulumenetelmdd osoittaaksest,
ettd seuraavat lauseet ovat loogisesti ekvivalentteja:

1. Av(Bv(Q)ja(AvB)vC
2. AN(BAC)ja(ANB)ANC

Tehtéivi 45 Kdytd totuustaulumenetelmdd osoittaaksesi,
ettd seuraavat lauseet ovat loogisesti ekvivalentteja:

1. AN(BVC)ja(ANB)V(AANC)
2. AV(BAC)ja(AVvB)AN(AV ()

Tehtéivi 46 Kdytd totuustaulumenetelmdd osoittaaksest,
ettd seuraavat lauseet ovat loogisesti ekvivalentteja:

1. A-(B—-C)jaB— (A—C)
2 A—-(B—-C)ja(ANB)—=C

Tehtéivi 47 Ndytd ettd implikaatioiden p; — p;« kon-
Jjunktio ei ole tautologia jos ja vain jos on olemassa i si-
ten, ettd 1 ei ole i*.

Tehtiva 48 Mdidrittele propositiolauseille, jotka koostu-
vat pelkisti negaatioista —, konjunktioista N ja disjunk-
tioista \V:

L (pi)* =pi, (i)~ = i

2. (A = A (=A)” = AF

3. (ANB)" =AY ABT, (ANB)” =A" VB~
4. (AVB)r =AtVvB* (AVB)" =A" AB™
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LAusetta AT kutsutaan A:n negaationormaalimuodok-
si. Siind on negaatioita pelkdstddn propositiosymbolien
edessd.

1. Laske (—=((po A p1) V p2))*.
2. Nayti, ettii AY ja A ovat ekvivalentteja.

3. Ndytd, ettii A~ ja —A ovat ekvivalentteja.

Tehtiva 49 Mdidrittele propositiolauseille jotka koostu-
vat vain negaatiosta —, konjunktiosta A ja disjunktiosta
V, jotka ovat negaationormaalimuodossa:

1. (pi)”

2. (7pi)* =i

3. (AAB)* = A*V B*
4. (AV B)* = A* A B*

Propositiolause A* on A:n duaali, ja se saadaan A:sta
vaihtamalla konjunktiot disjunktioiksi. Mikd on proposi-
tiolauseen (po V —p1) A po duaali? Ndiytd, etti jos A on
tautologia, niin silloin myds —A* on tautologia. Niytd,
etti jos A ja B ovat ekvivalentteja, niin silloin myds A*
Jja B* ovat ekvivalentteja.

Tehtiva 50 Olettakaamme etti A on propositiolause jo-
ka sisdltdad propositiosymbolit py, . .., pn—1. Antakaam-
me A; olla jokaiselle i = 0, ..., n—1 mielivaltainen pro-
positiolause. Antakaamme A’:n olla tulos kun A; sijoite-
taan A:han p;:n tilalle kaikilla i = 0, ..., n — 1. Naytd,
etti jos A on tautologia, niin silloin myés A’ on tautolo-

gia.

Tehtéivi 51 Topologinen tulkinta on topologinen avaruus
E ja funktio f propositiosymboleista avoimiin joukkoihin
avaruudessa E. Laajennamme tdmdn propositiolauseisiin
Jjotka koostuvat negaatiosta —, konjunktioista A ja dis-
Jjunktiosta \:

1. f(AANB) = f(A)N f(B)

2. f(AVB) = f(A)U f(B)

3. f(0A) = Int(E — f(A)), f(A):n komplementin si-
sdpisteisto.

LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

Nytii ettii A on tautologia jos ja vain jos f(A) = E jo-
kaisessa topologisessa tulkinnassa missd E on diskreet-
ti avaruus. A on niin sanottu konstruktiivinen tautologia
Jjos f(A) = FE jokaisessa topologisessa tulkinnassa. Néiy-
tii etti ~(A N —A) on konstruktiivinen tautologia, mutta
AV —Aeiole.

1.5 Totuusfunktio

1.5.1 Miti totuusfunktiot ovat

Totuusfunktiot ovat yleistyksid tutuista konnektiiveista
-, A\, V, =, <. Keskittymilld totuusfunktion yleiseen ka-
sitteeseen voimme paremmin ymmértdd myos konnektii-
veja.

Tietokoneet perustuvat totuusfunktioihin ja timi on yk-
si keskeisimmistid syistd miksi tutkimme totuusfunktioi-
ta. Totuusfunktioilla on myos mielenkiintoisia matemaat-
tisia ominaisuuksia ja niilld on ldheinen yhteys proposi-
tiolauseihin.

1.5.2 Totuusfunktio

Totuusfunktio, tai konnektiivi, on funktio f joukosta
{0,1}™ joukkoon {0,1} jollekin n. Totuusfunktiota jos-
sa on n muuttujaa kutsutaan n-paikkaiseksi totuusfunk-
tioksi. Lisdksi 1-paikkaisia ja 2-paikkaisia totuusfunktio-
ta kutsutaan unaarisiksi ja bindirisiksi totuusfunktioiksi.
Totuusfunktiot voidaan identifioida totuustaulujen kans-
sa, koska voimme yksinkertaisesti listata kaikki totuus-
funktion arvot. Huomaa, etti tdssi on iso ero funktioihin
jotka on madritelty ddrettomissd joukoissa kuten N tai R.
Totuusfunktiolla on vain rajallinen midra argumentteja ja
voimme yksinkertaisesti tehdd niisti listan niiden saamien
arvojen kanssa. Niiti listoja kutsutaan totuustauluiksi.

Olemme jo maddritelleet konnektiivit —, A, V, —, <.
Voimme samaistaa ne vastaavien totuusfunktioiden kans-
sa. Eli konnektiivi on symboli jolla on erityinen merki-
tys, mutta voimme myos ajatella ettéd se on totuusfunktio.
Negaatio on totuusfunktio joka kuvaa 0 — 1ja 1l — 0.
Konjunktio on kaksipaikkainen totuusfunktio joka kuvaa
(1,1) = 1,(0,1) = 0, (1,0) — 0ja (0,0) — 0.
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1.5.3 Lisda kaksipaikkaisia totuusfunktioi-
ta

Tédssd on muutama esimerkki totuusfunktioista:

z_y | fzy)
T 1
1o 1
o 1| 1
0 0| 1

Tisséd funktion arvo on koko ajan 1. Tami ei ole kiinnos-
tava funktio, mutta totuusfunktio siitd huolimatta.

r y | flz,y)
T 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0| o0

Tamin funktion arvo on 1 vain jos x ja y ovat eri arvoja.

r oy | flz,y)
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Kolmas funktiomme on jilleen vakiofunktio. Télla ker-
taa funktion arvo on aina 0. Sivatamme nytkin kysymyk-
sen, kuinka mielenkiintoinen tima funktio on, koska ma-
temaattisesti kaikki funktiot ovat samanveroisia.

e y| i@y
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 O 1

Neljas totuusfunktiomme saattaa ndyttdd tutulta: timé on
ekvivalenssin totuustaulu. Tutut konnektiivit tulevat esiin
totuusfunktioina, mutta on myds muita.

1.5.4 16 kaksipaikkaista totuusfunktioita

Kaksipaikkaisia totuusfunktioita on tasan 16. Alla oleva
taulukko néyttad kaikki 16. Neljas sarake z:n ja y:n arvo-
jen jilkeen néyttidd x:n negaation, ja kaksi saraketta eteen-
pédin on y:n negaatio.
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z yl - - Ao o v
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Hyppidimme kahden funktion yli ja pdddymme konjunk-
tion ja sitten ekvivalenssin totuustauluihin. Sitten ndem-
me y:n identiteettifunktion ja sitten implikaation totuus-
taulun. Seuraavaksi on z:n identiteettifunktio. Toiseksi
viimeisend on disjunktion totuustaulu ja viimeisenid va-
kiofunktio 1.

Téarkedt konnektiivit -, A, V, —, <> ndyttivit ilmene-
vin varsin tavallisina muiden kaksipaikkaisten totuus-
funktioiden vierelld. Niiden tidrked rooli meididn eldmaés-
sd ei tuosta taulukosta kdy mitenkiin erikoisesti ilmi. Itse
asiassa monet totuusfunktiot olisivat voineet ilmeti kie-
lessimme ja jéttdd konnektiivit varjoonsa. Miksi titd ei ta-
pahtunut? Kun etenemme saatamme ymmirtda miksi kon-
nektiivit =, A, V, —, <> ovet niin tirkeit.

Jos tekisimme taulukon kaikille 3-paikkaisille totuus-
funktioille se olisi paljon pitempi ja monimutkaisempi
tehda.

1.5.5 3-paikkainen totuusfunktio

Tissd on esimerkki 3-paikkaisesta totuusfunktiosta.

roy = f(w,y,z)
1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 O 0

Till4 totuusfunktiolla ei ole mitédén erikoista intuitiivis-
ta merkitystd, mutta kohta opimme miten totuusfunktio
voidaan liittdd propositiolauseeseen. Silloin timé propo-
sitiolause voi antaa intuitiivisen kuvan kyseisestd totuus-
funktiosta.

1.5.6 Shefferin viiva

Tédsséd on tirked uusi konnektiivi nimeltdan Shefferin vii-
va:
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Konnektiivin voi selittdéd arkikielelld toimivan samaan ta-
paan kuin “ei... ja...”. Kun opimme mdidriteltivyydestd,
ndemme ettd Shefferin viivalla on merkittivid ominai-
suuksia. Sen merkittivyys ei ole vain siind, ettd sitd kdy-
tettdisiin arkikielessd sanoina “ei...ja...” vaan siind, ettd se
pystyy médrittelemiin kaikki muut konnektiivit, kuten tu-
lemme nikemé&in.

1.5.7 Totuusfunktioiden méiriteltivyys

Midriteltivyys on erittdin tirked kisite logiikassa.
Totuusfunktio f voidaan mydidritelli totuusfunktioiden
g1, ---, gm avulla jos f voidaan esittdd yhdistdmalld funk-
tioista g1, ..., gmy. Kdytdnnossa timi merkitsee seuraavaa:

Disjunktio voidaan méidritelld negaation ja konjunktion
avulla:

AV B =—~(-AA-B).

Teknisesti konnektiivi VV voidaan saada yhdistimalld kon-
nektiivit = ja A.

Shefferin viiva voidaan médritelli negaation ja kon-
junktion avulla:

A|B = ~(AAB).

Tdten myOs negaatio ja konjunktio voidaan mdidritelld
Shefferin viivan avulla:

A= AlA

ANB = (A|B)|(A|B)

Nédemme Shefferin viivassa mielenkiintoisen ominai-
suuden. Sen avulla voi maédritelld negaation ja konjunk-
tion. Koska disjunktio voidaan maédritelld negaation ja
konjunktion avulla, voimme paitelld, ettd disjunktion voi
my0s madritelld Shefferin viivan avulla. Tamé Shefferin
viivan mielenkiintoinen ominaisuus on nimeltdin univer-
saalisuus.
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1.5.8 Universaalinen konnektiivijoukko

Totuusfunktioiden joukko 7" on universaalinen, jos kaik-
ki totuusfunktiot voidaan mééritelld 7":n funktioiden avul-
la. Funktio f on universaalinen, jos joukko {f} on. Kiy
ilmi, perustelemme tim&n myohemmin, ettd kaikki to-
tuusfunktiot voidaan maéiritelld Shefferin viivan avulla, eli
Shefferin viiva on universaalinen. Mikroprosessorit ovat
rakennettu “porteista” jotka ovat olennaisesti konnektiive-
ja. Riittdd valmistaa Shefferin viiva (tunnetaan myos ni-
melld NAND) portteja koska muut konnektiivit voidaan
luoda niistd. Myos {—, A}, {—, vV}, {—, —} ovat univer-
saalisia, mutta kaikki timai pitéd todistaa joten jatkakaam-
me.

1.5.9 Propositiolauseen méirittelema to-
tuusfunktio

Oletetaan, ettd A on propositiolause joka koostuu proposi-
tiosymboleista py, ..., p,. A médrittelee seuraavan totuus-
funktion:

fa(z1,...,x,) = A:mtotuusarvo
totuusjakaumassa
joka antaa p;:lle arvon
r;kuni=1,...,n
Esimerkiksi,

1, josxz; =0
0, josx1 =1

Fonten) = {

1, jOle = T2 = 1
0, muuten

fP1/\P2 (xlva) = {

f—'P1V;D2 (331,1‘2) = { (1): ilcifllilen =
fopi(®1) on —pi:n totuusarvo totuusjakaumassa
v(p1) = x1.Eli fp, (z1) on1ljoszy =0ja0joszq = 1.
Samoin, fp, ap, (Z1,2) on p1 Aps:n totuusarvo totuus-
jakaumassa v(p1) = 1, v(p2) = x2. Bl fp, ap, (21, 22)
on 1 jos z; = x5 = 1 ja muuten 0.
Viimein, f-,,vp,(Z1,22) on —p; V pain totuusar-
vo totuusjakaumassa v(py) = w1, v(p2) = . Eli,
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fapivps (@1,22) on 0 jos 1 = 1 ja zo = 0, ja muuten
1.

Olipa A miki tahansa propositiolause, voimme hyvin
helposti médritelld totuusfunktion f, rakentamalla A:n
totuustaulun. Tdmé on hyvin kitevd tapa mdidritelld to-
tuusfunktioita, itse asiassa niin kitevi, ettd jokainen to-
tuusfunktio on muotoa f 4 jollekkin A.

1.5.10 Propositiolauseet kattavat kaikki to-
tuusfunktiot

Néytdmme nyt, ettd kaikki totuusfunktiot voidaan esittdd
muodossa f4 jollakin A.

Lause 1.6 Jokainen totuusfunktio voidaan mddritelldi
propositiolauseella.

Katsotaan totuusfunktiota f ja keskitytdén niihin rivei-
hin, misséd f saa totuusarvon 1. Yksinkertaisesti unohde-
taan rivit missd f:n totuusarvo on 0. Kuvaillaan f niiden
rivien “disjunktiona”.

Jotta ndhddin mitd tima tarkoittaa, katsotaan seuraavaa
esimerkkii:

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 O 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 O 0

On kolme rivid missd f:n totuusarvo on 1. Kutsu-
taan nditd /-riveiksi. Nyt kdytetddn niksid: tiedetddn, ettd
useamman propositiolauseen disjunktiolla on totuusarvo
1, kun vihintddn yhdelld sen disjunktilla on totuusarvo 1.
Eli etsimme kolmen kaavan disjunktiota — koska totuus-
taulusta 16ytyy kolme 1-rivid — ja varmistamme, etti jo-
kainen disjunkti on tosi tdsmilleen yhdelld 1-rivilla.

1.5.11 Totuusfunktiosta kaavaan

Etsimme propositiolauseita, joiden totuustauluissa ovat
samat rivit, kun totuusfunktion f 1-riveissi.
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A = (poApiAp2)V

(po A —p1 Ap2) V
(=po A p1 A —p2)

Tama4 valinta toimii mainiosti! Kokeillaan nyt: f:n to-
tuustaulun ensimmadiselld 1-rivillion x = y = 2z = 1.
Tdmé vastaa totuusjakaumaa missi v(pg) = v(p1) =
v(pe) = 1. Tissd totuusjakaumassa ensimmaéisestd dis-
junktista ja titen myos koko disjunktiosta tulee tosi. En-
tds toinen 1-rivi? Tdssion x = 2z = 1 jay = 0. Ta-
mi vastaa totuusjakaumaa missd v(po) = v(p2) = 1ja
v(p1) = 0. Téssi totuusjakaumassa toisesta (keskimméi-
sestd) disjunktista ja tidten myos koko disjunktiosta tulee
my0s tosi. Viimeiseksi kolmas 1-rivi luo totuusjakauman
missé lause A on myos tosi.

Mutta entd muut rivit, joissa f saa arvon 0? Miti tapah-
tuu A:lle niissd totuusjakaumissa. Oletetaan, ettd meilld
on totuusjakauma missd A saa totuusarvon 1. Silloin se
antaa arvon 1 vahintdin yhdelle disjunktille, esimerkiksi
viimeiselle (—pg A p1 A —p2). Titen v(A) = 1 totuusja-
kaumalle joka toteuttaa v(pg) = v(p2) = 0jav(py) = 1.
Mutta timi on kolmas 1-rivi f:n totuustaulua, joten f on
talld rivilld 1. Jos kiymme kaikki tilanteet 1dpi missd v(A)
voi olla 1, niin ndemme ettd f = f 4. Jos totuusfunktiossa
ei ole yhtéén 1-rivig, niin annamme A:n olla pg A —py.

1.5.12 Sovelluksia

Toinen asia minkd havaitsimme kun muutimme totuus-
funktion kaavan muotoon on, ettd jokainen totuusfunk-
tio voidaan miaéritelli konnektiivien —, A ja V avulla.
Titen {—, A, V} on universaali joukko konnektiiveja, tai
jopa vain {—, A}, koska V voidaan méiritelld konnektii-
vin = ja A avulla. Lisdksi, jokaisesta propositiolauseesta
A voidaan luoda totuusfunktio f4. Téstd totuusfunktiosta
fa voidaan sitten taas luoda toinen propositiolause B si-
ten, ettd kaytetddn pelkidstddn konnektiiveja -, A ja V ja
fa=fp. A:lla ja B:ll4 on siis samat totuustaulut, joten ne
ovat loogisesti ekvivalentteja. Téten jokainen propositio-
lause A voidaan ilmaista loogisesti ekvivalentissa muo-
dossa

A1 V...V A,

missi jokainen A; on muotoa
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By A ... A By,

jajokainen B; on propositiosymboli tai sen negaatio. Tatd
kutsutaan A:n disjunktiiviseksi normaalimuodoksi. Tama
muoto ei ole yksikisitteinen, samalla A:lla saattaa olla sa-
ma totuustaulu useiden eri disjunktiivista normaalimuotoa
olevien kaavojen kanssa.

Esimerkiksi, pg — p1:n erés disjunktiivinen normaali-
muoto on:

(po Ap1) V (mpo Ap1) V (—po A —p1).

Toisaalta, timé ei ole yksinkertaisin tapa ilmaista py —
p1:n disjunktiivisessa normaalimuodossa. T4ssd on paljon
yksinkertaisempi tapa:

—po V p1-

Kaavan disjunktiivisen normaalimuodon loytiminen
on tirked tyokalu, joka autaa ymmairtdmiidn kaavaa pa-
remmin .

1.5.13 Ratkotut tehtivit

Tehtévi 52 Micirdd propositiolauseen (pg N\ —p1) — D2
mddrittelemd totuusfunktio.

Ratkaisu: Téssi tehtdvissd kdytinnossd pyydetdin 10y-
timédn annetun propositiolauseen ((pg A —p1) — p2) to-
tuustaulu. Totuusfunktio on kolmipaikkainen, koska sii-
nd on kolme eri propositiosymbolia. Antakaamme zg:n
osoittaa po:n arvoa, r1:n osoittaa p1:n arvoa ja xrs:n 0soit-
taa py: arvoa. Nyt tarvitsemme funktion f(xg, 1, x2) kol-
melle muuttujalle zg, 1 ja xo siten, ettd jos zo = v(po),
z1 = v(p1), ja x2 = v(p2), niin silloin f(zg, z1,22) =
v((poA—p1) — p2). Rakennamme f:n taulun vaiheittain.

Jotta voimme 16ytid funktion f(1,1, 1) arvon, laskem-
me totuusarvon propositiolauseelle (pg A —p1) — po kun
Po, P1, P2 ovat kaikki tosia. Funktion arvo on 1.

Huomaamme, ettd propositiolause (pg A —p1) — p2 on
totta silloin kuin ps on totta. Tdten voimme tayttdd kolme
arvoa f:n tauluun.

Seuraava havaintomme on, ettd propositiolause (pg A
—p1) — p2 on myds totta jos py on epitosi koska silloin
po A —p1 on epitosi jolloin implikaatio on tosi.
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On vain kaksi arvo laskettavana. Ensin tarvitsemme
funktion f(1,1,0) arvon. Tdmi on 1. Sitten lopulta tar-
vitsemme funktion f(1,0,0) arvon. Téméi on 0. Taulu on
valmis.

f(xo,xhxz)
1

=
N

co——o o~ —=8

cCoo o=~~~ g
O = O = O = O =
— itk (Dt

Tehtava 53 Etsi seuraavissa tapauksissa propositio-
lause, kayttden konnektiiveja —, N ja V, joka mdidrittelee
annetun totuusfunktion.

Ensimmaiinen totuusfunktio:

zo w1 | f(wo,21)
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 1

Ratkaisu: Tdmd totuusfunktiosta saa vain totuusarvon 1.
Totuusfunktio on siis vakiofunktio. Eli jos otamme kaavan
—po V po, se on tdaydellinen vastaus. Kaava on tautologia
Jjoten sen totuusarvo on aina 1. Ei ole mitddn vdlid ettd
p1 el esiinny kaavassa, mutta sen lisddminen ei ole myds-
kddn mikddn ongelma. Jos lisddmme propositiosymbolin
p1 propositiolauseeseen, saamme lauseen (poV —po) V p1
Jjoka myds mddrittelee f:n. Tdmd on kuitenkin turhaa. O

Toinen totuusfunktio:

To T1 ‘ f(ﬂ?o,’m)
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0
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Ratkaisu: Tdmad ei ole vakiofunktio ja kéytimme disjunk-
titvista normaalimuotomenetelmdd jotta loyddmme sen
mddrittelemdn propositiolauseen. On kaksi 1-rivid, toinen
Jja kolmas rivi, joten rakennamme kahden kaavan disjunk-
tion. Ensinmdinen disjunkti on pyg /\ —p; ja toinen disjunk-
ti on —pg A p1. Joten kaava on (pg A —p1) V (—po A p1).
Nyt voimme helposti tarkastaa ettd tdmd kaava todellakin
mdidrittelee totuusfunktion f. Helpoin tapa tehdd timdé on
kaydd kaikki xo:n ja x1:n argumentit ldpi ja tarkistaa, et-
td propositiolauseemme ja totuusfunktiomme antavat sa-
mat totuusarvot kaikissa neljdssd tapauksessa. O

Kolmas totuusfunktio:

To X1 ‘ f(zo,71)
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Ratkaisu: Tdmd on mydos vakiofunktio. Siind ei ole yh-
tadn 1-rivid joten emme voi kdyttid disjunktiivista nor-
maalimuotoa vaikka haluaisimmekin. Sen sijaan kdytdim-
me maalaisjdrked. Mikd tahansa ristiriita on epditosi kaik-
kien totuusjakaumien alla. Joten otamme, esimerkiksi,
propositiolauseen py N\ —pg. Tdmd propositiolause mdid-
rittelee totuusfunktion joka aina antaa totuusarvon 0. O

Neljis totuusfunktio:

To X1 ‘ f(zo,71)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ratkaisu: Meilld on taas kerran kaksi 1-rivid. Meiddn
taytyy rakentaa kaava kayttden vain ja ainoastaan kon-
nektiiveja —, N\ ja V joten emme voi kdyttdd propositio-
lausetta pg < p1, vaikka se selviisti mddrittelee annetun
totuusfunktion. Joten joudumme kdyttdmddn disjunktiivis-
ta normaalimuotomenetelmdid. On kaksi 1-rivid, ensim-
mdinen ja neljds, joten rakennamme kahden kaavan dis-
Jjunktion. Ensimmdinen disjunkti on pg N\ p1 ja toinen dis-
Junkti on —poA—p1, joten kaava on (poAp1)V (—poA—p1).
Nyt meiddn tdytyy tarkistaa, ettd tamd kaava todellakin
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ZTo X1 o f(x(),JCl,l‘Q)
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 o0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 O 1 1
0 0 O 1

Kuva 1.4: A ternary truth function

mddrittelee totuusfunktion. Kuten edellisessikin esimer-
kissd, tamd voidaan tarkistaa kdymdlld kaikki funktion ar-
gumentit ldpi ja tarkistamalla, ettd kaikissa neljdssd ta-
pauksessa totuusfunktio ja propositiolauseemme antavat
saman totuusarvon. U

Tehtéivi 54 Etsi propositiolause, kdyttden konnektiiveja
=, Aja Vv, joka mdidrittelee kuvan [I.4|totuusfunktion.

Ratkaisu:

Tama4 tehtidvi selvisti tarvitsee disjunktiivisen normaa-
limuotomenetelmin kayttoda. Katsokaamme miten se toi-
mii. Totuusfunktiossa on kuusi 1-rivid ja kaksi O-rivid.
On harmi ettid disjunktiivinen normaalimuoto menetel-
ma keskittyy vain 1-riveihin ja niitd on niin monia tissi
esimerkissd. Mutta, kiyttdkdimme niksid. Keskittymalld
O-riveihin, voimme rakentaa propositiolauseen jonka ne-
gaatio médrittelee annetun totuusfunktion. Joten aloitam-
me maédrittelevin kaavan negaatiolla ja sitten rakennam-
me kaavan jolla on O-rivejen kohdalla totuusarvo 1. On
kaksi O-rivii, joten rakennamme negaation sisdén kahden
propositiolauseen disjunktion. ensinméinen disjunkti on
Po A\ p1 A pe ja toinen disjunkti on —py A p1 A pe2. Lopul-
linen propositiolause joka médrittelee totuusfunktion on:

=((po Ap1 Ap2) V (=po A p1 A p2)).

Tami propositiolause toimii mutta se nayttdd olevan hy-
vin riippumaton pg:n totuusarvosta, joten koettakaamme
jotain yksinkertaisempaa, kuten:

=(p1 A p2).

Meidén tdytyy testata, ettd totuusfunktio, jonka proposi-
tiolause —(p; A po) mdirittelee, on funktio f. Tdmi on
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helppo tehdid. Huomaamme, ettd funktio f(zo, z1,z2) on
tdysin riippumaton x:sta aivan kuten totuusfunktio jonka
tdmi propositiolause maédrittelee. Niille neljidlle mahdol-
liselle z1:n ja xo:n arvolle huomaamme, ettd kaavamme
miirittelemd totuusfunktio antaa samat arvot, joten olem-
me valmiita. O

Tehtivi 55 Ndytd, etti kuvan kolmipaikkainen to-
tuusfunktio on universaali.

Ratkaisu: Huomaa, etti f(z,z,2) =
flz,z,y) = 1 — xy. Téten

f(f(:c,x,y),f(x,x,y),f(m,x,y)) = y.

Tamad todistaa ettd voimme ilmaista negaation ja konjunk-
tion f:n avulla, mutta tiedimme jo, ettd {—, A} on univer-
saali joukko. Joten olemme valmiita. O

1 — 1z ja

Tehtivi 56 Ndytd, ettii konnektiivi joukko {N\,V} ei ole
universaali.

Ratkaisu: On helppo nihdi, ettd miké tahansa konnek-
tiivi f(x1, ..., z,,) joka on médritelty konnektiivien A ja V
avulla toteuttaa f(1,...,1) = 1. Miten? Tdmi ominaisuus
pitee konnektiiveille A ja V, ja timéd ominaisuus sdilyy
kun konjunktiosta ja disjunktiosta miiritelldén lisad kon-
nektiiveja. Joten timé ominaisuus pitdd paikkansa jokai-
selle konnektiiville joka voidaan maédritelld konjunktion
ja disjunktion avulla. Tdstd seuraa ettd negaatiota ei voida
maidritelld konnektiiveien A ja V avulla. O

1.5.14 Tehtavit

Tehtivi 57 Jokaisessa seuraavassa tapauksessa, anna
propositiolause, kdyttden vain konnektiiveja — ja —, jo-
ka mddrittelee annetun totuusfunktion.

xo 21| f| |20 x1|f
1 111 1 111
1 0|1 1 010
0 111 0 110
0 0|1 0 0|1
o T1 f Xo T1 f
1 110||1 110
1 0\|0||1 O0]1
0o 110((0 1|1
0 0|0||0 O0]1
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Tehtiva 58 Niytd, ettii {—} ei ole universaali.

Vihje: Ndiytd ensin, ettd mikd tahansa konnektiivi
f(z1,...,xy,), joka on mddritelty konnektiivin — avul-
la, toteuttaa funktion f(1,...,1) = 1.

Tehtiva 59 Niytd, ettii {—} ei ole universaali.

Vihje: Mieti tarkasti minkdlaisia totuusfunktioita voidaan
mddritelld vain kdyttden negaatiota. Ehkd kaikki ovat hy-
vin yksinkertaisia.

Tehtidva 60 Ndytd, ettii {N\, <>} ei ole universaali.

Tehtéavi 61 Mitki seuraavista propositiolauseista ovat
disjunktiivisessa normaalimuodossa:

1. p

2. poVp1

3. 7po A p1

4. po ¢ p2

5. (=po Ap1Apz2)V (poA=p1Ap3)V (=poAp2 Aps3)
6. (=poVp1Vp2)A(poV —p1Vps)A(=poVp2Vps)
7. (po — p1) A (mpo — p2)

Tehtava 62 Kuinka monta n-paikkaista totuusfunktiota
on olemassa?

Tehtiva 63 Palauta mieleesi mddiritelmimme A:n toden-
nékdisyydelle p(A) Tehtdiviissii Niiytd, ettii:

1. A on tautologia jos ja vain jos p(A) = 1
2. A on ristiriita jos ja vain jos p(A) = 0

3. A on kontingenssi jos ja vain jos 0 < p(A) < 1.

1.6 Luonnollinen piittely

1.6.1 Mita on paattely?

Péittely, jota kutsutaan myos deduktioksi tai todistuksek-
si, on kokoelma kaavoja jotka on muodostettu seuraamal-
la sovittuja sddntoja eli pddttelysddntoja.

Pdittely on yksinkertaistettu malli menetelmalle, jolla
todistetaan teoreemoja matematiikassa ja muussa tietees-
sd.
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Paittelyn tutkiminen alkoi Aristotelesta, joka antoi en-
simmdiset paittelyn sddnnot, ns. syllogismit, kuten seu-
raava:

Jokainen ihminen on kuolevainen.
Sokrates on ihminen.
Siis, Sokrates on kuolevainen.

Tamai kuulostaa hyvin vakuuttavalta, vaikka sanat “So-
krates”, “ihminen” ja “kuolevainen” vaihtaisi mihink4 ta-
hansa muuhun. Esimerkiksi “Anna”, “suomalainen” ja
“eurooppalainen”:

Jokainen suomalainen on eurooppalainen.
Anna on suomalainen.
Siis, Anna on eurooppalainen.

On tdrkedd myontéd heti alkuun, ettd harva kirjoittaa to-
distuksensa yhti huolellisesti kuin me tdmén kurssin aika-
na. Ehkd tietokone saattaisi, mutta ihminen, joka kirjoittaa
lyijykynilld paperille, ei ainakaan. Kdytdnnossd todistuk-
set ovat ns. epamuodollisia todistuksia. Epdmuodollisella
todistuksella tieteentekijd voi vakuuttaa itsensi ja tyoto-
verinsa siitd, ettd hinen johtopaitoksensi ovat korrekteja.
Hin voi esimerkiksi tehdd useita kokeita tai vetdd monia
aikaisempia johtopditoksid yhteen ja siitd piételld jotain
uutta. Hén saattaa yrittd4 todistaa, etti:

e silta ei romahda,
e pato ei peti,
e ydinvoimala ei sula,

e tietokoneohjelma ei kaadu,

raketti ei rdjihda kun se laukaistaan
e jne.

Téllaisessa tilanteessa todistus — jos se on olemassa —
voi olla niin monimutkainen, etti ainoa tapa tarkastaa se
on kayttid tietokonetta. Tamén takia, kun opimme todis-
tamaan jotain muodollisesti, opimme tekeméaédn sen hy-
vin erityiselld ja pikkutarkalla tavalla. On olemassa tieto-
koneohjelmia jotka auttavat ihmisié kirjoittamaan erittiin
muodollisia todistuksia, kuten “The Coq Proof Assistant”.

Syy miksi haluamme kiyttdd yhti tarkkaa tapaa todis-
taa asioita on se, ettd tidten voimme valaista korrektien
todistusten tarkeyttd ja voimme tarkastaa todistuksia hel-
pommin.
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1.6.2 Piittelyn monimutkaisuus

On helppoa tarkastaa onko jokin péittely oikea, eli on-
ko paittely tehty sddntdjen mukaisesti. Jopa tietokone voi
tarkistaa paittelyjen todellisuutta. Vaikein osa on pidtte-
lyn I6ytaminen. Iso osa matemaatikon, tai muun tieteente-
kijédn tyotd on yrittdd selvittid jotain ja sitten todistaa, ettd
se todella on niin.

1.6.3 Luonnollinen paittely

Luonnollinen pddittely on tietty tapa kirjoittaa paittelyji.
Kuten jo sen nimikin vihjaa, se yrittdd matkia ihmisen
ajattelutapaa mahdollisimman hyvin.

Luonnollisessa pidttelyssd meilld on joitain oletuksia
By, ..., By, ja haluamme tehdi niistd johtopddtoksen A.
Jos timd on mahdollista kirjoitamme {Bs,...,B,} F A
ja muuten kirjoitamme {B1, ..., B,} I/ A.

Piittelyt koostuvat yksinkertaisemmista péittelyisti ja
oletuksista.

1.6.4 Yksinkertainen luonnollinen pééttely

Téssd on yksinkertainen luonnollinen péittely:

A BAT A B/\T
AANB A/\BAT

(ANB)A(AADB)

Katsokaamme sen komponentteja. Ylhadlla ovat ole-
tukset A ja B. Jokainen vaakasuora viiva kuvastaa yhtd
piittelysdéintod. Sddnndn nimi, tdsséd tapauksessa A, on
paittelyviivan vieressi. Johtop#itds on pohjalla.

Niemme, ettd péattelya

A B
ANB

AT

oli kiytetty edellisessd paittelyssd kahdesti alipddttelyni.
Niin péittelyt toimivat: ne koostuvat palasista jotka lii-
timme yhteen, ja jokainen palanen on pienempi piitte-
ly. Pienimmit padttelyt ovat yleensd samanlaisia kuin ylla
nikyvé esimerkki, ne koostuvat vain yhdesté paittelyvii-
vasta.
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1.6.5 Konjunktion sidnnot

Paittely syntyy periaatteessa liittdimalld tiettyjd sddnto-
ja yhteen. Saannot jotka koskevat konjunktiota, eli sanaa

T3P 1)

ja”, toimivat seuraavalla tavalla:

A-Tuontisdanto:

A B T
ANB
A-Eliminointisdanto:
ANB ANB
1 E 5 E

A-Tuontisddannon idea on hyvin yksinkertainen: jos tie-
dimme A:n ja B:n, niin tiedimme niiden konjunktion
A A B:n. A-Eliminointisddnto toimii samalla tavalla: jos
tieddimme A A B niin tieddmme my6s A:n ja B:n.

1.6.6 Lauseen (A A B) A C johtaminen
lauseesta A A (B A C)

Katsokaamme konjunktioon liittyvid sdint6jd. Pystymme
johtamaan lauseen (A A B) A C' lauseesta A A (B A C).

Olettaen ettd A A (B A C) piitee, tiedimme, ettd A, B
ja C pitdvit paikkansa ja, ettd ne voidaan johtaa kaavasta
AN (B A C) kiyttien A-eliminointisddntod.

Jotta voimme johtaa (A A B) A C:n, meidén pitéid en-
sin johtaa A A B ja sitten yhdistdé tama C':n kanssa, joka
taas voidaan johtaa kaavasta A A (B A C) kiyttien A-
eliminointisdint64 ja ndin saamme (A A B) A C.

AN(BANC)
AN(BAC) "Barc _ "FAA(BAC)
ANE ANE ———~——— AE
A B T B/\C’AE
ANB C AT
(ANB)AC

Nyt péittelyyn. Ensin johdamme A:n, sitten B:n joten
meilld on A A B. Seuraavaksi johdamme C':n ja laitamme
kaikki yhteen. Koko paittelyprosessin nikee ylld olevasta
kuvasta.

1.6.7 Todistus tapauksittain

Usein matematiikassa todistetaan asioita “todistus tapauk-
sittain” menetelmalld. Téssd on esimerkki.

LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

Oletetaan, ettd haluamme todistaa, etti n? + 7n on pa-
rillinen kaikilla n arvoilla. Mahdollinen todistus etenee
seuraavasti:

e Tiedimme ettd kaikki luonnolliset luvut ovat joko
parillisia (eli voidaan ilmaista muodossa 2m) tai pa-
rittomia (eli voidaan ilmaista muodossa 2m + 1).

e Ottakaamme mielivaltainen luonnollinen luku n.

e Tapaus 1: n on parillinen, toisin sanoen n = 2m:
n2+Tn = 4m?+14m = 2(2m>+7m) on parillinen.

e Tapaus 2: n on pariton, toisin sanoen n = 2m + 1:
n?+7Tn=2m+1)>+72m+1) =4m?* +4m +
1+14m+7 = 4m?+18m+8 = 2(2m? + 9Im +4)
on parillinen.

e Eli molemmissa tapauksissa n? 4 7n on parillinen.

e Siis n2 + 7n on aina parillinen.

1.6.8 Todistuksen rakenne

Y1ld mainitun todistuksen rakenne on seuraavanlainen.
Haluamme todistaa etti n? + 7n on parillinen. Tiedim-
me ettd n on parillinen tai pariton. Huomaa, etti timé on
disjunktio. Tieddmme my®os, ettd jos n on parillinen niin
n?+Tn on myos parillinen. Tiedimme my®s, etté jos n on
pariton niin n2 + 7n on jélleen parillinen. Eli n? + 7n on
parillinen, olipa n parillinen tai pariton. Todistus kuvana:

n parill. n parit.

n parill. tai parit. 12 + 7n parill. 12 + Tn parill.

n? 4 Tn parill.

1.6.9 Todistus tapauksittain

Jos mietimme hieman tarkempaan miti yllad olevassa ku-
vassa tapahtuu, kdy ilmi, ettd voimme esittdd saman asian
seuraavalla kuvalla:
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Tieddimme AV B:n, ja voimme todistaa C':n jos oletam-
me A:n ja my06s jos oletamme B:n. Joten koska AV B on
oletettu, voimme pitdid C':t4 totena.

1.6.10 Olettaminen

Kun todistamme tapauksittain teemme tilapdisid oletuk-
sia, kuten “jos m on pariton” tai “jos n on parilli-
nen”. Luonnollisessa paittelyssd voimme tehda tilapdisia
oletuksia, kunhan pystymme eliminoimaan oletuksemme
jossain vaiheessa. Kun tilapdinen oletus A on eliminoi-
tu, se laitetaan hakasulkeisiin [A]. Tilapéisen oletuksen
eliminoiminen ei ole aina pakollista, sitd pitédisi ajatella
enemmin oikeutena kuin velvollisuutena. Toisaalta jos ti-
lapdistd oletusta ei eliminoida se saattaa heikentdd luon-
nollista péittelyd ja johtopaatostd.

On tirkedtd pystyd erottamaan oletukset ja tilapdiset
oletukset toisistaan. Tilapdiset oletukset tulevat yleensi
siitd, kun tieddmme disjunktion ja haluamme tehdi siitd
johtopaitoksen. Télloin tilapdisesti oletamme ensimmdi-
sen disjunktin ja sen jdlkeen toisen, nihdidksemme miti
tapahtuu. Edellisessd esimerkissé tiesimme, ettd n on jo-
ko parillinen tai pariton, mutta emme tienneet kumpi, jo-
ten oletimme véliaikaisesti, ettd n on parillinen ja sitten,
ettd n on pariton.

1.6.11 Disjunktion sdannot

Olemme nyt valmiita kirjoittamaan disjunktiota koskevat
sdaannot luonnollisessa paittelyssa.
V-Tuontisddnto:

A B
av " ave "
V-Eliminointisdinto:
[AY (B!
AvB (C C vE 1

c

Merkintd “E, 17 tarkoittaa, etti tilapdinen oletus nume-
ro 1 voidaan nyt eliminoida.

V-Tuontisddntd on melko itsestddn selvd: jos tieddm-
me disjunktin, tiedimme my6s disjunktion. Sen sijaan V-
eliminointisdéntd on hieman mielenkiintoisempi, ja pe-
rustuu samaan ajatukseen, kuin todistus tapauksittain.
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Ideana kuitenkin on, ettd jos tieddimme A V B:n ja liséksi
C'n, riippumatta siitd teemmeko viliaikaisen oletuksen A
vai B, voimme péitelld C:n.

1.6.12 Disjunktion eliminointi

Voimme johtaa C:n oletuksesta (AAC) V (BAC). Miet-
tikddmme ensin miksi C seuraa (A A C) V (B A C):sta.
(AN C)V (B AC) tarkoittaa, ettd A A C tai B A C (tai
molemmat) ovat tosia. Mutta olipa A A C' tai B A C tosi,
meilld on C' joka tapauksessa.

1.6.13 Disjunktion eliminointi (jatkoa)

Tidssd on luonnollinen péittely joka erittdd C':n johdon
(ANC)V (B AC):sta.

[AAC)! AE[B A Ot

(ANC)V(BAC) C C
C

ANE

AE, 1

Tdssd ndkyy yksi iso V-eliminointisddnnon kaytto.
Kiytdimme A-eliminointisdidntod tilapdisiin oletuksiim-
me.

1.6.14 Disjunktion tuonti

Voimme johtaa (A V C) A (B V D):n oletuksesta A A B.
Miettikddmme ensin intuitiivisesti miksi (AVC)A(BVD)
seuraisi A A B:std. Jos A A B on tosi, niin molemmat A
ja B ovat tosia. A:sta seuraa A V C ja B:stitaas BV D.
Joten saamme (A V C) A (B V D).

1.6.15 Disjunktion tuonti (jatkoa)

Nyt voimme luoda tarvittavat luonnolliset péittelyt (A V
C)A(BV D):n johtamiseen oletuksesta (A A B). Yritim-
me kéyttdd A-tuontisddntod. Jotta voimme saada (AV C),
meidin taytyy kdyttdd A-eliminointisddntdoda saadaksem-
me A:n ja sitten V-tuontisdintoid saadaksemme (A V C).
Sama tehdéddn B V C':n kanssa.

1.6.16 A:n johtaminen A\ A:sta

Téssd johdamme A:n AV A:sta. Tdmé on jotakuinkin eri-
koinen tapaus, mutta huomaa, ettd tyoskentelemme nyt
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johtopiitosten kanssa joita tietokonekin voi joutua teke-
maéiin. Meille on aivan selvii, ettd A seuraa A V A:sta,
mutta tietokoneelle se ei ole vélttaméttd yhtd helppo joh-
topditos tehdd. On myos olemassa loogisia systeemeji
misséd A:ta ei voi johtaa AV A:sta, kuten riippuvuuslogiik-
ka. Riippuvuuslogiikassa disjunktion A VV A:n toteuttaa
“tiimi” X jos ja vain jos X voidaan ilmaista yhdisteend
Y U Z siten, ettd molemmat Y ja Z toteuttavat A:n. Tiimi
X saattaa hyvinkin toteuttaa disjunktion AV A ilman etti
se toteuttaa A:n, suunnilleen samoista syistd miksi 5 euroa
saattaa olla kahden raitiovaunulipun hinta muttei yhden.
Tissd on paittely milld A johdetaan A Vv A:sta:

(A" [A]!
A

AV A

VE,1

Huomaa, ettd A on seké oletus ettd johtop#itds péitte-
lysséd

A.

Tamaé on ehkd vihén erikoinen péittely, mutta paittely
kuitenkin.

1.6.17 Ratkotut tehtivit
Tehtiava 64 Johda B N A lauseesta A \ B.

Ratkaisu: Johdamme A:n ja B:n propositiolauseesta
A A B. Sitten yhdistimme ndmi kaksi johtopaétostd ja
johdamme B A A:n.

ANB N
B A

O

Tehtiava 65 Johda AV B lauseesta A \ B.

Ratkaisu: Taméi on helppo. Johdamme A:n lauseesta AN
B jasitten lauseen A V B vilittomaisti A:sta.

AANB

ANE
avp "

Huomaa, etti toinen aivan yhtd hyvé ratkaisu, joka kul-
kee B:n kautta, on:

LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

AAB
B
AvB "

ANE

Paittelyt eivit siis ole yksikasitteisii.
O

Tehtivi 66 Joko juna liikkuu tai sekd vihred valo palaa
ettd ovi on auki. Johda, etti juna litkkuu tai vihred valo
palaa.

Ratkaisu: Meiddn toytyy johtaa py V po lausees-
ta po V (p1 A p2). Ensin voisi kokeilla kidyttdd V-
tuontisddntod mutta siitd huomaa aika nopeasti, ettd se
ei johda mihinkéddn. Seuraavaksi voisi kokeilla kdyttdd V-
eliminointisddntdd ja tima itse asiassa toimii.

Oletuksen nojalla joko py tai p; Ap2 pétee. Molemmissa
tapauksissa voimme johtaa pg V po. Jotta voimme kayttdd
V-eliminointisdanto4, valmistaudumme seuraavalla taval-
la:

p1AD2
Po
poV (p1 A p2)
Do V D2

VE

Nyt meidin tdytyy johtaa py V pa. Ensin lauseesta pg ja
sitten lauseesta p; A po, mutta molemmat ovat helppoja
tehda:

[p1 A 2]
[po] pz F
poV (p1 Ap2) poVp2 Po V D2 VT
Do V D2 vE

Tehtiva 67 Johda (AV B)V C lauseesta AV (B V C).

Ratkaisu: Oletuksemme on A:n ja B V C':n disjunktio,
joten kidytdmme V-eliminointisddnt6i. Huomaamme, ettid
A:sta voidaan johtaa AV B ja titen myds (AV B)VC. Toi-
saalta, B V C'std my0s johtaa (A V B) V C kiyttimilld
V-eliminointisadntod, joten kdytdimme todistusta tapauk-
sittain:
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[B] v
4] AVB " (€] vt
avp 't . [BVC] (AVB)VC (AVB)VC .
AV(BVC) (AVB)VC ' (AVB)VC :
T
(AVB)VC :

Kuva 1.5: Lauseen (A V B) V C johtaminen lauseesta AV (B Vv C)

Tapaus 1: Olettakaamme B. Siitd seuraa A V B, ja siitéd
taas (AV B) v C.

Tapaus 2: Olettakaamme C'. Siitd seuraa (A V B) v C.
Johtopditds on valmis. (Katso kuva E})

O

1.6.18 Tehtivait

Tehtivi 68 Kdytd Iluonnollista pddittelyd johtaaksesi:
AN (BVC) lauseesta A N C.

Tehtivi 69 Kdiytd Iluonnollista pddittelyd johtaaksesi:
AN (BVC) lauseesta (ANB)V (ANC).

Vihje: Tilapdisid oletuksia voidaan kdyttdd useamman
kerran ennen kun ne eliminoidaan.

Tehtdva 70 Kdytd Iluonnollista pddittelyd johtaaksesi:
AV (B AC) lauseesta (AV B) A (AV C).

Tehtiva 71 Kdiytd Iluonnollista pddittelyd johtaaksesi:
(AN B)V (AAC) lauseesta AN (BV C).

Tehtiva 72 Kaytd [luonnollista pddttelyd johtaaksesi:
(AV B) A (AVC) lauseesta AV (B A C).

1.7 Luonnollinen paittely: Impli-
kaatio

1.7.1 Implikaation sdannot

Opimme nyt implikaation tuonti- ja eliminointisdannot.
Nédmi ovat seuraavat:

—-Tuontisaantod

[A]!
A —B> 5 n!
—-Eliminointisdanto
A—-B A Lk
B

1.7.2 Implikaation sidinnét (jatkoa)

Niiden séddntojen oppiminen vaatii hieman harjoittelua,
mutta katsokaamme niitd nyt hieman tarkemmin. —-
Eliminointisdidntd kdytdnnossd tarkoittaa seuraavaa: jos
olemme johtaneet sekd A:n etti A — B:n niin voimme
paitelld B:n. Taméa on implikaation idea. Me jopa luem-
me lauseen A — B niin “Jos A, niin B”. Eli jos tiedim-
me A:n, niin voimme tosiaan péitelld B:n.

Entds —-tuontisdantd? Tadma sddnto tarkoittaa kidytan-
nossi seuraavaa: jos olettamalla A:n voimme johtaa B:n,
niin voimme paitelld A — B:n olettamattaA:ta. Tdma
sdaantd osoittaa tirkedn suhteen johtamisen ja implikaa-
tion vililld ja vastaa intuitiota jonka mukaan implikaatio
on loogisen seuraamuksen formalisointi.

1.7.3 Implikaation eliminoiminen

Tidssd on esimerkki —-eliminointisddnnostd: Johdamme
C:n A:staja (AV B) — C'sti.

Aluksi kdytdmme —-eliminointisddntod. Jotta timé
toimisi meidin pitdd pystyd johtamaan AV B A:sta. Tdma
voidaan tehdd kdyttdmalld V-tuontisdantod:

_A
(AvB)sC AvB "
C —E
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1.7.4 Implikaation tuonti

Tiassd on esimerkki —-tuontisddnnon kiytostd: Voimme
johtaa A — C'n oletuksista A — B ja B — C. En-
sin kdytimme —-tuontisiddntdd. Teemme tilapdisen ole-
tuksen A ja yritimme johtaa C. Aikaisempi oletuksem-
me, A — B, ja uusi tilapdinen oletuksemme A sallivat
meiddn johtaa B:n. Oletuksen B — C' ja B avulla voim-
me johtaa C'n.

A—B [A}
B—C B —F
C —E

A0 -T,1

1.7.5 Esimerkki: (A — A):n johtaminen

Tamai on taas jotakuinkin erikoinen tapaus. Ei voi kiel-
tdd, ettd nididen lyhyiden kaavojen todistaminen saattaa
vaikuttaa hieman turhalta, mutta on hyvé muistaa, ettd ne
ovat rakennuspalikoita isommille péittelyille.

A on oletus ja johtop#itos seuraavassa piittelyssa:

A.

Nyt oletus A voidaan eliminoida ja voimme johtaa kaavan
A— A

[A]'
A5 A —>T,1

1.7.6 Ekvivalenssin siannot

Ekvivalenssin kisitteleminen on vidhdn kuin kasittelisi
kahta implikaatiota samaan aikaan. Ekvivalenssia koske-
vat sdannot ovat siis:

<»-Tuontisdanto

[B]" (A
A B
AoB b L
<+-Eliminointisdianto
A< B A e A< B B e
B A

LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

1.7.7 Ekvivalenssin sainnot (jatkoa)

+>-Eliminointisddntd tarkoittaa kéytdnnossd, ettd jos
voimme johtaa sekd A etti A <> B, niin voimme pai-
telld B:n. Intuitiivisesti tdmén pitédisi olla selvd koska
ekvivalenssi tarkoittaa, etti A ja B ovat “yhtéipitivit”.
+»-Tuontisdinto taas tarkoittaa, ettd jos oletamme A:n ja
voimme johtaa B:n, ja jos oletamme B:n ja voimme joh-
taa A:n, niin silloin voimme péitelld A <+ B ilman mi-
tddn oletuksia. A ja B merkitddn ekvivalenteiksi koska ne
voidaan johtaa toisistaan.

1.7.8 Ekvivalenssin eliminointi

Esimerkkind <>-eliminointisdénnostd johdamme C'n
Assta ja (A V B) «+ C:sti. Jotta voimme Kiyttdd <>-
eliminointisdéntod, meidin pitdéd jotenkin johtaa A V B.
AV B voidaan johtaa olettaen A, mutta timi on tietenkin
suora V-tuontisdannon sovellutus. Joten:

_A
(AVB)«C AvB '

C <~ E

1.7.9 Ekvivalenssin tuonti

Esimerkkind <>-tuontissdénnostd voimme johtaa A <«
C'n oletuksista A <+ B ja B <> C. Ensin teemme tilapdi-
sen oletuksen C ja yritimme johtaa A:n ja sitten teemme
tilapdisen oletuksen A, jotta voimme johtaa C':n. Titen
kdytamme oletettuja ekvivalensseja A <> B ja B < C.
Kun kiyttdd <>-eliminointisdéntod suhteessa niihin ekvi-
valensseihin, voimme johtaa ekvivalenssin A <> C:n.
Ao B (Al B« c [t
B « C B SE A« B B

C A
A« C

<~ E —E

<~ E

T, 1

1.7.10 Ratkotut tehtivit

Tehtivd 73 Johda (A A B) — C' lauseesta A — (B —
Q).

Ratkaisu: Oletamme A A B. Joten saamme A:n ja B:n.
Lauseista A ja A — (B — C) saamme lauseen B —
C. Lauseista B ja B — C saamme lauseen C'. Olemme
valmiita, voimme nyt vetidd johtopddtoksemme.
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Valmistaudumme kéyttimdidn —-tuontisddntod. Ha-
luamme johtaa implikaation ja meilld on konjunktio va-
liaikaisena oletuksena. Kdytamme A-eliminointisdantda
kahdesti jotta saamme A:n ja B:n. Sitten kiiytimme ole-
tustamme jotta saamme lauseen B — C' ja sitten C':n. Nyt
—-tuontisiddntd valmistelee lunnollisen péittelymme.

[AAB]!
A " AL (B [AA B]!
B0 —~E B E/\ E
c
—_— oT,1
(AANB) = C
O
Tehtiivi 74 Johda A — (B — A).
Ratkaisu: Valmistaudumme  kéyttimiddn  —-
tuontisddntod. Jotta voimme kiyttdd sitd teemme

viliaikaisen oletuksen A.

Nyt kédytimme —-tuontisdintdd ja pédttelemme
lauseen B — A ja samalla eliminoimme viliaikaisen
oletuksen B. Oops! Me emme ole tehneet viliaikaista
oletusta B miten voimme siis eliminoida sen? Ei mitién
huolta. Ei ole mitdédn tarvetta eliminoida B:td koska
viliaikaista oletusta B ei ole koskaan tehty. Johdimme
lauseen B — A viliaikaisesta oletuksesta A.

A
B— A -t

Voimme johtaa A — (B — A) kéyttdmilld —-
tuontisddntdd uudestaan, ja samalla voimme elminoida
viliaikaisen oletuksen A. Piittely on nyt valmis:

[A]!
_BATY
A—(B—=4A)

O

Tehtivi 75 Johda (A — B) — (A — C) lauseesta
A— (B— Q).

Ratkaisu: Oletamme lauseen A — B. Johtaaksemme
A — C seuraavaksi oletamme A:n ja yritimme johtaa
C:n. Lauseista A ja A — (B — () voimme johtaa
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lauseen B — C. Lauseesta A — B saamme my0s joh-
dettua B:n. Joten lauseesta B — C' saaamme vihdoin joh-
dettua C:n. Nyt voimme kdyttdd —-tuontisddntdd ja joh-
taa lauseen A — C ja samalla voimme eliminoida vé-
liaikaisen oletuksen A kahdesta paikasta. Kun kidytim-
me —-tuontisddntod uudestaan saamme halutun lauseen
(A — B) —» (A — () johdettua ja viliaikaisen oletuk-
sen A — B eliminoitua. Tdyden pidttelyn 16ytdd Kuvasta
[1.6]

O

1.7.11 Tehtivit

Tehtiva 76 Kdiytd Iluonnollista pddittelyd johtaaksesi:
B — (A — C) lauseesta A — (B — C).

Tehtéivi 77 Kdiytd Iluonnollista pddttelyd johtaaksesi:
(AN B) — (C A D) lauseesta (BN A) — (D AC).

Tehtéivi 78 Kdytd I[uonnollista pddttelyd johtaaksesi:
A — (CV B) lauseesta A — (B V C).

Tehtivid 79 Kdiytd Iluonnollista pddittelyd johtaaksesi:
A — (BV Q) lauseesta (A — B)V (A — C).

Tehtiva 80 Kdyti Iluonnollista pdiittelyd johtaaksesi:
A — B lauseista (AN C) <> B ja C.

Tehtivi 81 Kdiytd Iluonnollista pddittelyd johtaaksesi:
(A=>B)—> ((B—A) = (A+ B)).

1.8 Luonnollinen péiittely: Negaatio

Paidttelymenetelmit jotka olemme oppineet tdhdn men-
nessd ovat olleet ns. suoria padtelmia. Eli padtelmia jois-
sa aloitetaan oletuksista ja johdetaan askel kerrallaan ha-
luttu johtopiitds. Olemme myOs oppineet todistuksen
tapauksittain eli disjunktion eliminointisdénnon, tai V-
eliminointisddnnon. Nyt opimme todistamaan negatiivisia
lauseita.

1.8.1 Ristiriidan todistaminen

Perusideana —A:n todistamisessa on ristiriidan johtami-
nen A:sta. Toisin sanoen hetkellisesti oletamme A:n, ja
johdamme B A = B:n jollekin B:n kaavalle. Periaatteessa
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[A] [A — B] [A] A= (B—C)
B —E BoC —E
C —E
A->C -t

—T

(A= B)—> (A= C)

Kuva 1.6: Lauseen (A — B) — (A — C) johtaminen lauseesta A — (B — C)

B voi olla sama kuin A, mutta on todennikdisempii ettd
se on jokin muu.

Kun olemme johtaneet vastaviitteen B A —B:n tilapdi-
sesti oletuksesta A, niin olemme todistaneet —A:n olevan
totta. Samanaikaisesti voimme eliminoida oletuksen A.

Yrittdkddmme ymmértdd negaation todistamista. Poh-
jalla on yksinkertaisesti seuraava idea: Oletetaan, ettd ka-
velen taloon siséén ja viitin ettd ulkona ei sada. Joku saat-
taa kiistdd ja vaatia todistusta. Voin pohdiskella, ettd jos
ulkona sataisi, takkini olisi marki, mutta takkini ei ole
mirkd, joten ei sada. Tdten hyviaksymme lauseen “ulkona
sataa” negaation koska lause “ulkona sataa” olisi vastoin
sitd mitd ndemme omilla silmillimme.

Mietitédén toista esimerkkiéd: miksi on helppo hyviksya
lauseen “maapallo on litted” negaatio. Jos maapallo olisi
litted, niin maapallon varjo kuussa ei olisi pyored, aina-
kaan aina, mutta jokainen joka on nidhnyt kuun tietés, ettd
maapallon varjo on aina pyored. Myos jos maapallo olisi
litted niin lentdjét ja merimiehet nikisivit maailman reu-
nan, mutta mitd he todella nikevit on horisontin joka on
kaareva ja aina yhtd kaukana. Joten oletus etti maapallo
on litted olisi empiirisen todistusaineiston vastainen, joten
on hyvin helppoa hyviksyd lauseen “maapallo on litted”
negaatio todeksi.

Niiden kahden esimerkin ideana oli ndyttdd ettd ar-
kikielessd hyviksymme lauseiden negaatioita jos lause
itsekseen johtaisi jarjettomyyteen. Tdmd on myos syy
sithen, ettd luonnollisessa pidttelyssd todistamme —A:n
olettamalla A:n ja johtamalla siit4 ristiriidan.

1.8.2 Harjoittelua

Harjoitelkaamme nyt ristiriidan johtamista. Voimme joh-
taa ristiriidan lauseesta (A — B) A A A —B. Intui-
tiivisesti meilld on ristiriita, koska lause A — B joh-
taa ristiriitaan, silld A:sta saamme B:n, ja toisaalta ole-

tamme —B:n. Joten luonnollisessa piittelyssd johdam-
me oletuksistamme ensin lauseen A — B kiyttden
A-eliminointisddntod. Sitten johdamme oletuksistamme
myos A:n kidyttden A-eliminointisddntod. Sitten kidytim-
me —-eliminointisdintod lauseeseen A — B johtaak-
semme B:n, ja lopulta saamme oletuksestamme —B:n
kiyttien A-eliminointisddntdd. Lopuksi A-tuontisddnnon
kéyttdminen péattid ristiriidan B A —B:n johtamisen.

(A B)AAA-B (A B)AAA-B
A5 B 2 ANE (4 5 ByAAn-B
B —E ~B
B A-B

ANE

AT

1.8.3 Negaation tuonti
Negaation tuontisddntd on seuraava:

—-Tuontisddnto:

A]!

Y1ld opimme, miten voimme johtaa ristiriidan lauseesta
(A — B) A A A —B. Kiyttimilld —-tuontisdéntod voim-
me johtaa —((A — B) A AA—B) ilman mitdén oletuksia.
Tilapdisesti oletamme lauseen (A — B) A A A =B, tois-
tamme B A—B:n johdon oletuksestamme ja kdytimme —-
tuontisiintda johtaaksemme oletuksemme negaation. Sa-
manaikaisesti tilapdiset oletukset eliminoidaan kolmesta
paikasta.

1.84

Katsokaamme nyt miten ——A:n johdetaan A:sta. Tima
on hieman hankala, koska johtaminen kdy hyvin nopeas-
ti ja lyhyesti, joten saattaa olla hieman hankalaa ymmir-

——=A:n johtaminen A:sta
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tdd mitd tapahtuu. Téstd huolimatta karkea idea on seu-
raavanlainen: Oletamme A:n ja haluamme ndyttdd ettd
—A johtaa vastaviitteeseen. Totta kai A on A:n kans-
sa ristiriidassa, negaatio — tarkoittaa juuri titi. Joten kir-
joittakaamme luonnollinen péittely. Teemme nyt tilapii-
sen oletuksen — A ja saamme heti lauseen A A = A kiyt-
tamalla A-tuontisddntod. Eli olemme nyt johtaneet ris-
tiriidan ja voimme kiyttdd —-tuontisddntod johtaaksem-
me ——A:n, samalla poistamalla tilapdisen oletuksemme.
Olemme valmiita:

A=A}
——— AT
AA*AA ‘!E,l

1.8.5 Epaésuoria paitelyja

Vaikeimmat pédtelyt joita joutuu tekemiin, ovat yleen-
sd epdsuoria. Niitd piditelyjd kutsutaan epédsuoriksi sen
takia, ettd ne nojaavat tilapdisiin oletuksiin, jotka joskus
vedetddn ikddn kuin tyhjistd. Tyypillisessd epédsuorassa
padtelyssd, ns. reduction ad absudrum, haluamme todis-
taa A:n ja aloitamme tekemdlld tilapdisen oletuksen —A.
Jos voimme nyt johtaa ristiriidan, niin intuitiivisesti tie-
ddmme ettd A:n on oltava tosi koska —A johtaa risti-
riitaan. Tarkkaan ottaen, johdamme ——A:n kiyttden —-
tuontisddntod ja sitten annamme kahden negaation kumo-
ta toisensa. Jotta timéi toimisi, tarvitsemme uuden sdin-
non, —-eliminointisddnnon:

—-eliminointisdinto:

_|_|A .
A

E

Katsokaamme —-eliminointisddnnon perusteluja. Kun
oletamme ——A:n niin oletamme ettd —A ei ole tosi, jol-
loin A:n on pakko olla tosi, koska joko A tai =A on
tosi. Tatd ajattelutapaa kutsutaan usein klassiseksi logii-
kaksi, koska on olemassa my0s ei-klassinen logiikka. Ei-
klassisessa on logiikassa on monia eri lajeja, mutta niis-
sd kaikissa on ainakin yksi sama piirre: ei oleteta, ettd
on vain kaksi totuusarvoa. Kuuluisa esimerkki Aristote-
leta on lause “Huomenna on meritaistelu”. Kutsutaan tita
lauseeksi A. Milld perusteella voisimme sanoa, ettd A on
tosi. Monia asioita voi tapahtua jotka hyvin helposti teki-
sivit meritaistelusta mahdottoman tai tarpeettoman. Mut-
ta tarkoittaako tdma, ettd meidén pitédisi hyviksyd — A to-
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tena? Tamikin vaikuttaa aivan yhté perusteettomalta paét-
telyltd koska emme tiedd mitd huomenna tapahtuu. Joten
olisi loogista sanoa ettei kumpikaan A tai = A ole (vield)
totta. Lause A on esimerkki temporaalilogiikasta.

Olemme nyt esitelleet kaksi sdéintd4 jotka koskevat ne-
gaation avulla paittelemisti:

—-Tuontisaanto

—-Eliminointisdantd

1.8.6 A — B:n johtaminen —A:sta

Jotta voimme todistaa A — B, oletamme A:n. A:sta ja
oletuksesta = A saamme A A —A, eli ristiriidan. Negaatio-
tuontisddnnolld voimme johtaa ——B:n. Voisimme pois-
taa oletuksen —B jos meilld olisi tim4 tilapdinen oletus,
mutta meilld ei ole. Negaatio-eliminointisdéinnon kautta
saamme B:n. Nyt saamme lopullisen paéttelyn kayttamél-
la —-tuontisddntoa.

1.8.7 A:n johtaminen —(A — B):sta

Tamai on tyypillinen epdsuora todistus. Meidén pitidé to-
distaa A, joten teemme hetkellisen oletuksen —A. Taval-
laan, kokeilemme miten A:n vastakohta, nimittdin —A,
toimisi tilanteessamme. Joten oletamme —A:n. Kuten yl-
hilld, voimme johtaa A — B:n. —=(A — B):sti saamme
—(A — B)A(A — B).Joten oletus —A on johtanut risti-
riitaan. Kdyttden negaatio-tuontisdiantdd, saamme ——A:n
ja samalla eliminoimme tilapdisen oletuksen —A:n. Kiyt-
tien negaatio-eliminointia saamme A:n.
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(A" [-AP
Ap-4 M

—B "

B - E
-(A — B) A—>B_>T’1
T

~A>BArA=B) "
1 -T,2

1.8.8 B A —B:n johtaminen A N\ —A:sta

Tamai ndyttdd hieman oudolta, mutta se paljastaa, ettd ei
ole vilid mikd A on ristiriitaisessa kaavassa A A —A.

Ristiriidasta A A —A voimme johtaa ——B:n ja tietenkin
my0s B:n. Huomaa, ettd meidin tidytyy johtaa B tupla-
negaation kautta koska meilld ei ole sddntdd joka antai-
si meiddn johtaa B suoraan ristiriidasta. Samaan tapaan
voimme johtaa —B:n lauseesta A A —A. Tilld kertaa mei-
din ei tarvitse johtaa tuplanegaation kautta. Lopulta yh-
distimme B:n ja —B:n ja olemme valmiita.

AN-A
=B " An-A |
B B .
B AN-B

1.8.9 Ratkotut tehtivit

Tehtidva 82 Ndyti miten lause —~A N\ =B voidaan johtaa
lauseesta ~(A V B). (Tdamd on yksi ns. De Morganin la-
eista.)

Ratkaisu: Miettikdiimme ensin intuitiivisesti miksi pro-
positiolauseen —A A — B pitiisi seurata propositiolausees-
ta ~(AV B). Olettakaamme, ett ei ole totta etti sataa vet-
td tai lunta. Miksi voimme johtaa, ettd ei sada vettd eikd
lunta? Koska jos sataa, niin se olisi sitdkin suuremmalla-
kin syylld vettd tai lunta, joten olisimme ristiriidassa ole-
tuksemme kanssa. Yrittdkddmme ilmaista timi muodolli-
sesti.

Jatkakaamme tdtd intuitiivistd ajattelua. Koska késitte-
lemme konjunktiota, voimme miettid jokaista konjunktia
erikseen. Miettikidimme —A:ta. Jos oletamme A:n niin
voimme johtaa A V B, joka on vilittomasti ristiriidassa
oletuksemme —( A V B) kanssa. Joten meidén tiytyy pdd-
tyd = A:han. Samalla tavalla voimme johtaa —B:n.

LUKU 1. PROPOSITIOLOGIIKKA

Joten aloitamme oletuksella —(A V B) ja tilapdiselld
oletuksella A jotta voimme johtaa ristiriidan ja titen tila-
pdisen oletuksen —A:n.

Saamme ristiriidan  vélittomasti
tuontisdintdd ja sitten A-tuontisdintda.

Kiyttdmilld —-tuontisddntod saamme johdettua —A:n
ja eliminoitua tilapdisen oletuksen A.

Teemme saman B:1l4 jotta saamme —B:n.

Kayttamalla A-tuontisddntdd valmistelemme todistuk-
sen.

kiyttamallda V-

(A"
~(AVB) AVB VTT [B]
-(AVB)A(AV B) ATl :
~A B
-AN-B

a

Tehtévi 83 Ndyti miten lause A NV — B voidaan johtaa
lauseesta =(A N B). (Tdmdi on toinen ns. De Morganin
laeista.)

Ratkaisu: Tama on hieman vaikeampaa! Haluamme paé-
tyd tilanteeseen jossa olemme johtaneet lauseen AV —B,
joten houkutus on yrittdd aloittaa johtamalla joko —A
tai =B, mutta kumpi?? Téllainen ongelma logiikassa—
ongelma jossa pitdd johtaa disjunktio ilman, ettd on mi-
tadn selvéd tapaa johtaa kumpikaan disjunkti erikseen—
on yksi ero klassisen ja ei-klassisen logiikan vililld. Tassd
kurssissa késitteleme klassista logiikkaa, joten kdytdmme
epésuoraa pidttelyd.

Miettikddmme ensin intuitiivisesti miksi propositio-
lauseen —A V —B pitdisi seurata propositiolauseesta
—(A A B). Esimerkiksi olettakaamme, etté jossain ruoka-
annoksessa ei ole sekd lihaa ettd kermaa. Miksi voimme
johtaa, ettd joko siitd puuttuu liha tai kerma? Koska, jos
siind olisi lihaa ja kermaa, niin olisimme ristiriidassa ole-
tuksemme kanssa, joten joko lihan tai kerman on pakko
puuttua annoksesta. Yrittadkdamme ilmaista tima muodol-
lisesti.

Miettikidmme uudelleen intuitiivisesti miksi proposi-
tiolauseen —A VvV —B pitdisi seurata propositiolauseesta
—(AAB). Olettakaamme, ettd —~ AV — B ei ole tosi eli, etti
—(—A V —B) on tosi ja yrittikdimme johtaa ristiriita. Il-
meisesti 7 A johtaa ristiriitaan, joten = A, eli A. Samal-
la tavalla saamme B:n. Joten saamme johdettua lauseen
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A A B, mutta timi lausen on ristiriidassa olettaneem-
me lauseen —(A A B) kanssa. Joten saamme johdettua
—=(=AV —B) eli lauseen ~A V —B.

Luonnollisen péittelyn 16ydit kuvasta [1.7

Aloitamme kirjoittamalla todistettavan lauseen oletuk-
sen =(A A B) ja negaation —(—A V —B). Koska olem-
me johtaneet viitteemme negaation, kdytimme epédsuoraa
péittelyd ja yritimme johtaa ristiriidan.

Huomaamme, ettid jos = A on viliaikainen oletus, niin
voimme johtaa lauseen —A V —B, miki on ristiriidassa
olettaneemme lauseen —(—A V —B) kanssa. Joten, kiyt-
tden tupla negaatio temppua voimme padtyé johtopadtok-
seen A ja eliminoida viliaikaisen oletuksen —A.

Voimme tehdd saman B:lle.

Lopulta voimme johtaa, ettd lause A A B johtaa ristirii-
taan.

péittely on valmis (katso Kuva [I.7).

O

Tehtéiva 84 Propositiolause A N —A on johdettavissa.
Ndaytd miten. (Tdmd on ns. kolmannen poissuljetun laki.)

Ratkaisu: Intuitio: kdytimme epédsuoraa todistusta. Joten
oletamme lauseen —(A V —A) ja johdamme siité ristirii-
dan. A:sta seuraa A V —A ja titen ristiriita. Joten voimme
péitelld —A:mn. Mutta tdsti taas seuraa A V = A joka on
ristiriita, ja olemme valmiita.

Luonnollisen péittelyn 16ydit kuvasta [T.8]

Aloitamme kirjoittamalla viliaikaisen oletuksen, ni-
mellisesti johdettavan lauseen negaation, eli =(A V —A).
Tidstd eteenpdin yritimme johtaa ristiriidan jotta voim-
me kéyttda —-tuontisdintdd ja —-eliminointisdantod ja sen
avulla johtaa lause A V —A.

Nyt teemme uuden viliaikaisen oletuksen A. Tistd
saamme johdettua vilittomasti lauseen A V —A, ensim-
maiinen viliaikaisen oletuksemme vastaisesti. Joten, ole-
tamme —A:n ja eliminoimme viliaikaisen oletuksen A.

Mutta —A:sta voimme johtaa propositiolauseen A V
—A, joka on ristiriidassa ensinmédisen—ja viimeisen—
viliaikaisen oletuksemme kanssa.

Joten nyt voimme kéyttdd —-tuontisddntod johtaaksem-
me ainoan viliaikaisen oletuksemme negaation ——(A V
—A), joka on nyt muuten eliminoitu. Joten saamme A V
—A ja meilld ei ole yhtddn viliaikaista oletusta jéljelld,
joten olemme valmiita (katso kuvaa [I.8)

O
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1.8.10 Tehtivit

Tehtiiva 85 Johda lause (A — B) — (=B — —A).

Tehtiva 86 Johda lause - AV B lauseesta ~—B V —A.
Tehtivi 87 Johda lause ~(A A B) lauseesta ~A NV —B.
Tehtivi 88 Johda lause (-B — —A) — (A — B).

Tehtiiva 89
-C.

Johda lause A A B lauseista AN (BV C) ja

Tehtivi 90 Johda lause ~((AV B) A=A A —-B).

Tehtivi 91 Johda lause ~(A V B) lauseesta ~A N —B.

Tehtivi 92 Johda lause ~A N B lauseesta ~(A N —B).

Tehtivi 93 Johda lause A A\ =B lauseesta =(—A V B).

Tehtivi 94 Johda lause (A — B)V (B — A).

1.9 Luonnollinen paittely — Kertaus

Voimme nyt koota kaikki tuonti- ja eliminointisddnnot
taulukkoon, katso Kuva[T.9]

1.10 Eheys

Paittelyn eheys tarkoittaa, ettd jos hyvidksymme joiden-
kin kaavojen tai lauseiden olevan tosia ja johdamme niis-
td uuden lauseen tai kaavan, niin timéankin on oltava totta.
Logiikka perustuu tihén ideaan.

Tarkemmin sanottuna, luonnollisen paittelyn eheys tar-
koittaa seuraavaa: Jos kaava A voidaan johtaa oletuksista
By, ...,B,jav(By) = ... = v(B,) = 1 jossakin totuus-
jakaumassa v, niin silloin myos v(A) = 1.

Lause 1.7 Olettakaamme, ettd v on totuusjakauma. Jos
A on piidtelty luonnollisella pddttelylli By, ..., By:sti ja
v(B1) = ... = v(By) = 1, niin silloin v(A) = 1.

Proof: Todistus on “induktiivinen” ja perustuu luonnolli-
sen paittelyn rakenteeseen. Naytdmme ettd jokainen pait-
tely on ehed siind mielessd, ettéd jos jossakin totuusjakau-
massa pdaittelyn oletuksilla on totuusarvo 1, niin myos
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4]

[~(~Av-B)] —Av-B "
AT

(CAV-B) A =(-AV-B)) " -B

-

4 " B .
ANB -(A A B)
(AANB)A—(AAB)
——(=AV —B)
T-AV-B

Kuva 1.7: Lauseen —A V =B johto lauseesta ~(A A B)

A
[ﬁ(A\/ﬁA))] AV -A
~(AV-A)rAv-A) !

(A V —A)] AV A
AV =A) A (AV -A)
ﬁﬁ(A Vv ﬁA)
AV -A

-E

Kuva 1.8: Lauseen A V = A johto.

AT



1.10. EHEYS

Konnektiivi Tuontisdanto Eliminointisdianto
Konjunktio j/\g AT A;}B NE AATB NE
[fl] []:3]

Disjunktio A\/LB VT A\/LB Vv AVE CC ¢ VE

[fll
Implikaatio A E B T A%TEA - E

[A] [1:3]
. . B_A T AeB A, o AeB B |

Ekvivalenssi A~ B B A

[fﬂ
Negaatio % -T % -E

Kuva 1.9: Luonnollisen paittelyn sdannot.
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johtopaitokselld on totuusarvo 1. Aloitamme suhteellisen
Iyhyistd padttelyistd ja jatkamme siitd pidempiin pidtte-
lyihin. Lyhyin péittely koostuu vain yhdestd lauseesta A,
joka on péittelyn oletus ja johtopditds. Tietenkin timéa
péittely on ehed.

Seuraavaksi tarkastelemme paéttelyjd missd joitain
sdantodjd on todellakin kiytetty. Jokaisessa padttelyssd on
yksikdsitteinen johtopditds ja jokin “viimeinen sdantd”
jota on kiytetty timin johtopéitoksen johtamiseen. Kaik-
ki padttelyt ennen viimeistd sddntod olivat lyhyempid.
Koska oletamme, ettd lyhyemmit paéttelyt ovat eheiti,
kun sovellamme viimeistid sddntdod, voimme olettaa, ettd
kaikki edelliset paittelyt ovat eheité.

Eli, jos oletamme ettd totuusjakauma v antaa totuusar-
von 1 jonkin suuren péittelyn oletuksille, timéa totuusarvo
tavallaan “virtaa” sddnt6jd pitkin kunnes se saapuu joh-
topddtokseen, ja silloin tdlld johtopditokselldkin on to-
tuusarvo 1.

1. Konjunktion tuontisdinto

A B
AANB

AT

Oletamme, etti v(A) = v(B) = 1. Ndytimme, et-
td v(A A B) = 1. Mutta tdmdi on triviaalia! Melkein
kaikki tapaukset tdstd todistuksesta ovat triviaaleja,
koska paittelysddntd ja totuuden méaéritelmi perus-
tuvat samaan ideaan.

2. Konjunktion eliminointisdant6

AAB AANB

ANE

A B

ANE

Oletamme, ettdi v(A A B) = 1. Néytdmme, ettd
v(A) = v(B) = 1. Mutta timékin on triviaalia!

3. Disjunktion tuontisdintd

A B
AvB 'Y avB T

Oletamme, ettd v(A) = 1. Ndytimme, ettd v(A V
B) = 1. Mutta tdmd on triviaalia!

Toisessa tapauksessa, oletamme, ettd v(B) = 1. Tél-
16in ndytimme, ettd v(A V B) = 1. Taas triviaalia!
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. Disjunktion eliminointisdanto

Oletamme v(A V B) = 1. Oletamme my®os, ettd C':n
johto A:sta ja B:sti ovat eheiti, eli toisin sanoen: jos
v(A) = 1, niin v(C) = 1, ja jos v(B) = 1, niin
v(C) = 1. Ndytdimme v(C) = 1. Muttav(AV B) =
1 implikoi v(A) = 1 tai v(B) = 1. Siis kummassa-
kin tapauksessa v(C') = 1. Joten v(C) = 1.

. Implikaation tuontisdinto

4]

B

A— B - T

Oletamme, ettd A:n johto B:std on ehed, eli toisin
sanoen, ettéd jos v(A) = 1, niin v(B) = 1. Todistam-
me, ettd v(A — B) = 1. Tapaus 1: v(A) = 0. Selvi.
Tapaus 2: v(4) = 1. Olemme olettaneet, etti tissi
tapauksessa v(B) = 1, eli

v(A— B) =1.

. Implikaation eliminointisdanto

A—-B A
—_— Y —

B E

Oletamme, ettd v(A — B) = v(A) = 1. Nédytdmme,
ettd v(B) = 1. Tdmi myJs on triviaalia!

. Ekvivalenssin tuontisdianto

4] [B]
B A
A< B ot

Jatdimme viitteen muotoilun ja todistuksen laatimi-
sen, harjoitustehtiaviksi.
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8. Ekvivalenssin eliminointisdianto

A< B A A< B B
—— < E — T >

B A E

Jatimme véitteen muotoilun ja todistuksen laatimi-
sen, harjoitustehtiviksi.

9. Negaation tuontisddntd
A

BA-B

-T
-A

Oletamme, etti B A—B:n johto A:sta on ehed, eli jos
v(A) = 1niinv(BA-B) = 1. Muttav(BA-B) =
0, aina. Joten v(A) = 0. Joten v(—A) = 1.

10. Negaation eliminointisdinto

—|—|A
-

A E

Oletamme, etti v(——A) =
v(A) = 1.Selvi!

1. Néytdmme, ettd

1.10.1 Eheyslause

Propositiologiikan eheyslause tarkoittaa, etté jos proposi-
tiolauseella on luonnollinen piittely, niin se on tautologia.
Yleisemmin, jos propositiolauseella A on luonnollinen
paittely oletuksista, joilla on totuusarvo 1 totuusjakau-
massa v, niin myds A:lla on totuusarvo 1, eli v(A) = 1.

Olemme juuri todistaneet timén yksinkertaisen faktan.
On merkittdvad, ettd myos kéddnteinen pitdé paikkansa: jos
propositiolause on tautologia, niin silld on luonnollinen
paittely. Eli kaikilla tautologioilla on luonnollinen piit-
tely, ja kaikki lauseet joilla on luonnollinen paéttely ovat
tautologioita. Tétd kutsutaan propositiologiikan tiydelli-
syyslauseeksi. Sen todistus ei ole kovin monimutkainen,
mutta sivutamme sen.
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1.10.2 Eheyden soveltaminen

Voimme néyttid, ettd kaava B ei ole johdettavissa kaavas-
ta A etsimélli totuusjakauman, jossa v(A) = ljav(B) =
0. Esimerkiksi, voimme niyttii, ettd po V (p1 A p2) ei
ole johdettavissa (pg V p2) — pi:std antamalla v(pg) =
v(p1) = v(p2) = 0. Talldin v((po V p2) — p1) = 1, mut-
ta v(py V (p1 A p2)) = 0. On tirkedd pystyd johtamaan
uusia kaavoja, mutta on yhtd tirkedd pystyd sanomaan,
miksi joissain tilanteissa padttely ei ole mahdollista.

1.10.3 Ratkotut tehtiviit

Tehtéivi 95 Ndytd, ettd seuraava pddittely ei péide:

o Olettakaamme, ettdi x > 10 tai y > 10.

o Olettakaamme myos, ettd ei sekd x > 10 ettd y >
10.

e Silloin, jos x > 10 ei ole tosi, niin ei ole mydskddn
y > 10.

Ratkaisu: Antakaamme pg:n tarkoittaa lausetta “x >
10” ja pi:n tarkoittaa lausetta “y > 10”. Oletukset ovat
po V p1 ja —(po A p1). Johtopditds on —py — —ps.

Ongelmana on osoittaa, ettd ei ole mitdan luonnollista
paittelyd joka johtaisi lauseen —py — —p; lauseista py V
p1ja—(po A p1).

Viite seuraa eheyslauseesta seuraavanlaisesti: Jos an-
namme v(pg) = 0jav(p1) = 1, niin silloin v(po V p1) =
1jav(=(po Ap1)) = 1, mutta v(—py — —p1) = 0. Jo-
ten ei voi olla luonnollista péittelya jolla voitaisiin johtaa
lause —po — —p1 lauseista po V p1 ja =(po A p1).

Huomaa, ettd totuusjakauman v 16ytdmiseen voi kiyt-
tad totuustaulua. O

Tehtivi 96 Naytd, etti lausetta py N\ —p; ei voida johtaa
kéyttien luonnollista pdiittelyd lauseesta —(pg V p1).

Ratkaisu: Jos v(pg) = v(p1) = 0, niin silloin v(—(pg V
p1)) = 1, mutta v(po A —p1) = 0. Joten eheyslauseen
nojalla lause py A —p; ei ole johdettavissa luonnollista
pédttelyd kiyttden lauseesta —(po V p1). O

Tehtéivi 97 Ndytd, ettd seuraava pddittely ei pdde:
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e Juna liikkuu ja tamdn lisiksi joko ovi on auki tai vih-
red valo palaa.

o FEi pidd paikkaansa, ettd vihred valo ei pala.

e Joten juna litkkuu ja ovi on auki.

Ratkaisu: Antakaamme pg:n tarkoittaa lausetta “Juna
liikkkuu.”, p;:n tarkoittaa lausetta “Ovi on auki.” ja ps:n
tarkoittaa lausetta “Vihred valo palaa.”

Antakaamme A:n tarkoittaa propositiolausetta pg A p1,
B:n tarkoittaa propositiolausetta po A (p1 V p2) ja C:n
tarkoittaa propositiolausetta ——ps.

Meiltd kysytddn miksi emme voi johtaa lausetta A
lauseista B ja C. Toisin sanoen meitd on pyydetty niyt-
tamédn, ettd ei ole olemassa luonnollista péittelyd joka
johtaisi A:n B:sté ja C':sti.

Jos v(p1) = 0ja v(pg) = v(p2) = 1 niin silloin
v(B) = 1jav(C) = 1, mutta v(A) = 0. Joten eheys-
lauseen nojalla A:ta ei voida piitelld lauseista B ja C. O

1.10.4 Tehtivit

Tehtéivi 98 Ndytd, ettd seuraava pddittely ei péide:
1. Jos isoditi osaa lentdd, niin silloin isoditi ei ole kivi.
2. Isodiiti ei osaa lentddi.
3. Siis, isoditi on kivi.

Tehtéivi 99 Ndytd, ettd seuraava pddittely ei péde:

1. Jos Varsovassa sataa vettd, niin silloin sataa vettd
Wienissd tai lunta Helsingissd.

2. Wienissd ei sada vettd, mutta Helsingissd sataa lun-
ta.

3. Siis Varsovassa sataa vettd.

Tehtiivd 100 Néyzd, etti lausetta —(py — p1) ei voida
pdditelld lauseesta —py — pj.

Tehtiva 101 Ndytd, etti lausetta —po \—p1 ei voida pdd-
telli lauseesta —(po A p1).

Tehtiva 102 Neytd, ettdi lausetta —(poVp1 ) ei voida pdidi-
telld lauseesta —py V —py.
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Tehtava 103 Ndytd, ettd seuraava pddttely ei pide:

1. Jos kirjekuori sisdltid salasanan ja vihred valo pa-
laa, niin ovi voidaan avata.

2. Vihred valo ei pala.

3. Joten, jos ovea ei voida avata, kirjekuoressa ei ole
salasanaa.

1.11 Semanttiset puut

Semanttiset todistukset ovat yksi kitevimmistd ja hel-
poimmista todistusmenetelmistd. A:n semanttisessa todis-
tuksessa rakennamme semanttisen puun —A:lle ja niy-
tdmme, ettd kaikki puun oksat sulkeutuvat. Puun sulkeu-
tuminen merkitsee sitd, ettd A on tautologia. Intuitiivises-
ti puun sulkeutuminen merkitsee, ettd kaikki —A:n vaih-
toehdot on kéyty ldpi ja osoittautuvat mahdottomiksi, jo-
ten A:n on oltava tautologia.

Semanttinen puu viitteelle A kuvailee minki kaiken pi-
tdd olla totta, jotta viite A voi olla totta. Esimerkiksi jos
A A B on tosi, niin silloin A:n ja B:n on oltava tosi, joten
kirjoitamme ne A A B:n alle.

ANB

|
A

|
B

Jos A V B on totta, niin silloin A:n tai B:n pitdd ol-
la totta, mutta emme tiedd kumman, joten jaamme puun
kahteen oksaan. Yksi oksa A:lle ja yksi oksa B:lle.

AV B

PR
A B

1.11.1 Semanttisten puiden sidinnot

Semanttisten puiden keskeinen idea on, ettd seuraavaan
puun haaraan tulevat ne kaksi kaavaa jotka ovat lauseen
padkonnektiivin molemmin puolin. Jokaista konnektiivia,
paitsi negaatiota, varten tarvitsemme kaksi sddntod. Kon-
nektiivien sddnndt menevit seuraavasti:
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e Disjunktio
AV B -(AV B)
P |
A B —-A
|
-B
e Konjunktio
ANB -(A A B)
| PN
A -A -B
|
B
e Negaatio
_\_\A
\
A
e Implikaatio
A— B -(A — B)
P |
-A B A
|
-B
e Ekvivalenssi
A+ B —(A < B)
P P
-A A -A A
] | |
-B B B -B

1.11.2 Semanttinen todistus

Semanttisen puun oksa on suljettu jos siihen tulee ristirii-
ta, eli siind on sekd B ettd =B jollekin B. A:n semantti-
nen todistus on - A:n semanttinen puu, jossa kaikki oksat
ovat sulkeutuneet eli pdittyneet ristiriitaan. Semanttinen
todistus osoittaa, ettd A on tautologia, osoittamalla, ettd
—A ei ole koskaan mahdollista.

1.11.3 Esimerkki

AV (A — B):n semanttinen todistus on =(A V (4 —
B)):n semanttinen puu jossa kaikki oksat p#ttyvit risti-
riitaan. Rakennamme nyt timén puun, oksa oksalta:
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~(AV (A - B))
4
ﬂALB)

|
A

-B

Semanttisessa puussa jonka piirsimme on vain yksi
oksa, jossa on molemmat viitteet A ja —A. Tdmi on
ristiriita. Tdmén takia puu toimii todistuksena lauseelle
AV (A — B). Voisi sanoa ettd kokeilimme miti ta-
pahtuisi jos A V (A — B):n vastakohta olisi tosi, eli
—(AV (A — B)) ja huomasimme, etti siiti tuli looginen
ristiriita eli se piti hyliti. Tdten meille jad AV (A — B).
Tdmé my0s toimii todistuksena siitd ettd AV (A — B)
on tautologia.

1.11.4 Haarautuminen

Asiaankuuluvien sdéntdjen soveltaminen lauseisiin kuten
AV B tai ~(AA B) johtavat puun haarautumiseen. On tér-
kedd, ettd haarautuminen tapahtuu jokaisen oksan padssi
joka menee kaavan lédpi. Katso seuraavaa esimerkkid! Ra-
kennamme (A V B) A (C' V D):n semanttisen puun:

(AV B)A(CV D)

|
AV B

CvD

1.11.5 Semanttinen puu—menetelmin eheys

Semanttisen puu menetelmé toteuttaa eheyslauseen: Jo-
kainen kaava, jolla on semanttinen todistus, on tautologia.
Vield parempaa: Semanttisen puu menetelmai toteuttaa
myos tdydellisyyslauseen: Kaavalla on semanttinen todis-
tus jos ja vain jos se on tautologia.
Niiden todistukset eivit ole vaikeita, mutta ne sivuute-
taan.
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1.11.6 Ratkotut tehtavit =((AANB) = (BAA))
|
Tehtiivi 104 Esitii lauseen =(A AN B) — (-AV —B) ANB
semanttinen todistus. \
—(BAA)
Ratkaisu: ll
—(=(AAB)— (mAV -B)) ‘
| B
\ -A -B
-(=AV-B) T4dmi semanttinen puu on suljettu kuten edellisetkin. O
|
-—A Tehtiva 107 Esitii lauseen ~A — (A — B) semantti-
| nen todistus.
b Ratkais
o~ isu:
-A -B (-4 — (A— D))
Semanttisessa puussa on kaksi haaraa. Yhdessd on = A |
ja ~—A jatoisessa on =B ja =—B. Joten molemmat puun ﬁ‘A
oksat ovat suljettu. O (A= B)
|
A

Tehtévi 105 Esiti lauseen (AN B) — (B V A) semant- \

tinen todistus. -B
Semanttisessa puussa on vain yksi haara. Tédssd yhdessd

haarassa meilld on A ja —A joten oksa on suljettu eli koko

Ratkaisu: .
puu on suljettu. O
-((AV B) = (BV A))
| Tehtiva 108 Esitdi lauseen (po A (po — (p1V —po))) —
A \‘/ B p1 semanttinen todistus.
-(BV A) Ratkaisu:
| =((po A (po = (p1V =po)))—p1)
-B |
| po A (po — (p1V —po))
-A |
P —P1
A B \
Semanttisessa puussa on kaksi haaraa. Yhdessd on A ja Do
—A ja toisessa on B ja —B. Siis molemmat puun oksat \
ovat suljettu. O po — (p1V —po)
/\
—Po P11V TPo
N
Tehtivi 106 Esitdi lauseen (AN B) — (B A A) semant- p1 o
tinen todistus. Puun jokainen oksa on suljettu, eli timid semanttinen

puu on lauseen (pp A (po — (p1 V —pp))) — p1 semant-
Ratkaisu: tinen todistus. O



1.11. SEMANTTISET PUUT 55

1.11.7 Tehtivit Tehtivi 116 Esiti lauseen (AN C) — (AN (BV C))

- . . ... Ssemanttinen todistus.
Tehtivi 109 Analysoi seuraava semanttinen puu: mitd

sddntojd siind kdaytetddn ja miksi oksia sulkeutuu? Min-
kd propositiolauseen semanttinen todistus tdmd puu on?

=((po A (po — (p‘l V =po))) = p1)
(po A (po = (p1V —p0)))

Po — (p1V —po)
/\

—po  P1V Po
/\
P1 7Po

Tehtéivi 110 Analysoi seuraava semanttinen puu: mitd
sddntojd siind kdaytetddn ja miksi oksia sulkeutuu? Min-
kd propositiolauseen semanttinen todistus tdmd puu on?

-((A—= B) = A) — A)

(A—>l‘3)—>A

Tehtiva 111 Esitii lauseen (AN C) — (AN (BV C))
semanttinen todistus.

Tehtiva 112 Esitdi lauseen (AN (BV C)A-C) — (AN
B) semanttinen todistus.

Tehtiva 113 Esitdi lauseen (AAB)V (AAC)) — (AN
(B V C)) semanttinen todistus.

Tehtiva 114 Esitdi lauseen (AN (BAC)) — ((AV B) A
(A vV C)) semanttinen todistus.

Tehtiva 115 Esitdi lauseen (AV B)A(AVC)) — (AV
(B A C)) semanttinen todistus.
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Luku 2

Predikaattilogiikka

2.1 Johdanto

Kun siirrymme propositiologiikasta predikaattilogiik-
kaan, puhumme tdysin uudentyyppisistd asioista. Predi-
kaattilogiikka yrittdd samaa asiaa, kuin propositiologiik-
ka — selittdd asiaintiloja maailmassa — tavalla joka on riit-
tavin tdsméllinen, jotta voimme johdonmukaisesti tutkia
késitteitd kuten totuus ja todistus, ehképi jopa tavalla jota
tietokone voisi ymmartidd. Ero on siing, ettd predikaattilo-
giikassa meilld on huomattavasti rikkaampi kieli kuin pro-
positiologiikassa. Predikaattilogiikka kisittelee alkioiden
ominaisuuksia ja alkioiden vilisid suhteita annetun mallin
universumissa. Voimme kisitelld yleisid ominaisuuksia ja
yhtiloiden ratkaisujen olemassaoloa. Propositiologiikassa
lause

“Jotkut linnut eivit lennid mutta jotkut nisakkait lentavat.”

kirjoitetaan epdinformatiivisesti

Do N\ 1.

Sen sijaan predikaattilogiikassa samasta lauseesta tulee
huomattavasti monimutkaisempi

Jz(B(x) A ~F () AJy(M(y) A F(y)),

jossa on selvdsti enemmin tietoa ja on hyddyllisem-
pi. Mutta nyt tarvitsemme tietenkin enemmén sdintoji.
Tuonti- ja eliminointisdidnndt konjunktiota, disjunktiota,
negaatiota, implikaatiota ja ekvivalenssia varten eivit sa-
no mitddn symbolista 3. Predikaattilogiikassa kdy myos
ilmi ettd totuusjakauma kisitteend ei ole tarpeeksi infor-
matiivinen selittdméédn paljon monimutkaisempaa predi-
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kaattilogiikan teoriaa. Tarvitsemme struktuurin — tai mal-
lin — késitteen, ja tdimi on asia milld aloitamme tutkimuk-
semme predikaattilogiikan maailmasta.

2.2 Erityyppisia malleja

Aloitamme keskustelemalla predikaattilogiikan struktuu-
reista, eli malleista.

2.2.1 Yksipaikkaiset mallit

Yksipaikkainen eli unaarinen struktuuri, M koostuu epa-
tyhjastd mddrittelyjoukosta, joka tunnetaan myos struk-
tuurin universumina, ja useasta sen osajoukosta nimeltdin
(vksipaikkaiset) predikaatit. Predikaatit merkitddn sym-
boleilla Ag, A1, .... Esimerkkejd yksipaikkaisista predi-
kaateista missd tahansa joukossa M ovat:

Tyhja predikaatti
Tdysi predikaatti
Yksio predikaatti

Ok

Yksi predikaatti jakaa mallin universumin kahteen
osaan, kaksi predikaattia jakaa sen neljadn osaan jne. Yk-
sipaikkaista mallia jonka universumi on M ja predikaatit
Ay, ..., A,, merkitdin:

M= (M, A,..., A).
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Esimerkiksi M voisi olla joukko ihmisid ja Ay voisi
olla kaikki joukon naiset. Joten nyt joukko M jakautuu
kahteen pienempiin joukkoon, niihin jotka kuuluvat ryh-
méin Ay, ja niihin jotka eivit. Tai oletetaan taas, ettd M
on joukko ihmisid, Ag voisi olla joukon country musii-
kin fanit ja A; taas joukon jazz musiikin fanit. T#lloin M
jakautuu niihin ihmisiin jotka tykkddvét countrysta mut-
ta eivit jazzista, niihin jotka tykkadvit jazzista mutta ei-
vit countrysta, niihin jotka tykkddvit molemmista, ja nii-
hin jotka eivit tykkdd kammastakaan. Alkioiden luokitte-
Iu sen mukaan mité niistd tiedetddn on hyvin tyypillistd
predikaattilogiikalle. Huomaa, etti jotkin neljésti joukos-
ta voivat olla tyhjid, mutta kaikissa joukoissa yhteensid on
yhteensd yhtd monta alkiota, kuin M:ssd. Jos lisddmme
kolmannen joukon eli ihmiset jotka tykkédvit klassisesta
musiikista M jakautuu kahdeksaan joukkoon:

Wal
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1. Tykkaa klassisesta mutta ei countrysta tai jazzista.
2. Tykkid countrysta mutta ei klassisesta tai jazzista.
3. Tykkia jazzista mutta ei klassisesta tai countrysta.
4. Tykkid klassisesta ja countrysta mutta ei jazzista.

5. Tykkaa klassisesta ja jazzista mutta ei countrysta.

6. Tykkia countrysta ja jazzista mutta ei klassisesta.

7. Tykkii countrysta, jazzista ja klassisesta.

8. Ei tykkii klassisesta, jazzista eikd countrysta.

Taas jotkut ndistd joukoista saattavat olla tyhjid, mutta
yhteensi niissd on yhtd monta alkiota kuin joukossa M.

2.2.2 Laattamalli

Laattamalli koostuu virillisistd laatoista jotka ovat jirjes-
tetty riviin kuten alla oleva kuva néyttid (osoitamme virit
kirjaimilla: P” on punainen, “S” on sininen ja “K” on

):

Laattojen oleelliset ominaisuudet ovat laattojen vdri ja
niiden jdrjestys rivissd (toisin sanoen ovatko ne vasem-
malla vai oikealla puolella jostain muusta laatasta).
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2.2.3 Matemaattinen méarittely laattamal-
lista

Laattamalli T koostuu dérellisestd maérastd objekteja joi-
ta kutsumme laatoiksi. Jokaiselle laatalle x pitee tdsmél-
leen yksi predikaatti S7 (z) eli “z on sininen”, P7 (z) eli
“z on punainen”, K7 () eli “z on keltainen”. Mallissa
on my6s midritelty jirjestysrelaatio <7 . Jos x <7y, sa-
nomme, ettd z on y:n “vasemmalla puolella” ja y on z:n
“oikealla puolella”. Jérjestysrelaatio darellisessd joukos-
sa on midrittely sen mukaan, miké alkio tulee ensin, miki
seuraavaksi jne.

Laattamalli voi ilmetd monessa muodossa. Esimerkik-
si: el ole tarkedd mitd varit ovat, kuhan voimme erottaa
laatat toisistaan niiden avulla. Voimme ajatella sanoja jot-
ka koostuvat kolmesta kirjaimesta, tai jopa vain kolmesta
eri symbolista, ja ajatella niitd laattamalleina.

Merkitsemme laattamallia:

T=(T,87,PT K7, <7).

2.2.4 Verkot

Verkko koostuu solmuista ja reunoista (tai viivoista ) sol-

mujen vilissd kuten kuva niyttai:
\\ 1
2

6
\4/5

-

3

Kahta solmua joiden vilissd on reuna kutsutaan naapu-
reiksi.

Verkkoja voidaan kiyttdd hyvidksi monissa kdytdn-
non ongelmmissa, esimerkiksi: tietoliikenteessd, viestin-
taverkoissa, tieverkoissa, luonnollisen kielen rakentees-
sa, bioinformatiikassa, genomiikassa, molekyylikemias-
sa jne. Matematiikassa verkkoja kiytetddn esimerkiksi:
kombinatoriikassa, geometriassa, topologiassa ja ryhma-
teoriassa.

Matemaattinen mairitelméa verkoille on seuraavanlai-
nen:
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Lause 2.2 Verkko G koostuu sen universumista GG, jota
kutsutaan solmujen joukoksi, ja kaksipaikkaisesta predi-
kaatista x 'y (tarkemmin xFEgy) jota kutsutaan reuna—
relaatioksi.

Jos x Ey pitee niin silloin z on y:n naapuri ja pdinvas-
toin. Verkossa mikéén solmu ei ole itsensd naapuri (an-
tirefleksiivisyys). My0s, jos x E'y pitee niin silloin my0os
yEx pitee (symmetrisyys). Joskus liitimme vérejd sol-
muihin jolloin verkosta tulee viritetty verkko.

2.2.5 Luonnolliset luvut

Luonnollisten lukujen malli N koostuu joukosta N ei—
negatiivisia kokonaislukuja 0, 1, 2, 3, 4, .... Niilld on luon-
nollinen jérjestys x < y (tarkemmin <) missi 0 on pie-
nin ja jokaiselle alkiolle x on seurana isompi alkio, nimit-
tdin x+ 1. Merkitsemme luonnollisten lukujen jirjestettyd
joukoa symbolilla:

N = (N, <).

2.2.6 Muita malleja

Esimerkkejd muista yleisistd malleista matematiikassa ja
tietojenkasittelytieteessa:

e Suunnatut verkot

e Ekvivalenssirelaatiot
e Ryhmiit

e Kunnat

e Boolen Algebra

e Hilat

e Puut

2.2.7 Ratkotut tehtaviit

Tehtéivi 117 Osoita, etti seuraava lause pdtee:

Jos jokainen miljondidri on joko iloinen tai ei kiireinen, niin

silloin jokainen kiireinen miljondidri on iloinen.
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Yksipaikkainen malli L={Py,....,P,1} | M=(M,PM,....PM))
Aol) Ay

Kaksipaikkainen malli L={Ro,...,R,_1} | M= (M,RM,...,RM))

Sekamuotoinen malli L ={Py, Ry, c} M = (M, PM, R, M)

Laattamalli

PIs[s[P[¥]

L={B,RY,<}

T=(T,B",R7,Y7,<7)

Luonnollisten lukujen malli

L={<}

N = (N, <N)

Kuva 2.1: Joitain malleja ja aakkostoja

Ratkaisu: Miettikddmme kiireistd miljonddrtd ja nimet-
kdamme hinet z. Tieddmme, ettd x on iloinen tai ei kiirei-
nen, mutta oletamme, ettd = on kiireinen. Joten x:n tiaytyy
olla iloinen. Téllainen epdmuodollinen péittely on hyvin
tyypillistd predikaattilogiikalle kuten tulemme oppimaan,
kun médrittelemme luonnollisen paittelyn hetken padsta.
O

Tehtéivi 118 Kaytd yksipaikkaisia struktuureita ndyt-
tddiksesi, ettd seuraava lause ei pdde:

Jos jokainen sadepdiivi elokuussa on tuulinen, niin
Jjokin tuulinen pdivd elokuussa on sateinen.

Ratkaisu: Antakaamme M:n olla hypoteettinen elo-
kuun péivien joukko. Antakaamme Ag:n olla sateisten
péivien joukko M:ssé ja Ajp:n olla tuulisten pdivien jouk-
ko M :ssd. Lause silloin sanoo, ettd “Jos A7 sisdltdd Ag:n
niin silloin jotkut A;:n alkiot ovat Ag:ssa.” Niin yleises-
sd esimerkissd kidy selvisti niin, ettd timi ei pade. Esi-
merkiksi, jos Ay on tyhji joukko, niin silloin A; siséltdd
Ag:n, mutta yksikédin A;:n alkio ei kuulu joukkoon Ay. O

Tehtiva 119 Kaytd yksipaikkaisia struktuureita ndyt-
tddiksesi, ettd seuraava lause ei pdde:

Jos on miljonddrejd ja jokainen miljonddri on iloinen
tai ei kiireinen, niin silloin mikddn kiireinen miljondcdri
ei ole iloinen.

Ratkaisu: Antakaamme M :n olla joukko hypoteettisia
miljondirejd. Antakaamme Ag:n olla iloisten miljon&s-
rien jouko M:ssd ja Ajp:n olla kiireisten miljondérien jou-
ko M:ssd. Lause silloin sanoo, ettd “Jos jokainen alkio
joukossa M on myds joukossa Ay, tai joukon A; komple-
mentissa, niin silloin yksikéin alkio joukosta A; ei ole
joukossa Ay.” Niin yleisessi tilanteessa kidy selvisti nii-
ni, ettd timé ei pade. Esimerkiksi, jos M = {Tom},
Ao = M ja A; = M, niin silloin jokainen alkio joukosta
M on myos joukossa Ay tai joukon A; komplementissa,
mutta jotkut alkiot joukosta A; ovat myos joukossa Ag. O

Tehtava 120 Piirrd yksipaikkainen struktuuri missd kak-
si predikaattia jakavat mddrittelyalueen kolmeen osaan.
Anna arkieldmdn esimerkki.

Ratkaisu: Antakaamme joukon M olla kaikki suomalai-
set, joukon Ay olla kaikki suomalaiset jotka ovat pidem-
pia kuin 190cm ja joukon A; olla kaikki suomalaiset jotka
ovat lyhyempié kuin 170cm.
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O

Tehtdva 121 Piirrd yksipaikkainen struktuuri missd kol-
me predikaattia jakavat mddrittelyalueen kuuteen osaan.
Anna arkieldmdn esimerkki.

Ratkaisu: Antakaamme joukon M olla kaikki euroop-
palaiset, joukon A olla kaikki eurooppalaiset jotka asu-
vat Suomessa, joukon A; olla kaikki euroopplaiaset jotka
puhuvat ranskaa ja joukon As olla kaikki eurooppalaiset
jotka asuvat Italiassa.

0¢‘

Tehtiiva 122 Onko totta, ettd jos laattamallissa jokaisen
sinisen laatan vasemmalla puolella on punainen laatta,
niin silloin jokaisen punaisen laatan oikealla puolella on
sininen laatta?

O
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Ratkaisu: Mallissa (2.1)) on tosiaan totta, ettd jokaisen
sinisen laatan vasemmalla puolella on punainen laatta, ja
jokaisen punaisen laatan oikealla puolella on sininen laat-
ta.

PIs]p]s]

Toisaalta, mallissa @, jokaisen sinisen laatan vasem-
malla puolella on taas punainen laatta, mutta viimeisen
punaisen laatan oikealla puolella ei olekaan sinistd (tai
minkd4dn muun véristi) laattaa.

P[s[p[s]P]

Viimeinen tapaus, eli malli (2.3), on mielenkiintoinen
tapaus. Jokaisen olemattoman sinisen laatan vieressd on
tosiaan punainen laatta, mutta jokaisen punaisen laatan oi-
kealla puolella ei todellakaan ole sinisté laattaa.

Siis vastaus kysymykseen on ei. O

2.1)

2.2)

(2.3)

Tehtéivi 123 Onko totta, ettd jos mallissa on jokaisen si-
nisen tai keltaisen laatan vasemmalla puolella punainen
laatta ja mallissa on punainen laatta, niin silloin siind on
myds keltainen laatta.

Ratkaisu: Mallissa (2.4) on totta, etti jokaisen sinisen tai
keltaisen laatan vasemmalla puolella on punainen laatta ja
on myos totta, ettd mallissa on keltainen laatta.

PIx]s]

Toisaalta malissa (2.3) jokaisen sinisen tai keltaisen
laatan vasemalla puolella on punainen laatta ja mallissa
on punainen laatta, mutta siini ei ole yhtién keltaista laat-
taa.

2.4

PIs[P]s]

Siis vastaus kysymykseen on ei. O

2.5)

Tehtava 124 Olettakaamme, ettdi verkossa on 10 reunaa.
Kuinka monta solmua siind on vihintddn? Entd jos siind
on 100 reunaa?
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Ratkaisu: Jokainen reuna liittyy kahteen solmuun. n sol-
musta voidaan saada enintdin n(n — 1)/2 reunaa. Jos
n < 5 niin silloin saamme < 7 reunaa. Jos n = 5 on
mahdollista saada 10 reunaa, kuten alla oleva verkko to-
distaa. Jos meilld on 100 reunaa, tarvitsemme 15 solmua.

PAANN

O

Tehtiava 125 Todista, etti jos verkossa on ainakin kaksi
reunaa ja yhdelld solmulla on kaikki muut solmut naapu-
rina, niin silloin kaikilla solmuilla on naapuri.

Ratkaisu: Olettakaamme, ettd x on solmu jolla on kaikki
muut solmut naapurinaan. Olettakaamme sitten, ettd y on
mielivaltainen solmu. Jos y ei ole x, niin silloin = on y:n
naapuri, jolloin ¥:114 on naapuri. Jos y = x niin voimme
todistaa lauseen seuraavasti: Koska verkossa on vihintidin
kaksi solmua on olemassa solmu z # z. Valitsemamme
z:n mukaan, z on naapuri x:lle, mutta x = y. Joten y:114
on my0s naapuri. O

Tehtéivi 126 Todista, ettd seuraava lause ei pdde ver-
koissa yleisesti: Jos jollain solmulla on jokainen muu sol-
mu naapurinaan, niin silloin jokainen solmu on naapuri
solmulle jolle kaikki muut solmut ovat naapureita.

Ratkaisu: Kuvassa verkon keskimméinen solmu on kaik-
kien muiden solmujen naapuri, mutta sen naapurisolmut
ovat kolme ulommaista solmua ja ne eivét ole kaikkien
muiden solmujen naapureita.

/
N
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O

Tehtéavi 127 Todista, etti seuraava lause ei pdde ver-
koissa yleisesti: Jos jokaisella solmulla on naapuri, niin
silloin jollain solmulla on jokainen muu solmu naapuri-
naan.

Ratkaisu: Seuraavassa verkossa kaikille solmuilla on
naapuri, mutta milldén solmulla ei ole kaikkia muita sol-
muja naapurinaan.

O

Tehtivi 128 Olettakaamme, etti verkolla on kuusi sol-
mua. Ndytd, ettd on kolme solmua jotka ovat kaikki tois-
tensa naapureita tai sitten eivdt ole keskenddin naapurei-
ta.

Ratkaisu: Valitkaamme yksi solmu ja nimetkddmme se
v. Loput solmut jaamme kahteen joukkoon. Joukkoon A
ne jotka ovat v:n naapureita, ja joukkoon B ne jotka eivéit
ole naapureita v:lle. Koska A ja B sisiltdvit yhteensd viisi
alkiota, yhdessi niistid on oltava vihintddn kolme alkiota.
Olettakaamme, ettd se on vaikka joukko A. Jos A:n alkiot
eivit ole naapureita keskendin niin olemme valmiita.

Nyt olettakaamme, ettd kaksi A:n alkiota ovat naapu-
reita. Nimetkddmme ne v ja w. Nyt u, v ja w ovat kaikki
naapureita.

Meidén tdaytyy myos harkita tapausta jossa B se on
joukko jossa on vihintidin kolme alkiota.

Jatkamme samaan malliin. Jos kaikki B:n alkiot ovat
naapureita, olemme valmiita. Jos nédin ei kiy, joukossa on
pakko olla alkiot u ja w jotka eivit ole naapureita. Nyt u,
v ja w muodostavat kolmen alkion joukon missd mikddn
kolmesta alkiosta ei ole keskenién naapuri. O

2.2.8 Tehtiviit

Tehtava 129 Piirrd unaarinen, eli yksipaikkainen, struk-
tuuri missd kolme predikaattia jakavat joukon seitsemddn
osaan. Anna arkipdivan esimerkki.
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Tehtava 130 Anna esimerkki laattamallista missid on
useita laattoja kaikissa kolmessa vdrissd ja kahden saman
vdrisen laatan vilissd aina erivirinen laatta. Miksi emme
voi vaatia, ettd kahden samanvdrisen laatan viilissd olisi
kolmas samanvdirinen laatta?

Tehtéivi 131 Onko totta, ettd jos laattamallissa on jokai-
sen sinisen tai keltaisen laatan vasemmalla puolella pu-
nainen laatta niin vasemmanpuolisin laatta on aina pu-
nainen.

Tehtéva 132 Onko totta, ettd jos laattamallissa on jokai-
sen sinisen tai keltaisen laatan vasemmalla puolella ta-
san kolme punaista laattaa niin kaikki punaiset laatat ovat
kaikkien sinisten ja keltaisten laattojen vasemmalla puo-
lella.

Tehtiva 133 Todista, ettd seuraava vdite on epitosi:
Olettakaamme, ettd verkossa on viisi solmua. Silloin on
kolme solmua jotka ovat joko kaikki toistensa naapureita
tai eivdt ole keskendidin naapureita ollenkaan.

2.3 Lisaa Malleista

2.3.1 Mallin yleinen kiisite

Tahidn asti kisittelemdmme mallit ovat olleet hyvin eri-
laisia, mutta loppujen lopuksi niilld kaikilla on seuraavat
yhteiset piirteet:

o Niilld on universumi joka on ei-tyhji joukko.

e Niilld on joitain yksipaikkaisia predikaatteja kuten
“punainen” tai “mies”.

e Niilld on joitain kaksipaikkaisia predikaatteja kuten
“oikealla puolella” tai “suurempi kuin”.

o Niilld on joitain nimettyj4 alkioita kuten “nolla”.
e Predikaattejen, relaatioiden ja alkioiden nimet muo-
dostavat mallin aakkoston.
2.3.2 Relaatiot

Kaksipaikkainen relaatio joukossa M on miki tahansa ko-
koelma R alkioita karteesisesta tulosta

M? =M x M = {(a,b) : a,b € M}.

63

Jos (a, b) kuuluu relaatioon R, kirjoitamme yksinkertai-
suuden vuoksi a Rb. Esimerkkejd relaatiosta jossakin jou-
kossa M:

Tyhjd relaatio
Tdysi relaatio
Identiteettirelaatio {(a,b) € M? :a =b}
Epdidentiteettirelaatio {(a,b) € M? : a # b}
Yksidrelaatio {(a,b)}

Ensimmdinen projektiorelaatio  {(a,b) € M? : a = c}
Toinen projektiorelaatio {(a,b) € M? : b=c}

2.3.3 Erillaisia relaatioita

Kaksipaikkaiset relaatiot ovat hyvin yleisid. Jo ihmisten
parissa on hyvin monta tuttua kaksipaikkaista relaatiota,
kuten “x tuntee y:n”, “x ja y ovat serkkuja” jne. On il-
mennyt, ettid kaksipaikkaisilla relaatioilla voi olla mielen-

kiintoisia ominaisuuksia. Kaksipaikkainen relaatio on:
e Symmetrinen jos aRb:std seuraa bRa
o Refleksiivinen jos aRa pitee aina

e Transsiivinen jos aRb:stéd ja bRc:stéd seuraa aRc

Antisymmetrinen jos aRb:std seuraa, ettd ei bRa
o Antirefleksiivinen jos aRa ei koskaan péde

Mitd ominaisuuksia lauseilla “z tuntee y:n” ja “x ja y
ovat serkkuja” on? Enti relaatio < y luonnollisten lu-
kujen mallissa?

2.3.4 Aakkosto

Aakkosto on ddrellinen midra
e yksipaikkaisia predikaattisymboleija Py, P4, ...
o kaksipaikkaisia predikaattisymboleja Ry, Ry, ...
e vakiosymboleja cg, c1, ...

Voisimme my0s tarkastella n-paikkaisia predikaatti-
symboleja kun n > 2 samoin kuin funktiosymbole-
ja. Kaytannossd kdytdmme usein muitakin symboleja
predikaatti- ja vakiosymboleille kuin ylldmainitut.
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2.3.5 Struktuurit

Mairitelma 2.3 Struktuuri tai malli M aakkostolle L
,uodostuu epdtyhjdistd joukosta M, nimeltddn M :n uni-
versumi ja lisdksi:

e Yksipaikkaisesta predikaatista P M :ssii jokaista
vksipaikkaista L:n predikaattisymbolia P kohti.

e Kaksipaikkaisesta relaatiosta R™M M :ssii jokaista
kaksipaikkaista L:n predikaattisymbolia R kohti.

o Alkiosta c™ M :ssd jokaista L:n vakiota c kohti.

Joukko P on nimeltidn P:n tulkinta M:ssi. Samaan
tapaan, relaatio R™ on nimeltian R:n tulkinta M:ssi.
Vihdoin, alkio ¢™ on nimeltiin c:n tulkinta M:ssi. Ylei-
nen merkintétapa struktuurille on:

Aakkosto struktuuri
P M = (M, PM)
P R M:(M,PM,RM)
P, R,c | M= (M,PM RM M)
jne.

2.3.6 Ratkotut tehtaviit

Tehtiva 134 Mikd aakkosto on alla olevalla unaariselldi
struktuurilla M?

Ratkaisu: Aakkosto koostuu yhdestd unaarisestd predi-
kaattisymbolista. Huomaa, ettid ei ole mahdollista sanoa
aivan varmasti miké aakkosto on pelkéstiin kuvaa katso-
malla. Kuvassa voisi olla struktuuri jolla on kaksi unaa-
rista predikaattia jotka ovat toistensa komplementteja. On
my0s mahdollista, ettd kuvassa on monta unaaristé predi-
kaattia jotka ovat tyhjid ja niitd ei tdten voi erottaa toisis-
taan kuvassa. O
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Tehtava 135 Miki aakkosto on alla olevalla laattamal-

litla M?
[R|B[B[R]V]

Ratkaisu: Aakkosto koostuu yhdestd binddrisestd pre-
dikaattisymbolista < ja kolmesta unaarisesta predikaatti-
symbolista Y, R ja B. Taméa on hyvin tyypillinen aak-
kosto laattamallille. Tietenkin jos mallissa on vihemmin
virejd aakkosto voi olla pienempi. O

Tehtiava 136 Miki aakkosto on alla olevalla verkolla

M?
Ratkaisu: Kuten kaikkien verkkojen aakkosto, tdmén

verkon aakkosto koostuu yhdestd bindérisestd predikaat-
tisymbolista F£. Monet struktuurit koostuvat ainakin osit-
tain verkoista. Téllaisissa tapauksissa muu osa struktuu-
ria médrittelee mitd muuta aakkostoon kuuluu predikaat-
tisymbolin E:n lisdksi. O

Tehtéavi 137 Mikd on luonnollisten lukujen struktuurim
aakkosto niiden luonnollisessa jarjestyksessa:

Ratkaisu: Vaikka luonnollisten lukujen joukossa on mo-
nia eri relaatioita ja funktioita, tdssd esimerkissé tarkas-
telemme vain luonnollisten lukujen jirjestysti n < m.
Siispd aakkosto koostuu yhdesti binéddrisesti predikaatti-
symbolista <. O

Tehtiva 138 Onko seuraava lause tosi vai ei?
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Jos jokainen sateinen pdivd elokuussa on tuulinen

ja elokuu 15 ei ole tuulinen, niin elokuu 15 ei ole sateinen.

Ratkaisu: Tiamad pétee vuodesta huolimatta. Itse asias-
sa lause pitee sanojen “elokuu”, “sateinen” tai “tuulinen”
midritelméstd riippumatta. Jokainen struktuuri jossa pre-
dikaatit (sateinen, tuulinen) on tulkittu milld tahansa ta-

valla, toteuttavat lauseen. O

Tehtiva 139 Onko seuraava lause tosi vai ei?

Jos jokainen sateinen pdivi elokuussa on tuulinen
Jja elokuu 15 on tuulinen, niin elokuu 15 on sateinen.

Ratkaisu: Tiamai lause ei péde, koska lauseen looginen
argumentointi on virheellinen. Voimme osoittaa loogisen
virheen kuvailemalla struktuurin missi johtopéédtelmi on
epdtosi. Esimerkki tdminkaltaisesta strukturista on teo-
reettinen elokuu missé sataa vain elokuu 1, mutta on tuu-
lista 1 ja 15 paivad. O

2.3.7 Tehtaviit

Tehtiva 140 Miki aakkosto on unaarisella struktuurilla

M?

Tehtava 141 Mikd aakkosto on laattamallilla M ?

([ B]B]B]5]

Tehtidva 142 Mikd aakkosto on vdritetylli verkolla M?
Kirjaimet viittaavat vireihin: “S” siniseen ja “K” keltai-
seen.
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K

S/ s
v

Tehtéivi 143 Mikd aakkosto on reaalilukujen struktuuril-
la varustettuna luonnollisella jdarjestykselld ja nollalla?

0

Tehtiva 144 Totta vai tarua? Harkitse seuraavaa lauset-
ta:

Jos jokainen sateinen pdivd elokuussa on tuulinen
ja jokainen elokuun pdivd on sateinen,
niin silloin jokainen elokuun pdivdi on tuulinen.

Huomaatko, ettd timd lause on totta riippumatta vuodes-
ta, tai edes siitii miten mddrittelemme sanat “elokuu”,
“sateinen” ja “tuulinen”?

Tehtiva 145 Totta vai tarua? Harkitse seuraavaa lauset-
ta:

Jos jokainen tuulinen elokuun pdivd on sateinen
Jja elokuun 15 pdivd ei ollut tuulinen,
niin silloin elokuun 15 pdivd ei ollut sateinen.

Huomaatko, ettd lause on “loogisesti vdidrd”? Voitko
osoittaa loogiset virheet kuvailemalla struktuurin missd
oletukset pdtevdt, mutta johtopdiditos ei?

2.4 Atomilauseet

2.4.1 Johdanto

Atomilauseet merkitsevit perusrelaatioita, kuten z = y
tai < y, mitkd voivat olla tosia tai epitosia riippuen kaa-
vassa olevien muuttujien arvoista. Predikaattilogiikan ato-
milauseilla on hyvin selked samankaltaisuus propositio-
logiikan atomilauseiden kanssa, mutta predikaattilogiikan
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atomilauseissa on paljon enemmin tietoa, koska kaytdm-
me muuttujia. Hieman epétdsmallisesti voisi sanoa, ettd
lauseet joissa ei ole konnektiiveja tai kvanttoreja ovat ato-
milauseita. Atomilauseissa saattaa olla sisdistd tietoa miti
emme voi analysoida predikaattilogiikan antamilla tyoka-
luilla, kuten lauseissa “Huomenna voi olla meri taistelu”
ja “On mahdollista ettd sataa”. Téssd on joitain esimerk-
keja predikaattilogiikan atomilauseista:

e 7 on keltainen

z on korkeampi kuin y

e 4<x

L] Po(l')

2.4.2 Muuttujat

Muuttujia kiytetddn universaalisissa lauseissa kuten:

e Jos x jay ovat luonnollisia lukuja, niin silloin z < y,
r>ytaix =y.

e Kaksi eri solmua verkossa ovat naapureita.
e Jokainen laatta on sininen tai punainen.
Muuttujia kiytetddn myos eksistenssilauseissa, kuten:

e On olemassa luonnollinen luku « jolle z > 1010 ja
z on alkuluku.

e Jotkut solmut verkossa eivit ole naapureita.

e Jotkut laatat ovat keltaisen laatan vasemmalla puo-
lella.

Muuttujia merkitddn symboleilla z,y,z,u,v jne.;
muuttujien ilmaisuun kéytetdan myos alaindeksejd zg,x1,
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2.4.3 Tulkintafunktiot

Tulkintafunktiot ovat funktioita jotka antavat arvoja muut-
tujille.

Kun mietimme kaavan totuutta meilld pitdd olla jokin
malli mielesséimme muuten kaava on merkitykseton. Esi-
merkiksi ei ole jarked kysyéd onko kaava x Ey tosi vai epé-
tosi, koska emme tiedd mitd muuttujat x ja y tarkoittavat
saatikka mitd F tarkoittaa. Vaikka tietdisimmekin, ettd £/
on jonkin verkon reunarelaatio, meidén tulisi tietidd min-
ki verkon.

Olettakaamme siis, ettd meilld on malli M jolla on uni-
versumi M kuten:

e Joukko laattoja

e Joukko solmuja verkossa
e Joukko kokonaislukuja
e Joukko rationaalilukuja

Ajatus on, ettd muuttujien arvot ovat joukossa M. Ma-
temaattisesti puhuen tulkintafunktio on funktio, joka ku-
vaa muuttujia joukkoon M.

Tissd on kolme tulkintafunktiota muuttujille z, y ja z:

e so(z) =1,s0(y) =5,80(2) =1
o s1(z) =1,s1(y) =1,51(2) =3
o so(x) =1,85(y) =2,82(2) =4

Voimme esitelld tdminkaltaista tietoa huomattavasti
pienemmaéssi tilassa seuraavasti:

x|y |z
S0 1 5 1
S1 1 1 3
so | 1]2]4

2.4.4 Lisaa atomikaavoista

Y14 nékyva tulkintafunktio sg toteuttaa atomilauseen x =
z, koska sg(z) = so(z). Ylld nidkyvi tulkintafunktio s;
taas toteuttaa atomilauseen x = y, koska s1(z) = s1(y).

Midéritelmi 2.4 1. Tulkintafunktio s toteuttaa atomi-
lauseen x = y jos s antaa saman arvon x:lle ja y:lle,

eli s(x) = s(y).
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2. Tulkintafunktio s toteuttaa atomilauseen P, (x) mal-
lissa M, jos s(z) € PM.

3. Tulkintafunktio s toteuttaa atomilauseen R(x,vy)
mallissa M, jos (s(x), s(y)) € RM

4. Tulkintafunktio s toteuttaa atomilauseen x = c mal-

lissa M jos s antaa arvon c™ x:lle, eli s(x) = M.

5. Tulkintafunktio s toteuttaa atomilauseen ¢ = y mal-

lissa M jos s antaa arvon ¢ y:lle, eli s(y) = M.

6. Tulkintafunktiot s toteuttaa atomilauseen R(x,c)
mallissa M, jos (s(x),c™M) € RM.

7. Tulkintafunktio s toteuttaa atomilauseen R(c,y)
mallissa M, jos (cM, s(y)) € RM.

Miiiritelmii 2.5 1. ¢ = d on tosi M:ssi jos M =
dM.

2. Pi(c) on tosi M:ssd jos cM € PM.
3. R;(c,d) on tosi M:ssd jos (cM,dM) € RM.

Seurauksena méiritelméstimme, tulkintafunktio s to-
teuttaa atomilauseen x E'y:n verkossa G, jos s(z) ja s(y)
ovat verkossa naapureita. Samaan tapaan tulkintafunktio
s toteuttaa atomilauseen P(x), “x on punainen”, laatta-
mallissa, jos s(z) on mallissa punainen.

Huomaa: Méiritelmdmme toimii, vaikka muuttujat oli-
sivat kirjoitettu joillain muilla symboleilla.

2.4.5 Ratkotut tehtiaviit

Tehtivi 146 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat atomi-
lauseen Py(x) seuraavassa unaarisessa struktuurissa?

x|y |z
so | b|lald
s1]c|blec
Ss219]alyg
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Ratkaisu: Tulkintafunktiot sy ja s; toteuttavat atomi-
lauseen Py (x) koska alkiot so(x) = b ja s1(x) = ¢ kuu-
luvat joukkoon Pg*!.Tulkintafunktio so ei toteuta atomi-
lausetta Py(z) koska so(x) = g ei kuulu joukkoon P!
O

Tehtéivi 147 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat atomi-
lauseen Py (z) seuraavassa unaarisessa struktuurissa?

x Y z

S0 1 2 5

s1 1160

S92 1 4 6
0 5
[ ] [ ]

\ /S Y

Ratkaisu: Yksikéddn tulkintafunktio ei toteuta atomi-
lausetta P (z) koska mikin z:n arvo ei ole joukossa Py*!.
O
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Tehtéivi 148 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Py () seuraavassa unaaristruktuurissa?

Ty |z
so | blald
si1lecl|b]|ec
S2 | gla|g

Ratkaisu: Tulkintafunktiot s ja s; toteuttavat P (x)
koska so(z) = b € P{M ja si(x) = ¢ € P/, mutta tul-
kintafunktio s ei toteuta kaavaa koska s5(z) = g ¢ P{M.
O

Tehtéivi 149 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
xEy seuraavassa verkossa?

x Y z

So 4 5 1

S1 1 1 3

so | 124
2

Ratkaisu: Tulkintafunktio sg toteuttaa kaavan x E'y kos-
ka so(z) = 4, so(y) = 5 ja 4 ja 5 ovat verkossa tosiaan
naapureita. Tulkintafunktio s; ei toteuta kaavaa z E'y kos-
ka si(xz) = 1, s1(y) = 1 ja misséin verkossa solmu ei
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voi olla itsensd naapuri. Tulkintafunktio s, ei toteuta kaa-
vaa E'y koska sa(x) = 1, sa(y) = 2 ja tissi kyseisessd
verkossa 1 ja 2 eivit ole naapureita. O

Tehtava 150 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
zEy seuraavassa verkossa?

x|y |z

so|1|1]1

s1| 1|53

s | 1|24
2

/// 3

Ratkaisu: Tulkintafunktio s ei toteuta kaavaa x F'y kos-
ka so(z) = s1(y) = 1 ja misséin verkossa solmu ei voi
olla itsensd naapuri. Tulkintafunktio s; toteuttaa kaavan
xEy koska s1(z) = 3, s1(y) = 5 ja 3 ja 5 ovat verkos-
sa tosiaan naapureita. Tulkintafunktio ss ei toteuta kaavaa
xEy koska so(z) = 4, so(y) = 2 ja tissi kyseisessi ver-
kossa 4 ja 2 eivit ole naapureita. O

5

Tehtava 151 Anna kussakin tapauksessa yksi unaarinen
struktuuri ja kaksi tulkintafunktiota: yksi joka toteuttaa
annetun kaavan ja toinen joka ei toteuta annettua kaavaa.

4. P2 X
Ratkaisu:
z | y | z | Toteuttaa
S1 1 1 1 Po(l‘)
S92 6 6 6 P1 (y)
s3 | 6616 Pi(2)
S4 3 3 3 PQ(J?)
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x | y | z | EiToteuta
S1 6 6 6 P(] (ZIJ)
s2 131313 Py
S3 2 2 2 P1 (Z)
Sa 1 1 1 P2 (l‘)
0 5
° °

2.4.6 Tehtivit

Tehtiva 152 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat atomi-
kaavan P (y) seuraavassa unaarisessa struktuurissa?

S0
S1
52

Q o o8

Q o QIw

Q o afw
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Tehtidva 153 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat atomi-

kaavan Py(z) seuraavassa unaarisessa struktuurissa?

o W k|8

N N

o W |

Tehtéivi 154 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat atomi-

kaavan Ps(y) seuraavassa unaarisessa struktuurissa?

S0
S1
S2

== 8

= O N

O O Uy




70 LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

2
1/ 3
\/ )
5— 4

Tehtéivi 157 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
xFz seuraavassa verkossa?

x|y | =z
so | 1121
S1 1 2 3
S92 1 2 4
2
1 3
Tehtiva 155 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat atomi- \ / /
kaavan Py(x) seuraavassa unaarisessa struktuurissa? 5 -
p 1125 Tehtéivi 158 Mitkda tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
0 zEz seuraavassa verkossa?
S1 2 6 0
So | 31416 T |y |z
so | 1|11
S1 1 5 3
S92 1 2 4
0 5
. . 2

' S5 — 4
‘ Tehtéivia 159 Mitka tulkintafunktiot toteuttavat kaavan

xFEz seuraavassa verkossa?

Ty |z
sola|b|c
s1lal|ld]|d
so | flcle

b — ¢

Tehtéivi 156 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
xEy seuraavassa verkossa?
a d
x|y |z
so|4]1]1 \ /
s1|3(5]3 >
2|24 4 ¢

52
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Tehtivi 160 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
xEy seuraavassa verkossa?

x Y z
so| 151
S1 1 3 3
S92 3 5 4
1 \ 3
5
4

Tehtiva 161 Anna kussakin tapauksessa kaksi laatta-
mallia ja tulkintafunktiota. Yksi joka toteuttaa kaavan ja
toinen joka ei toteuta.

1. R(x)

2. B(y)
3
4 <y
5

Tehtdvi 162 Anna kussakin tapauksesa laattamalli ja
tulkintafunktio siten, ettd ne toteuttavat ensimmdisen kaa-
van, muttei toista.

1. R(z), B(y)
2. B(y),x <y
3.y <z, R(y)
4. x <y,B(y)
S0 z<z,2<y

Tehtivi 163 Anna kussakin tapauksessa unaarinen

struktuuri ja tulkintafunktio siten, ettd ne toteuttavat

ensimmdiisen kaavan, muttei toista.

1. Py(z), Pi(z)
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2. Pl(y),.P()((E)
3. Pi(y), Po(y)
4. P2($)7P()(Z)

Tehtéiva 164 Anna verkko ja tulkintafunktio, joka toteut-
taa kaikki kaavat vasemmassa sarakkeessa, muttei yhtddn
kaavaa oikeassa sarakkeessa.

By yEu
z=w T=y
yEz zEu
b 0] whu

2.5 Kaavat

Predikaattilogiikan kaavat ovat lausekkeita jotka on ra-
kennettu yhdistamilld atomilauseita tutuilla konnektii-
veilla, mutta myos kvanttoreilla kuten “on olemassa” tai
“kaikilla”. Huomaamme, ettd kvanttorit ovat jotain mi-
td propositiologiikan kielessi ei ollut. Predikaattilogiikan
avulla pystymme sanomaan enemmin kuin propositiolo-
giikalla, mutta pitdd myos muistaa, ettd predikaattilogii-
kan kieli on vartavasti monimutkaisempi kuin propositio-
logiikan.

2.5.1 Predikaattilogiikan kaavat

Tidssd on madritelmi predikaattilogiikan kaavoille:

Miiéritelmi 2.6 Predikaattilogiikan, eli ensimmdisen
kertaluvun logiikan, kaavat on rakennettu yhdistdmdlld
atomikaavoja loogisilla operaatioilla:

Negaatio —-A

Konjunktio AANB

Disjunktio AV B

Implikaatio A— B

Ekvivalenssi A+ B
Eksistenssikvanttori Iz A, x on muuttuja
Universaalikvanttori Yz A, T on muuttuja.

Sulkumerkkejd (,) kdytetdcdn selkeyden vuoksi.

Esimerkiksi, atomikaavoista xEy ja x = 2z voimme
muodostaa seuraavat kaavat:
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csEyNx =z

zEy AN —~x =z

Jx(xEy A -~z = z)

VyJx(xEy A —x = z)

x(zEy Ax =2) ANJx(zEy A~z = z)

Vy(Fz(xEy Ax = 2) AJz(xEy A ~x = z))

Kaikilla predikaattilogiikan kaavoilla, kuten ylld niky-
villd esimerkeilld, on intuitiivinen merkitys heti kun struk-
tuuri ja sen universumi on annettu ja tiedimme miti itse
symbolit, kuten E kaavassa x E'y, tarkoittavat. Meidin pi-
tdd my0s pddttdd milld tulkintafunktiolla annamme arvoja
muuttujille. Talloin kaavan intuitiivinen merkitys on:

Kaava Merkitys

-A ei A

AANB | AjaB

AVB | Atai B

A — B | jos A, niin B

A< B | Ajosjavainjos B

Jx A A pitee joillekin z:n arvoille
Vz A A pitee kaikille z:n arvoille.

Tulkintafunktion tarkoitus on médrittelld kisite “z:n ar-
von” ylld mainituissa kaavoissa tarkasti ja matemaattises-
ti.

2.5.2 Disjunktio, konjunktio

Disjunktio ja konjunktio ymmirretddn predikaattilogii-
kassa aivan kuten propositiologiikassa:

Mairitelmé 2.7 Tulkintafunktio s toteuttaa A V B:n
M :ssd jos ja vain jos s toteuttaa A:n tai B:n M :ssd.

Toisin sanoen, jotta voidaan pédtyi tulokseen, ettd s to-
teuttaa A V B:n niin meidén tdytyy pystyéd osoittamaan,
ettd s toteuttaa joko A:n tai B:n M :ssd, ei vilttimittd mo-
lempia.

Mairitelmé 2.8 Tulkintafunktio s toteuttaa A N\ B:n jos
Jja vain jos se toteuttaa sekd A:n etti B:n M :ssd.

Toisin sanoen, jotta voidaan péityi tulokseen, ettd s to-
teuttaa A A B:n niin meidén tdytyy pystyéd osoittamaan,
ettd s toteuttaa sekd A:n ettii B:n M:ssi.
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2.5.3 Negaatio

Negaatio — kieltdiminen— tulkitaan predikaattilogiikassa
samalla tavalla kuin propositiologiikassa.

Midritelma 2.9 Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan —A
M:ssd jos ja vain jos s ei toteutta A:ta M:ssd.

Tamaé on helppo tapaus: jotta voimme osoittaa, ettd s to-
teuttaa = A:n M:ssé niin meidén tdytyy vain osoittaa, ettd
on mahdotonta, etti s toteuttaa A:n M:ssd. Samoin, jos
tiedimme, etti s toteuttaa —A:n M:ssi, niin tiedimme
varmasti, etti se ei toteutta A:ta.

2.5.4 Implikaatio ja ekvivalenssi

Tulkitsemme implikaation samalla tavalla kuin proposi-
tiologiikassa. Implikaatio on tdsmélleen juuri silloin kun
sen hypoteesi on epitosi tai sen pdittely on tosi. Mité sa-
noimme aikaisemmin siitd, ettd ndiden sddntdjen ansiosta
logiikka sallii todeksi my6s hyvin epdintuitiivisia lausei-
ta, on tietenkin edelleen totta.

Maidéritelmé 2.10 Tulkintafunktio s toteuttaa A — B:n
M:ssd jos ja vain jos s el toteuta A:ta M:ssdi tai toteut-
taa B:n M:ssd.

Jotta voimme osoittaa, ettd s toteuttaa A — B:n M:ssid
oletamme, ettd s toteuttaa A:n M:ssd ja yritimme tés-
td johtaa, ettd se myos toteuttaa B:n. Jos tiedimme, et-
td s toteuttaa A — B:n, niin meiddn tdytyy miettid kahta
vaihtoehtoa: Ensimmiisessi s ei toteuttaa A:ta, ja toisessa
s toteuttaa B:n. Tyypillisessi tilanteessa tieddimme, etti s
toteuttaa A — B:n M:ssi ja, ettd s toteuttaa A:n, jolloin
voimme paételld, ettd s toteuttaa myos B:n.

Midritelma 2.11 Tulkintafunktio s toteuttaa A <> B:n
M :ssdi jos ja vain jos s toteuttaa sekd A:n ettii B:n M :ssd
tai ei kumpaakaan.

Hieman paradoksaalisesti timédn on helpompi tapaus
kuin implikaatio. Jotta voidaan asettaa, ettd s toteuttaa
A > B:n M:ssi niin oletetaan, ettd s toteuttaa A:n ja
yritetddn todistaa, ettd se toteuttaa myos B:n. Tdmin jil-
keen sama prosessi tehdién toisin péin. Jos tiedimme, ettid
s toteuttaa A <> B:n M:ssd ja tieddimme, ettd se toteut-
taa joko A:n tai B:n niin tiedimme, ettd se my0s toteuttaa
toisenkin.
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Kaavat r=y,c=x,r=c,c=d
Relaatio P,(z), P.(c), Ry(z,y),

R.(c,z), R,(z,c), Ry(c,d)
Negaatio -A
Konjunktio ANB
Disjunktio AV B
Implikaatio A— B
Ekvivalenssi A+ B
Eksistenssikvanttori | 3z A
Universaalikvanttori | Vz A

Kuva 2.2: Kaavat

2.5.5 Toteutus

Olemme maiiritelleet milloin tulkintafunktio s toteuttaa
A:n mallissa M. Merkitsemme sen seuraavasti:

M E, A.

Télla merkintdtavalla voimme kirjoittaa ylld mainitut
kisitteet seuraavasti:

Midéritelmi 2.12 A:n toteutus tulkintafunktiolla s mal-
lissa M, symboleina M =5 A, on mddritelty seuraavasti
silloin kun A ei sisclli kvanttoreita:

1. M =, x = y jos javain jos s(x) = s(y).
2. M =, P.(z) jos ja vain jos s(x) on joukossa P,

3. M =s R(z,y) jos ja vain jos (s(x), s(y)) on relaatiossa
RM, eli s(x) R s(y).

. M |=s AV B jos javain jos (M |=s Atai M =5 B).
. M |Es A A B jos javain jos (M =5 Aja M =5 B).

. M =5 —A jos ja vain jos M -, A.

. M |Es A — B jos javain jos (M es Atai M =5 B).

. M s A < B jos javain jos (M |Es AjaM =, B)
tai (M s Aja M s B)).

Co N & U K

Huomaa, etti Médiritelmé [2.12] on induktiivinen m-
ritelmé siind mielessi, ettdi M |5 A on méiritelty in-
duktiolla M =, B alikaavojen B suhteen. Tdmi vastaa,

vaikkakin on monimutkaisempi, induktiota Fibonaccin
lukujonoissa ag = 0,a; = 1,ap42 = a, + ap41, Missd
an+2 ON madritelty suhteessa pienempiin lukuihin a,, ja
Ap41-

2.5.6 Ratkotut tehtaviit

Tehtéivi 165 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Py(x) V Py (y) seuraavassa unaaristruktuurissa?

x|y |z
so | blald
s1|1c|blec
2 1919149
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Ratkaisu: Heti huomaa, ettd sg toteuttaa kyseisen kaavan
silld so antaa arvon b muuttujalle z struktuurissa Pyt s;
my0s toteuttaa kyseisen kaavan koska se antaa arvon c
muuttujalle = struktuurissa Pg*. Toisaalta s, ei toteuta
kyseistd kaavaa, koska se antaa muuttujille = ja y arvon g
miki ei kuulu joukkoon Pg™ tai joukkoon PM.

Katsokaamme nyt itse tulkintafunktioita. sg:n arvo
zissd on bjab € PM joten M =5, Po(x) V Pi(y).
s1:n arvo wissd taas on ¢ ja ¢ € P joten M =,
Py(z) V Pyi(y). Lopulta so(x) = gjag & PM joten
emme voi vield johtaa, etti M =, Py(z) V Pi(y). Mei-
din tdytyy myos tarkistaa so(y) = ¢, mutta tissikin ta-
pauksessa g ¢ Pj™. Joten lopulta voimme johtaa, etti
M Vs, Po(z) V Pi(y). Eli vastaus on, ettd so ja s1 to-
teuttavat, mutta s, ei toteuta. O

Tehtiva 166 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Pi(y) — (Po(z) — Pi(2)) seuraavassa unaarisessa
struktuurissa?

T |y |z
Sso | c|eclec
s1|lalalc
so |l elele
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Ratkaisu: Heti huomaa, ettd tulkintafunktiot sy ja
So toteuttavat implikaation koska kumpikaan ei toteuta
implikaation hypoteesia, eli kaavaa P{™. Tulkintafunk-
tio s; taas toteuttaa implikaation hypoteesin, eli kaavaa
PM Tisti huolimatta se ei toteuta implikaatiota itsesséin
koska se ei toteuta implikaation johtopaétosta.

Katsokaamme nyt tulkintafunktioita. Alkio so(y) on ¢
jac ¢ PM. Bl M £, Pi(y) ja tistd johtuen sg toteut-
taa kaavan. Alkio s1(y) on a jaa € P{ joten jatkamme.
Alkio s1(x) on my6s a ja a € Py joten jatkamme. Al-
kio s1(2) on cja c ¢ P{M. Tistid voimme paitelld, ettd
M s, Po(z) — Pi(z) vaikka M 5, Pi(y). Joten
johtopiditds on, ettd s; ei toteuta kaavaa.

Lopulta s5(y) = ejae ¢ PM, eli M [, Pi(y) ja
téstd johtuen so toteuttaa kaavan. O

Tehtava 167 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Py(y) V (Po(z) A P (z)) seuraavassa unaarisessa struk-
tuurissa?

x|y | 2z
so | c|c|ec
s1|lalelc
ss | flelf
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Ratkaisu: Katsokaamme tulkintafunktioita. Alkio so(y)
on cjac € PM, joten sy toteuttaa kaavan. Alkio si(y)
onejae ¢ PM, joten jatkamme. Alkio s1(z) on a ja
a € PM, joten s; toteuttaa kaavan. Lopulta alkio s3(y)
onejae ¢ PM, joten jatkamme. Alkio s5(2) on f ja
fé POM, joten so ei toteuta kaavaa. O

Tehtivi 168 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
xFEy A yEz seuraavassa verkossa?

|y |z
S0 1 5 1
S1 1 1 3
S9 1 2 4

2
| // 3
s — 4
Ratkaisu: Katsokaamme tulkintafunktioita. Alkio so(x)
on 1 ja so(y): arvo on 5. Eli meilld on 155, joten s
toteuttaa kaavan x E'y. Alkio so(z) on 1, joten s toteuttaa
kaavan yF'z, ja titen my0Os kyseessd olevan kaavan. Nyt
si(z) = ljasi(y) = 1, mutta (1,1) ¢ EM, joten sy
toteuttaa kaavan. Lopulta s3(y) = e jae ¢ P{M joten

jatkamme. Nyt s5(2) = f ja f ¢ P Joten s, ei toteuta
kaavaa. O

Tehtdvi 169 Mitkd tulkintafunktiot toteuttaa kaavan
rFEy — ©Ez seuraavassa verkossa?

75
x Yy z
So 1 5 2
S1 1 1 3
so | 124

2
S ——— 4
Ratkaisu: Tulkintafunktio sg toteuttaa kaavan z F z, mut-
ta timin takia se ei toteuta implikaatiota xE'y — zEz.
Tulkintafunktio s; toisaalta ei toteuta lausetta x E'y ja ti-

ten toteuttaa implikaation. Sama tapahtuu tulkintafunk-
tion sy kohdalla. O

Tehtéivi 170 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
R(x) V B(y) seuraavassa laattamallissa? Jotta voimme
viitata yksittdisiin laattoihin annamme niille nimet.

|y |z
so | 1|52
S1 2 1 3
S9 2 2 4

Pls[s[P]x]

Ratkaisu: Intuitiivisesti kysymys on “Onko z punainen
tai y sininen?”, joten katsokaamme mité tulkintafunktiot
sanovat muuttujista x ja y. Tulkintafunktion so:n mukaan
a:1ldon arvo 1 eli so(z) = 1.1 on punainen joten sq ei to-
teuta kaavaa. Tulkintafunktion s;:n mukaan x:114 on arvo
2 eli x ei ole punainen ja y:114 on arvo 1 eli y ei ole sini-
nen. Joten s; ei toteuta kaavaa. Lopulta tulkintafunktion
so:n mukaan z:114 on arvo 2 eli z ei ole punainen, mutta
y:11a on myos arvo 2 eli y on sininen. Joten ss toteuttaa
kaavan. O
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Tehtéivi 171 Keksi kussakin tapauksessa unaarinen
struktuuri ja tulkintafunktio, joka toteuttaa annetun
kaavan keksimdssdsi struktuurissa.

1. Po(z) APy ()

2. —~(Py(x) V ~Pi(x))

3. Py(z) = (Py(z) V Pa())
4. Py(z) V ~Py(z) V Py(a)

Ratkaisu: Kéytdmme samaa mallia kussakin tapaukses-
sa:

Ensimmiisessi tapauksessa riittid, ettd s(x) = b. Toi-
sessa tapauksessa annamme s(z) = f. Kolmannessa ta-
pauksessa voimme my0s antaa s(z) = f. Lopulta neljin-
nessi tapauksessa annamme s(z) = b. O

2.5.7 Tehtivit

Tehtiva 172 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
—Py(x) A Pi(y) seuraavassa unaarisessa struktuurissa?

x|y |z
solc|c|ec
si1lalbdble
so el fla
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Tehtiva 173 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Pi(z) —» (—=Py(z) — Pi(x)) seuraavassa unaarisessa

struktuurissa?

V2l
S
o 0R

o2 o

Q- 0w

Tehtéivi 174 Mitka tulkintafunktiot toteuttavat kaavan

Pi(z) — (Poly) — Pi(x)) seuraavassa unaarisessa

struktuurissa?

x|y |2
so | c|clec
s11glalc
so lelela




2.6. KVANTTORIT

Tehtivi 175 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
xEy — yEz seuraavassa verkossa?

T |y |z
So 1 5 1
sp|111]3
s | 3142

[

Tehtdva 176 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
rFEyV xEz seuraavassa verkossa?

REE
So 1 5 1
s1 111213
s | D12 |4
2
| //3
5 ——— 4
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Tehtéivi 177 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
R(x) — x < y seuraavassa laattamallissa? Jotta voim-

me viitata yksittdisiin laattoihin olemme antaneet niille
nimet 1,2,3,4,5.

x|y |z
So 1 5 2
S1 2 1 3
so | 4124

R[B[B]R]V]

Tehtiva 178 Luo kussakin tapauksessa laattamalli ja
tulkintafunktio joka toteuttaa annetun kaavan:

1. R(z) A —B(x)

2. ~(R(z) A ~B(z))

3. B(z) = (R(y) Ny < x)

4. ~(B(z) = (R(y) Ny < 7))

5. 2((B@)AY (y)ha <y)V(B(z)AY (y) Ay < x))

2.6 Kvanttorit
2.6.1 Johdanto

Kvanttorit ovat viimeinen askel matkallamme ymmért4-
maién, miten predikaattilogiikan lauseet ja kaavat koostu-
vat. Kvanttoreiden avulla voimme helposti kuvailla run-
saasti ilmi6itd ympérillimme, tietokoneissa ja matematii-
kassa. Kuuluisa esimerkki kvanttoreiden kdytostd on € — §
madritelma jatkuvuudelleﬂ

2.6.2 Predikaattilogiikan kaavat

Muistakaamme, ettd predikaattilogiikan kaavat ovat seu-
raavaa muotoa:

e atomikaava, eli z =y, P, (z), R(z,y)

'Funktio f : R — R on jatkuva pisteessi o jos jokaiselle € > 0
on olemassa 6 > 0, siten, ettid | f(x) — f(xz0)| < e pitee kaikilla z:n
arvoilla, joilla |z — zo| < 4.
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o - A

e ANB
e AVB
e A B
e A&~ B
o VzA
e dzA,

missd A ja B ovat predikaattilogiikan kaavoja. Sulku-
merkkeji (,) kédytetdan selkeyden vuoksi, juuri kuten pro-
positiologiikassa. Téten, jos haluamme laittaa universaa-
likvanttorin A — B:n eteen, niin kirjoitamme Vz(A —
B).
Esimerkki2.13 o Py(xz) — Pi(x)
e ~(zx<yVy<ux)

e Jx(zEy A 3z(zEz AN —zEy))

o Va(B(z) = 32(Y(2) Az < x))

2.6.3 Universaalikvanttorin selitys

Intuitiivisesti Vo A tarkoittaa siti, ettd kaikki z:n arvot to-
teuttavat A:n, eli:

e Kaikki laatat ovat punaisia.

o Kaikki z:n arvot toteuttavat 22 > 0.
e Kaikki solmut x ja y ovat naapureita.
o Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.

e Kaikki rakastavat hinti.

2.6.4 Eksistentiaalikvanttorin selitys

Intuitiivisesti 3z A tarkoittaa sité, ettd jotkut x:n arvot to-
teuttavat A:n, eli:

o Jotkut laatat ovat punaisia.

e Jotkut z:n arvot toteuttavat 22 = 2.

Jotkut solmut z ja y ovat naapureita.

On olemassa keltainen laatta.

On olemassa solmu jolla on kaksi naapuria.

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

2.6.5 Tulkintafunktiot ja kvanttorit

Jotta voimme mdidritelld milloin tulkintafunktio toteut-
taa kvantifioidun kaavan, tarvitsemme modifioidun tulkin-
tafunktion kisitteen. Mistd tahansa tulkintafunktiosta s,
muuttujasta x ja alkiosta ¢ mallimme universumista voim-
me muodostaa modifioidun tulkintafunktion s(a/z) seu-
raavasti:

x|y |z
s 1151

s(2/z) | 2 | 5| 1 | Modifioitu tulkintafunktio.

s(8/z) | 1 | 5 | 8 | Toinen modifioitu tulkintafunktio.

Tulkintakaava s(a/z) on aivan samanlainen kuin tul-
kintafunktio s paitsi, ettd x:n arvo on muuttunut a:ksi.

2.6.6 Kvantifioidun kaavan toteuttaminen
tulkintafunktiolla

Voimme nyt méiritelld kaavan toteuttamisen kasitteen
myds kvantifioiduille kaavoille:

Miiéritelmi 2.14 e Tulkintafunktio s toteuttaa kaa-
van YxA M:ssi jos modifioitu tulkintafunktio
s(a/x) toteuttaa A:n M:ssi jokaiselle a:lle M :ssd.

o Tulkintafunktio s toteuttaa kaavan IxA M:ssi
jos modifioitu tulkintafunktio s(a/x) toteuttaa A:n
M:ssd jollekin a:lle M :ssd.

2.6.7 Tarskin totuusmairitelma

Olemme nyt médritelleet yleisesti milloin tulkintafunktio
s toteuttaa kaavan A mallissa M. Kun niin on, kirjoitam-
me M =, A

Talld merkintitavalla voimme kirjoittaa ylld mainitut
miiritelmét seuraavasti:

Miiritelmi 2.15 A:n toteutus tulkintafunktiolla s mal-
lissa M, symboleina M |=, A, on mdidritelty kuten ku-
vassal2.3

Huomaa, ettd Kuva on induktiivinen méiéritelma
siind mielesséd ettdi M |=; A on mdiritelty Kisitteen
M =g B avulla, missi B on A:n alikaava ja s’ on modi-
fikaatio s:sta.

Tétd kutsutaan Tarskin totuusmaéiritelmiksi.
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Yhtilot M sz =y | josjavain jos s(x) s(y)
M E;c=y |josjavain jos = s(y), vastaavasti x = d
M E;c=d |josjavainjos = aM
Relaatiot M = P,(z) | josja vain jos ( ) € PM
M =, P,(c) | josjavainjos | cM e PM
M =, R(z,y) | josjavainjos | (s(z),s(y)) € RM.
M =, R(c,y) | josjavainjos | (c™,s(y)) € RM, vastaavasti R(z, d).
M =, R(c,d) | josjavainjos | (cM,dM) € RM.
Konnektiivit | M =5 AV B | jos ja vain jos | M |=4 Atai M =4 B.
M, ANB | josjavainjos | M |, AjaM =, B.
M s —A jos javainjos | M £, A
ME, A— B |josjavainjos | M (£, Atai M =, B.
M =, A+ B | josjavainjos | (M =, Aja M =, B) tai
(M, Aja M i, B)
Kvanttorit M E, VA jos ja vain jos | M |=4a/2) Akaikille a € M
M =, 3rA | josjavain jos | M |=4q/a) A joillekkin a € M

2.6.8 Ratkotut tehtiviit

Tehtivia 179 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Fy(Po(x) A Py(y)) seuraavassa unaarisessa struktuuris-

sa?

x|y | 2
S0 C C C
s1lal|blec
so |l elela

Kuva 2.3: Tarskin totuusmééritelma

o

=
<

Ratkaisu:
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Nayttdkddmme ensin, ettd so toteuttaa anne-

tun kaavan M. Muokattu tulkintafunktio so(f/y) toteut-

taa P (y):n tdssd mallissa koska f € P{™. Tulkintafunk-
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tio so(f/y) myos toteuttaa Pp(z):n tissd mallissa koska
so(f/y)(z) = ¢ € PM. Siis so(f/y) toteuttaa lauseen
Py(z) N Pi(y) mallissa M. Titen sy toteuttaa lauseen
Fy(Py(x) A Py(y)) mallissa M.

Seuraavaksi niyttimme, ettd s; toteuttaa myds annetun
kaavan mallissa M, Olemme jo néhneet, ettd s1(f/y) to-
teuttaa P; (y):n mallissa M. Tulkintafunktio s1(f/y) to-
teuttaa myos Pp(x):n tissd mallissa koska s1(f/y)(z) =
a € P, Titen s; toteuttaa lauseen Jy(Po(x) A Pi(y))
mallissa M.

Nayttdkddmme lopuksi, ettd so ei toteuta annettua kaa-
vaa mallissa M. Minkd tahansa alkion h valitsemmekin
niin muokattu tulkintafunktio sz (h/y) ei toteuta Py (z):d4
tissd mallissa, koska so(h/y)(x) = e ¢ P, Siis
sa(h/y) ei toteuta lausetta Py(z) A P;(y) mallissa M,
olipa h miké tahansa alkio. Tidten s, ei toteuta lausetta
Jy(Py(x) A Py(y)) mallissa M.

Siis ratkaisu on, ettd ensimmadiset kaksi tulkintafunktio-
ta toteuttavat kaavan mallissa M, mutta viimeinen ei.

Voimme kirjoittaa koko ratkaisun kéyttdmillda M |=,
A merkintitapaa:

Nayttdkddmme ensin, ettd

M g, Fy(Po(x) A Pi(y)).
Huomaa, ettd
M =sos/y) Pr(y)
koska f € P{M. Huomaa myos, etti

M Esots/y) Pol2),
koska so(f/y)(z) = ¢ € P{. Joten

M Eso(17y) Po(x) A Pi(y).
Taten
M ':so Hy(Po(.’E) A Pl(y))
Seuraavaksi ndytamme, ettd

M s, y(Po(z) A Pi(y)).

Olemme jo ndyttdneet, ettd

M Es (19) P1(y).

Huomaa my®s, ettd

M s (t7y) Polo),
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koska s1(f/y)(z) = a € PM. Titen
M =5, Fy(Po(x) A Pi(y)).
Néiyttakddmme viimeiseksi, ettd
M s, Jy(Po(x) A Pi(y)).
Oli alkio h miké tahansa niin
M s (hyy) Po(w),
koska so(h/y)(z) = e ¢ P, Siis
M sy nyy) Po(x) A Pi(y),
mikd tahansa alkio A onkaan. Téten
M s, Fy(Po(x) A Pi(y)).
Siis ratkaisu on, ettd ensimmadiset kaksi tulkintafunk-

tiota toteuttavat kaavan mallissa M, mutta viimeinen ei.
O

Tehtivi 180 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Pi(y) — Vz(Po(x) — Pi(x)) seuraavassa unaarises-
sa struktuurissa?

z |y |2
So | c|clec
s1|lalalc
so|le|ela

g d

L ] [ ]

e
°
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Ratkaisu: Kaava, jota tutkimme on implikaatio. Impli-
kaatio pitee aina kun hypoteesi ei pide. Muuttujan y arvo
s50:8sa ja sp:ssa ei kuulu joukkoon P{™. Siis kumpikaan
Sp:sta ja so:sta ei toteuta Py (y):td mallissa M. Siis ne mo-
lemmat toteuttavat annetun kaavan. Nyt meille jai jaljel-
le 5. Téssi tapauksessa s1(y) = a € P{™ joten impli-
kaation hypoteesi pitee. Tdmin takia joudumme harkit-
semaan implikaation johtop#itostd. Johtopéatos intuitiivi-
sesti tarkoittaa, etti Py sisiltyy joukkoon P{M. Tami ei
ilmiselvisti pade, katsokaamme miksi. Esimerkiksi ¢ kuu-
luu joukkoon P, muttei joukkoon P{™, joten s (c/x)
ei toteuta lausetta Py(z) — Pji(x). Titen s; ei toteuta
lausetta Vz(Po(x) — Py(x)) ja titen s; ei toteuta annet-
tua lausetta. O

Tehtiva 181 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Pi(y) — Va(Po(z) — Pi(z)) seuraavassa unaarises-
sa struktuurissa?

x|y |z
solc|ecl|f
s1|alalc
sa|lelel|a

Ratkaisu: Voimme heti huomata, etti s, toteuttaa impli-
kaation koska se ei toteuta lauseen hypoteesia: so(y) =
e ¢ PM. Implikaation johtopiitds ei sano, ettd P C
PlM, vaan jotain aivan muuta. Nimittéin, ettd jos z kuuluu
joukkoon P niin jokainen alkio kuuluu joukkoon P;. Tul-
kintafunktiossa so meilld on sg(z) = f ¢ Pp. Eli miten
tahansa h valitaankin, niin so(h/x) ei toteuta Py(2):aa,
joten se foteuttaa Py(z) — P (x)m. Eli s toteuttaa anne-
tun implikaation johtopédtoksen ja titen myos implikaa-
tion. Katsokaamme viimein tulkintafunktiota s;. Katso-
kaamme ensin alkiota s (g/x). Koska s1(g/z)(z) = c €
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P4, niin s (g/z) toteuttaa implikaation Py(z) — Py ()
hypoteesin, mutta se ei tyyydytd implikaation johtopaa-
tostd ja tdten se ei toteuta itse implikaatiota. Tdstd joh-
tuen s; ei toteuta lausetta Va(Py(z) — Pi(x)). Koska
s1(y) =a € Pd\’l, niin s; ei toteuta annettua kaavaa mal-
lissa M. O

Tehtiva 182 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Jy(xEy A yEz) seuraavassa verkossa?

x Yy z
so | 1|51
S1 1 1 3
S92 1 2 4

2

Ratkaisu: Tiamai tapaus on aika helppo. Jokaisessa ta-
pauksessa z:n arvo on 1. Kaava viittadd, ettd joku 1:n naa-
puri on z:n arvon naapuri. Voimme valita solmun 5, sol-
mun 1 ainoan naapurin kussakin tapauksessa. Siis kaikki
kolme tulkintafunktiota toteuttavat kaavan. Tehkddmme
tdmd hieman tarkemmin kiyttien merkintitapaa M =
A. Ensin tulkintafunktio sq. Tieddimme, ettd

M B 5/y) TEY,

koska so(x) = 1:n ja 5:n vilissd on reuna. Lisiksi tie-
ddmme, ettd

M sy (5/y) YEZ,
koska sg(z) = 1. Siis

M g5y TEYy NyEz,
misti seuraa, etti
M s, Jy(xEy AN yE=z).

Sitten tulkintafunktio s;. Tulkintafunktio s1(5/y) toteut-
taa lauseen zEy, koska s1(xz) = 1:mn ja 5:n vilissd on
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olemassa reuna. Lisiksi tieddmme, ettd s1(5/y) toteuttaa
kaavan yEz, koska s1(z) = 3:n ja 5:n vilissd on reu-
na. Eli loppujen lopuksi tulkintafunktio s1(5/y) toteuttaa
kaavan zEy A yEz ja titen tulkintafunktio s; toteuttaa
kaavan Jy(zEy A yEz). Lopulta tulkintafunktio so. To-
distus on aivan sama, koska s3(z) = 4:n ja 5:n vilissd on
reuna. O

Tehtivi 183 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat seuraa-
vassa verkossa kaavanVz(x =y V xEy)?

T |y |z
S0 1 5 1
S1 1 1 3
so |12 |4

2
S — 4
Ratkaisu: Kaava tarkoittaa intuitiivisesti, ettd solmu jo-
ka kuvaa muuttujaa y, on jokaisen muun solmun naapu-
ri.Téassd kaavassa vain solmu 5 on jokaisen muun sol-
mun naapuri. Tdm4i tarkoittaa ettd vain sg toteuttaa kaa-
van. Tarkemmin sanottuna sg(a/x) toteuttaa kaavan x =
y V x Ey jokaiselle solmulle a, joten sq toteuttaa kaavan.
Toisaalta s1(2/x) tai so(3/x) eivit toteuta kaavaa zEy.

Lopputulos on, ettd s; ja s eivit toteuta kyseisti kaavaa.
O

Tehtéivi 184 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Jy(R(z) A x < y) seuraavassa laattamallissa?

T |y |z
so| 1]5]2
s1 12113
S92 4 2 4

R]B]BIR]V]
1[2]3]4]5]
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Ratkaisu: Kaava intuitiivisesti tarkoittaa, ettd laatta jo-
ka tulkitsee muuttujaa = on punainen ja silld on laatta oi-
kealla puolellaan.Tédssd mallissa laatat 1 ja 4 ovat molem-
mat punaisia ja niilld on molemmilla laatta oikealla puo-
lellaan. Tama tarkoittaa, ettd sy ja s, molemmat toteutta-
vat kaavan. Tarkemmin sanottuna, so(2/y) toteuttaa kaa-
van R(z) A xEy ja titen s¢ toteuttaa annetun kaavan. Sa-
maan tapaan so(5/y) toteuttaa kaavan R(x) Az Ey ja titen
so toteuttaa annetun kaavan. Toisaalta s1(a/y) ei toteuta
kaavaa R(z) millddn a:n arvolla, joten s; ei voi toteuttaa
annettua kaavaa. Lopputulos on, ettid sy ja so toteuttavat
kaavan, mutta s; ei. O

Tehtéavi 185 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Yy(B(y) — y < x) seuraavassa laattamallissa?

Ty |z
so | 1|52
s1 15|13
S9 4 2 4

(R]B][BR]V]
1[2]3]4]5]

Ratkaisu: Kaava sanoo intuitiivisesti, ettd kaikki siniset
laatat ovat muuttujaa z tulkitsevien laattojen vasemmalla
puolella. Téssé laattamallissa siniset reunat ovat vain reu-
nojen 4 ja 5 vasemmalla puolella. Tdma tarkoittaa, ettd s;
ja so toteuttavat kaavan, mutta sq ei toteuta kaavaa. Tar-
kemmin sanottuna so(2/y) toteuttaa B(x):n, muttei kaa-
vaay < x ja titen sy ei toteuta annettua kaavaa. Toisaalta
jos s1(a/y) toteuttaa B(y):n niin silloin a = 2 taia = 3
jolloin s1(a/y) toteuttaa myds kaavan a < x. Tdmén ta-
kia s; toteuttaa annetun kaavan. Sama paéttelyd voidaan
kayttdd tulkintafunktioon ss. Loppujen lopuksi s; ja so
toteuttaa annetun kaavan, mutta sy ei. O

Tehtava 186 Anna kussakin tapauksessa unaarinen
struktuuri ja tulkintafunktio joka toteuttaa annetun
kaavan.

1. JzPy(x) ANVz—P(z)

2. =(FzPy(x) V VP (x))
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3. Vo (Py(z) = (Pi(z) V Pa(x)))
Ratkaisu:

3. Va(Po(x) — (Pi(z) V Pa(x))): Kaava tarkoit-
taa intuitiivisesti, ettd kaikki Py:n alkiot ovat joko

1. 3xPy(x) AVax—P(x): Kaava tarkoittaa intuitiivises-

ti, ettd Py ei ole tyhjd joukko, mutta P; on. Anta-
kaamme esimerkiksi M = {0,1,2,3,4,5}, P =
3,4,5, PM = (), s(x) = 0. Nyt s toteuttaa kaa-
van 3z Py(x) eli 3 € Py, s myos toteuttaa kaavan
Va— Py (x) koska kaikille @ € M niin s(a/x) toteut-
taa kaavan —P; () eli a ¢ P{M. Titen s toteuttaa
kaavan 32 Py (z) A VP (z).

P

. 2(3xPy(z) V Vz—Py(x)): Inuitiivisesti kaava tar-
koittaa, ettd P, ei ole ei tyhji joukko tai, ettd P; eiole
tyhjd. Mallissamme pitéisi tdten olla sekd Py tyhja
ettd Py ei-tyhjd. Esimerkiksi, M = {0, 1,2, 3,4, 5},
PM = 0, PM = {3,4,5}, s(xr) = 0. Nyt s
ei toteuta kaavaa Va— Py (x) koska s(3/z) toteuttaa
Pi(z) eli 3 € PM. s ei myoskiin toteuta kaavaa
JxPy(z) koska kaikille a € M s(a/z) ei toteuta
kaavaa Py(r) koska a ¢ Pg"!. Titen s ei toteuta kaa-
vaa JxPy(z) V Va— P (x). Titen s toteuttaa kaavan
—(3xPy(z) vV VP (z)).

Py

joukossa P; tai joukossa P». Esimerkiksi, M =
{0,1,2,3,4,5}, PM = {3,4}, PM = {1,3},
PM = {4,5} ja s(z) = 0. Ottakaamme mielival-
tainen a joukossa M ja ndyttikddmme, ettd s(a/x)
toteuttaa Py(x) — (Py(x)V Py(x)). Siis olettakaam-
me, ettd s(a/x) toteuttaa Py(x):n eli, ettd a kuuluu
joukkoon PgM. Silloin @ = 3 tai @ = 4. Ensimmii-
sessi tapauksessa a kuuluu joukkoon P{™. Toisessa
tapauksessa a kuuluu joukkoon Ps*'. Molemmissa
tapauksissa s(a/x) toteuttaa kaavan P (x) V P(z).
Olemme niyttineet, ettd s(a/x) toteuttaa kaavan
Py(z) = (P1(x)V Py(x)) kaikille alkioille a joukos-
sa M. Siis s toteuttaa kaavan Vz(FPy(x) — (Py(z) V

Py(x))).

’
)

2.6.9 Tehtivit

Tehtéiva 187 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Vy(Py(x) — Pyi(y)) seuraavassa unaarisessa struktuu-
rissa?

S0
S1
S92

o Q08

o oo

L O O
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Tehtiva 188 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Py(z) V Yx(Py(z) V Pi(x)) seuraavassa unaarisessa

struktuurissa?
x|y |2
so|lcl|lc|a
S1 a a e
solelel|b
g d
[ ] [ ]

Tehtéivi 189 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Py (y) ANVa(Py(z) — Pi(x)) seuraavassa unaarisessa

struktuurissa?

S0
S1
52

o Q08

o 2 0O

L O O
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Tehtava 190 Mitkd tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
Jy(zEy N yEz) seuraavassa verkossa?

T |y |z

S0 121615

S1 1 1 3

s | 1|62
2

1 3
\ //
S —— 4
Tehtéivi 191 Mitka tulkintafunktiot toteuttavat kaavan
JxFy(—x = y A By A\ yEz) seuraavassa verkossa?

x|y |z

so | 1|51

sp | 1|12

S92 1 2 4
2

1/ 3
4
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Tehtivi 192 Anna unaarinen struktuuri M ja tulkinta-
funktio joka toteuttaa lauseen

Va(Po(x) V =P (z) V Py(x))

muttei lausetta

HT(P()(JZ) A —\Pl(.li) A PQ(Z‘))
Joukossa M.

Tehtéivi 193 Anna kussakin tapauksessa laattamalli joka
toteuttaa annetun kaavan:

1. 3zR(x) ANVx—B(x)
2. =(FzR(z) ANVax—-B(x))
3. Va(B(z) = Jy(R(y) ANy < x))

Tehtiva 194 Anna kussakin tapauksessa laattamalli joka
toteuttaa annetun kaavan:

1. =Vx(B(z) — Jy(R(y) Ny < x))

2. 2(FzFy(B(z) ANY (y) Az < y) V JzTy(B(x) A
Y(y) Ay <))

2.7 Validisuus
2.7.1 Johdanto

Nyt kun olemme oppineet predikaattilogiikan peruska-
sitteet, voimme siirtyd logiikan ydinalueeseen. Voimme
kiyttdd oppimiamme késitteitd, kun analysoimme miksi
jotkut paatelmaét vaikuttavat tosilta ja toiset eivit.

Miksi me vahvasti uskomme, ettd lause “Jotkut pdivit
ovat sateisia” seuraa lauseesta “Jotkut pdivit ovat satei-
sia ja tuulisia”, ilman, ettd otamme huomioon mitd “péi-
vd”, “sateisia” ja “tuulisia” tarkoittavat? Ja miksi uskom-
me niin vahvasti, ettd lause “Jotkut pdivit ovat sateisia” ei
seuraa lauseesta “Jotkut piivit ovat sateisia tai tuulisia”?
Se mistd nyt keskustellemme, ovat looginen validiteetti ja
seuraus.

Predikaattilogiikan kaava aakkostolle L on validi jos
kaikki tulkintafunktiot ja mallit aakkostolle L toteuttavat
sen. Kaava, joka on validi ilmaisee loogisen totuuden, jo-
ka on aina tosi, oli sitten predikaatti— ja vakio—symbolejen
merkitys miki tahansa.
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Esimerkki 2.16 Tdssd on joitakin esimerkkejd kaavoista
Jjotka ovat valideja. Kussakin tapauksessa todistus on hy-
vin helppo. Pitdd vain ottaa mielivaltainen malli ja mie-
livaltainen tulkintafunktio ja ndyttdd, ettd tulkintafunktio
toteuttaa mallissa kaavan.

Tautologiat, eli kaavat jotka ovat muodoltaan tautolo-
gioita, vaikka ne eivdt ole propositiolauseita, ovat valide-

ja.
e (AVB) & (BVA)
o AV-A
e ~(AVB) ¢ (AA-B)
e (AAB) ¢ (~AV -B)
o (A= B) & (AV B)
o VaPy(z)V —VaPy(z)

Tdssd on joitakin yhtdloitd koskevia valideja kaavoja:

e (z=yANy=2z2)—oz=z
Valideja kvanttorikaavoja:

o VaP,(z) = Pu(y)
e P.(y) = JxP,(x)

o VP, (z) = YyP,(y)

2.7.2 Looginen seuraus

Olettakaamme, ettd A ja B ovat predikaattilogiikan kaa-
voja aakkostossa L. Sanomme, ettd B on looginen seu-
raus A:lle, jos kaikissa malleissa kaikki tulkintafunktiot,
jotka toteuttavat A:n, toteuttavat myos B:n. Yhtipitivis-
ti, A — B on validi. Huomaa: On todistettu, etti ei ole
mitdén mekaanista tapaa ratkaista looginen seuraussuhde.
Pitia, siis olla mielikuvitusta!
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2.7.3 Ekvivalenssi

Olettakaamme taas, ettd A ja B ovat predikaattilogiikan
kaavoja aakkostossa L. Sanomme, ettid A ja B ovat (loo-
gisesti) ekvivalentteja jos ne ovat loogisia seurauksia toi-
sistaan. Yhtipitdvisti, A <> B on validi.

Tissd on yksinkertainen taulukko ekvivalensseista:

Kaava Ekvivalentti kaava
—-JdzA VoA

-Vz A dr—-A

V(AN B) | YxAAVxB
Jx(AV B) | 3zAV IzB
JxdyA Jy3az A

VaVy A VyVa A

2.7.4 Ratkotut tehtivit

Tehtdva 195 Ndaytd, ettii lause Jx A V FxB on looginen
seuraus kaavasta 3x(AV B).

Ratkaisu: Olettakaamme, ettd M on struktuuri ja s on
tulkintafunktio siten, ettd s toteuttaa kaavan Jz(A V B)
mallissa M. On olemassa a joukossa M siten, ettd s(a/x)
toteuttaa kaavan A V B mallissa M. Titen s(a/x) toteut-
taa A:n tai B:n mallissa M. Jos s(a/z) toteuttaa A:n mal-
lissa M niin silloin s toteuttaa kaavan 3z A ja titen myos
kaavan 3zA V JxB mallissa M. Toisaalta jos s(a/x)
toteuttaa B:n mallissa M niin silloin s toteuttaa kaavan
Jx B ja titen my0s kaavan 3z A V 3x B mallissa M. O

Tehtivi 196 Niytd, ettii lause Yx(A A B) on looginen
seuraus kaavasta Vx A \VxB.

Ratkaisu: Olettakaamme, ettd M on struktuuri ja s on
tulkintafunktio siten, etti s toteuttaa kaavan Vx A A VB
mallissa M. Jotta voimme todistaa, etti s toteuttaa kaa-
van Vz(A A B) mallissa M, antakaamme a:n olla mie-
livaltainen alkio joukossa M. Koska s toteuttaa kaavan
VzA A VaB, niin s(a/x) toteuttaa sekd A:n ettdi B
mallissa M. Olemme nidyttineet, ettd s toteuttaa kaavan
Vz(AA B)in M. O

Tehtiivi 197 Niytd, ettii kaava 3x(Po(x) A Py(z)) ei ole
looginen seuraus kaavasta 3z Py(x) A Jz Py ().
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Ratkaisu: Nyt meiddn taytyy keksid malli ja tulkin-
tafunktio. Periaatteessa timi voisi olla hyvinkin vaikea
haaste. Meididn onneksemme téssid tapauksessa malli ja
tulkintafunktio ovat hyvin helppoja 16ytdd. Kannattaa
yleensd kokeilla ensin joitain hyvin yksinkertaisia malle-
ja. Joko ne toimivat tai sitten ne opastavat meitd suuntaan
josta saatamme 10ytdad paremman mallin.

Olettakaamme, ettd M on struktuuri siten, ettd M =
{0,1}, PM = {0} ja P = {1}. Antakaamme s:n ol-
la miki tahansa tulkintafunktio. Tdten s toteuttaa kaavan
Jx Py(x) AJx Py (x) mallissa M, mutta s ei toteuta kaavaa
Jz(Py(x) A Pi(x)) mallissa M. O

Tehtiva 198 Ny, ettii kaava ¥V Py (x)VVa Py (x) ei ole
looginen seuraus kaavasta Vx(Po(x) V Py (z)).

Ratkaisu: Olettakaamme, ettid M on struktuuri siten, et-
ti M = {0,1}, PM = {0} ja PM = {1}. Antakaam-
me s olla miki tahansa tulkintafunktio. T#ll6in s toteuttaa
kaavan Vz(Py(x) V Py (x)) mallissa M, mutta s ei toteuta
kaavaa Vo Py(z) V Va Py (z) mallissa M. O

Tehtava 199 Ndytd, etti jos tautologian propositiosym-
bolit korvataan predikaattilogiikan kaavoilla, niin saa-
daan validi kaava.

Ratkaisu: Taméa on melko pitké todistus induktiolla pro-
positiolauseiden rakenteen suhteen.

Jos A on propositiolause, niin antakaamme A’:n olla
sama lause, jossa jokainen propositiosymboli p; on vaih-
dettu predikaattilogiikan kaavaan B; tdhin tapaan:

e (poVp1) =BoyV Bi.
e (p2 A=p1)' = By A By
e (po — (p1 = p2))’ = Bo = (B1 — By).

Olettakaamme, ettd M on struktuuri ja s on tulkinta-
funktio. Antakaamme v:n olla totuusjakauma siten, ettid
v(p;) on 1 tai O riippuen siité toteuttaako s kaavan B; mal-
lissa M vai ei.

Nyt voimme formuloida annetun tehtdvén tarkasti:

Viite: v(A) = 1 jos ja vain jos s toteuttaa A’:n mallissa

M.

Huomaa, ettd kun viite on todistettu, niin jos A on tau-
tologia niin A’ on validi.



2.8. VAPAA JA SIDOTTU MUUTTUIJA

Voimme kiyttdd induktiota A:n rakenteen (tai symbo-
lien médrian) suhteen.

Tapaus 1: A on pelkki p;. Viite on tosi valitsemamme
v:n vuoksi.

Tapaus 2: A ei ole propositiosymboli.

Teemme Induktio-oletuksen: Viite pitee kaikille A:n
alikaavoille eli kaavoille jotka ovat A:ta lyhyempié.

Tapaus 2.1: A on B V C, jolloin A’ on B’ vV C’. Nyt
v(A") = 1joss v(B') = 1 tai v(C") = 1. Induktio-
oletuksen nojalla timi on yhtépitdvad sen kanssa, ettd s
toteuttaa B’:n tai C":n, joka taas on yhtipitivii sen kans-
sa, ettd s toteuttaa A’:n.

Tapaus 2.2: A on B A C, jolloin A’ on B’ A C'. Nyt
v(A’) = 1joss v(B') = 1jav(C’) = 1. Induktio-
oletuksen nojalla tdmi on yhtépitivaa sen kanssa, ettd s
toteuttaa B’:n ja C':n, joka taas on yhtépitéivéid sen kans-
sa, ettd s toteuttaa A’:m.

Tapaus 2.3: A on =B, jolloin A’ on —=B’. Nyt v(A’) =
1 joss v(B’) = 0. Induktio-oletuksen nojalla timi on yh-
tdpitivid sen kanssa, etti s ei toteuta B’:a, joka taas on
yhtipitdvii sen kanssa, ettd s toteuttaa A’:n.

Tapaus 2.4: A on B — C, jolloin A" on B" — (.
Nyt v(A’") = 1 joss v(B’) = 0 tai v(C’) = 1. Induktio-
oletuksen nojalla timé on yhtépitdvad sen kanssa, ettd s ei
toteuta B’:a tai s toteuttaa C’:n, joka taas on yhtéipitivii
sen kanssa, etti s toteuttaa A’:n.

Tapaus 2.5: A on B < C, jolloin A’ on B’ + C'.
Nyt v(A4") = 1 joss v(B’") = v(C"). Induktio-oletuksen
nojalla tdm# on yhtipitdvdd sen kanssa, ettd s toteuttaa
B’:n joss se myos toteuttaa C’:n, joka taas on yhtipitivid
sen kanssa, ettd s toteuttaa A’

O

2.7.5 Tehtaviit

Tehtéivi 200 Ndaytd, ettd
1. 3x3yA on ekvivalentti kaavan Jy3x A kanssa.
2. YaxVyA on ekvivalentti kaavan YyNx A kanssa.
Tehtéivi 201 Ndaytd, ettdi
1. —~3x A on ekvivalentti kaavan Vx—A kanssa.

2. =Yz A on ekvivalentti kaavan 3x—A kanssa.
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Tehtdva 202 Naytd, ettd VydzA on looginen seuraus
kaavasta AxVyA.

Tehtivi 203 Ndyzd, et JxVyR(x,y) ja YyJxR(z,y)
eivdt ole ekvivalentteja.

Tehtivi 204 Niytd, etti JxVyR(x,y) ja VaIyR(z,y)
eivdt ole ekvivalentteja.

2.8 Vapaa ja sidottu muuttuja

2.8.1 Vapaa ja sidottu

Jos katsomme predikaattilogiikan muuttujia huolellisesti
huomamme, ettd niilld on aina yksi kahdesta roolista.

Kaavan Jz(zEy) sisilto on, ettd y:11d on naapuri. T4-
mi on y:n ominaisuus ja saattaa olla joko tosi tai epito-
si riippuen siitd mikd y on. Eli y:n rooli on se, ettd y on
solmu jota tutkimme ja olemme “vapaita” valitsemaan y:n
arvon. Tietenkin pitd4d muistaa, ettd riippuen arvosta jonka
valitsemme y:1le kaava saattaa olla tosi tai epitosi, mutta
olemme silti vapaita valitsemaan y:n arvon.

Muuttujan x tehtivi kaavassa Jx(xz E'y) taas on “sitoa”
kvanttori Jz ja kaava x F'y yhteen. Oikeastaan ei ole mi-
tddn vilid mikid arvo x:114 on alunperin silld kvanttori pyr-
kii etsimddn uuden arvon kuitenkin.

2.8.2 Esiintymé

Jokainen muuttujan  muotoa 3z B tai Yz B oleva esiin-
tymé kaavassa on nimeltién sidottu esiintymd. Esiintymiit
jotka eivit ole sidottuja ovat vapaita. Alla sidotut esiinty-
mit ovat laatikoitu, ja vapaat esiintymét ovat lihavoitu:

Jr(xEy AVz(2Ey — z = z))

= |(=]By AV 2]([2]Ey = [2]=[=z])

Jz(xEy A Jy(—yFEx))

Jz|(z]Ey Ay |(Hy]Ez])
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2.8.3 Tulkintafunktiot ja vapaat muuntajat

Toteuttaako tulkintafunktio s kaavan mallissa vai ei, riip-
puu vain ja ainoastaan sitd mink& arvon s antaa vapaille
muuntajille kaavassa.

Syy tidhén on se, ettd kvanttorit muuttavat arvon, jonka
tulkintafunktio antaa sidotuille muuntajille, joka tapauk-
sessa. Kun muodostamme modifioidun tulkintafunktion
s(a/x), ei ole mitddn vilid mikéd s(a) ennen oli.

Esimerkiksi, toteuttaako tulkintafunktio s lauseen
Jx(xFEy A Jy(—yEx)) vai ei riipu yksinomaan s(y):std,
ei s(x):sti.

2.8.4 Lauseet

Joillakin kaavoilla ei ole yhtdéin vapaata muuttujaa. Niitd
kutsutaan lauseiksi. Lauseilla on totuusarvo, joka on riip-
pumaton mistéin tulkintafunktiosta. Eli lauseet ilmaisevat
joitain mallin omia ominaisuuksia ei ennalta pédtettyjen
alkioiden ominaisuuksia.

o Vydx(zEy A Jz(—zEx A -z = x)) on lause joka
sanoo verkosta, ettd jokaisella solmulla on naapuri
ei-naapurin kanssa.

2.8.5 Totuus

Vihdoin padsemme logiikan peruskdsitteeseen, eli totuu-
den késitteeseen. Fysiikka, kemia, geologia, biologia yms.
kaikki puhuvat totuudesta, mutta mikd on erikoista logii-
kassa on se, ettd voimme maéritelld mité totuus tarkoittaa.

Midéritelmé 2.17 Lause A on totta mallissa M, jos jot-
kin (tai kaikki) totuusfunktiot toteuttavat sen. Tamd mer-
kitddn:

ME A

Muuten lause A on epatosi mallissa M. Jos lause A on
tosi mallissa M, niin M on nimeltddn A:n malli.

Huomaa, ettd totuus midritellddn kéyttden apukisitettd
toteutuvus. Eli ensisijainen késite on, ettéd tulkintafunktio
s toteuttaa kaavan A mallissa M, symbolein M = A, ja
toissijainen kdsite on, ettid lause on tosi mallissa M, sym-
bolein M = A. Kvanttorien takia emme voi yksin omaan
kayttdd totuuden késitettd. Tarvitsemme myos toteutuvai-
suuden kisitteen.
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2.8.6 Ratkotut tehtiviit

Tehtiava 205 Pdidittele ovatko seuraavan kaavan muuttu-
Jien esiintymdt vapaita vai sidottuja.

Fz(Py(z) A Pi(y)).

Ratkaisu: Esiintymit jotka ovat laatikoissa ovat sidottu-
ja, kun taas lihavoidut esiintymét ovat vapaita:

Az )(Po([z]) A Pi(y))-
O

Tehtiiva 206 Pdcittele ovatko seuraavan kaavan muuttu-
Jien esiintymdit vapaita vai sidottuja.

Va(R(z,z) — S(z, 2))

Ratkaisu: Esiintymit jotka ovat laatikoissa ovat sidottu-
ja, kun taas lihavoidut esiintymét ovat vapaita:

x|(R(z}2) = 5[z} 2)

O

Tehtiavi 207 Mitkd seuraavista kaavoista ovat lauseita?
1. VyJz(z < y)
2. Py(c) V Py(d)
3. VyFz(z <yVzoz=c)
4. Vydz(z <y)Vz=c

Ratkaisu: Kolme ensimmadistd. Viimeisessd kaavassa
muuttujalla  on kaksi sidottua esiintyméi ja yksi vapaa
esiintyma. O

2.8.7 Tehtivit

Tehtava 208 Pdcditd ovatko seuraavan kaavan muuttujien
esiintymdt vapaita vai sidottuja.

1. Va(Py(z) — Pi(y))
2. Va(zEy V yEx)
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Kuva 2.4: Kaavan midrittelemd joukko

3. Va(Vy(zEy) VVz(yEz))
Tehtéava 209 Mitkd seuraavista kaavoista ovat lauseita?
1. Py(x)
2. Ve Py(x)
3. YaPy(y)
4. Vy(Fz(z < y) VIz(y < x))
5 Vy(Fz(z <y)Vy < x)

Tehtiva 210 Olettakaamme, etti A on kaava ja M on
struktuuri. Néytd, etti jos s ja s' ovat tulkintafunktioi-
ta jotka saavat saman arvon jokaisella muuttujalla joka
esiintyy vapaana kaavassa A, niin silloin s toteuttaa A:n
mallissa M jos ja vain jos s' toteuttaa A:n mallissa M.

2.9 Miiriteltavyys

2.9.1 Kaavan méirittelemi joukko

Kuten totuuden kisite, niin my6s méiriteltavyyden kisite
kuuluu logiikan keskeiseen kisitteistoon. Syy miksi meil-
14 on kaavoja ylipddnséd on, koska haluamme mééritelld
asioita. Eli katsokaamme miti méiriteltivyys tarkoittaa.

Olettakaamme, etti A:lla on vain x vapaana muuttuja-
na. Joukko P jonka A mididrittelee mallissa M on niiden
alkioiden a joukko joille jokin (ekvivalentisti jokainen) s
siten, ettd s(x) = a toteuttaa A:n.

Py(x):n midrittelemi joukko yksipaikkaisessa mallis-
sa (katso Kuva ilmenee tummenettuna alueena seu-
raavassa kuvassa (katso Kuva[2.6).

Kuva 2.5: Yksipaikkaisen mallin méériteltavyys

Kuva 2.6: Py(z):n médrittelemi joukko.
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a=s(x)

Kuva 2.7: Kaavan méérittelemi relaatio

Kuva 2.8: Kaavan méérittelemi relaatio

2.9.2 Binéirinen relaatio kaavan maéritte-

leméanéa

Olettakaamme ettdi A on kaava jossa vain x ja y ovat
vapaita muuttujia. Bindérinen relaatio R jonka kaava A
miidirittelee mallissa M on sellaisten parien (a,b) jouk-
ko, ettd jokin tulkintafunktio s jolla a = s(z) jab = s(y)
toteuttaa A:n (katso Kuva[2.7).

Kuva 28] niyttii kaavan x > ¢ A y < ¢ médrittelemin
binrisen relaation mallissa M = (R, <,0), ¢M = 0.

2.9.3 Miiriteltivien joukkojen ominai-
suuksia

Jos M:n osajoukot P ja P’ ovat méiriteltdvid, niin sil-
loin myds P U P/, PN P’ ja M — P ovat miériteltivi.
Joukkoperhettd, jolla on timi ominaisuus kutsutaan Boo-
len algebraksi.

Tistd voimme jatkaa. Jos binddriset relaatiot R ja R’
ovat médriteltivid mallissa M, niin silloin myds R U R/,
RNR' ja M — R ovat méériteltidvid. Témi on myos Boolen
algebra.

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

2.9.4 Projektioita

Ensimmadinen projektio bindirisestd relaatiosta R mallissa
M on niiden alkioiden a joukko, joille a Rb pitee jollekin
b:n arvolle M:ssi (katso Kuva[2.9).

Toinen projektio bindérisesti relaatiosta R mallissa M
on niiden alkioiden b joukko, joille a Rb pitee jollekin a:n
arvolle M :ssi (katso Kuva[2.9).

Ensimmdinen ja toinen projektio binéirisesti relaatios-
ta ovat médriteltdvid joukkoja.

Todistus: Olettakaamme ettd R on médritelty kaavalla
A mallissa M. Ensimméinen projektio on mééritelty kaa-
valla Jy A, ja toinen projektio taas kaavalla Jx A.

Miksi? Olettakaamme ettd a on ensimmaiisessi projek-
tiossa. Silloin on olemassa b siten, etti aRb. Koska A
maédrittelee R:n, niin on olemassa tulkintafunktio s siten,
ettd s(x) = a, s(y) = b ja s toteuttaa A:n mallissa M.
Erityisesti, s(b/y)(= s) toteuttaa JyA:n mallissa M ja
s(b/y)(z) = a. Siis a on JyA:n médritteleméssi jouk-
kossa.

Jatkakaamme nyt tétd ajattelumallia. Jos @ on JyA:n
madritteleméssd joukossa, niin silloin a = §/(z) jollekin
s’ joka toteuttaa Jy A:n mallissa M. Siis on olemassa jo-
kin b siten, ettd s’(b/y) toteuttaa A:n mallissa M. Siis
(s"(b/y)(x), s (b/y)(y))(= (a,b)) kuuluu R:dén ja olem-
me ndyttineet, ettd ¢ on R:n ensimmdiisessi projektiossa.

2.9.5 Ratkotut tehtaviit

Tehtévi 211 Ndytdi joukko jonka kaava Py (x) mdidiritte-
lee Kuvan 23 mallissa.

Ratkaisu: Kaava P;(x) méirittelee niiden alkioiden jou-
kon, jotka kuuluvat joukkoon P;*. Toisin sanoen, kaava
Py (z) médrittelee joukon P{M (Kuval2.10).

a

Tehtévi 212 Ndytdi joukko jonka kaava Py(x) V Py (x)
mdicirittelee Kuvan[2.3 mallissa.

Ratkaisu: Kaava Py(z) V P;(z) méirittelee niiden al-
kioiden joukon jotka kuuluvat joukkoon P3™ tai joukkoon
PM. Toisin sanoen, kaava Py(x) V P; () médrittelee jou-
kon PM U PM (Kuval2.11).

|
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Second
projection

b

a
First projection

Kuva 2.9: Relaation ensimmadinen ja toinen projektio.

Kuva 2.10: Kaavan P, () madrittelemi joukko. Kuva 2.12: Kaavan Py(z) A Py (x) méirittelemé joukko.

Tehtivi 213 Nyt joukko jonka kaava Py(z) A Pi(x)
mdicrittelee Kuvan[2.3 mallissa.

Ratkaisu: Kaava Py(x) A Pi(x) méirittelee niiden al-
kioiden joukon, jotka kuuluvat joukkoon Pg*! ja joukkoon
PM. Toisin sanoen, kaava Py(x) A Py (z) médrittelee jou-
kon PM N PM (Kuva.

O

Tehtiéivi 214 Néyti joukko jonka kaava Py(x) — Pi(x)
mdicirittelee Kuvan[2.3 mallissa.

Ratkaisu: Kaava Py(xz) — Pj(x) midrittelee niiden al-
kioiden joukon jotka joko eivit kuulu joukkoon P! tai
kuuluvat joukkoon P{™. Toisin sanoen, kaava Py(z) —

Kuva 2.11: Kaavan Py(x) V P;(x) médrittelemé joukko.
b(z) v i) ! Py (z) médrittelee joukon (M \ P) u PM.
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P pM

0O

Tehtéivi 215 Kuvaile reaalilukujen jirjestetty struktuuri
kun nolla on mukana vakiona.

Ratkaisu: M = (R, <,0) on seuraava struktuuri: Sen
aakkosto on { Ro, ¢} missi Ry on bindirinen relaatio sym-
boli ja ¢ on vakio symboli. R)* = {(a,b) : a < b},
¢M = 0. Huomaa, etti koska meidin aakkostossamme on
vain yksi vakio symboli voimme vain puhua yhdesti re-
aaliluvusta, nollasta. Muita reaalilukuja voidaaan késitel-
la kdyttden kvanttoreita, mutta ainoa asia mitd voimme sa-
noa niistd on ovatko ne negatiivisia vai positiivisia. Joten
tama struktuuri antaa todella huonon kuvan reaaliluvuista,
mutta se on hyoddyllinen yksinkertaisuutensa takia.

0

I —

O

Tehtéivi 216 Kuvaile reaalilukujen jirjestetty struktuuri
kun nolla ja yksi ovat mukana vakioina.

Ratkaisu: M = (R, <,0,1) on seuraava rakenne: Sen
aakkosto on { Ry, ¢, d} on bindirinen relaatio symboli ja
¢, d ovat vakio symboleja. R)' = {(a,b) : a < b}, M =
0jad™ = 1. Tama struktuuri on huomattavasti rikkaampi
kuin pelkkd (R, <, 0).

0 1

—_——
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|

Tehtivi 217 Ndyti joukko, jonka seuraava kaava mid-
rittelee struktuurissa M = (R,<,0,1), cM = 0 ja
dM=1.

1. z<c

2.c<x N <d

3.d<zx

4 r<cVd<zxz

Ratkaisu: Madritelty joukko on jokaisessa kuvassa ontto.

1. z <0:

0 1

———

2. 0<axNnxe<1:

0 1

—_—

3.1<x:

0 1

—_————

4. r<0VI1<a:

0 1

————

d

Tehtava 218 Ndytd binddrinen relaatio jonka kaava ¢ <
x mddrittelee struktuurissa M = (R, <,0), M = 0.
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Ratkaisu: Huomaa, ettd etsimme bindiristd relaatiota.
Tam4i saattaa vaikuttaa hieman oudolta, koska kaavassa
¢ < x on vain yksi muuttuja, mutta voimme ajatella, ettd
kaava ei tee mitidin vaatimuksia muuttujalle y. Ikéd4n kuin
kaava olisi seuraavassa muodossa c < z Ay = y.

O

Tehtiiva 219 Etsi binddrinen relaatio, jonka kaava y <
¢ mddrittelee struktuurissa M = (R, <,0), c™ = 0 ja
aM =1

Ratkaisu:

O

Tehtéivi 220 Etzsi binddrinen relaatio, jonka kaava ¢ <
x Ay = d mddirittelee struktuurissa M = (R, <,0,1),
cM=0jad" =1

Ratkaisu:
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Kuva 2.13: Médriteltivyys struktuurissa (R, <, 0, 1).

O

Tehtéivi 221 Etsi binddrinen relaatio, jonka kaava x <
eV y = d mddrittelee struktuurissa M = (R, <,0,1),
M =0jadM =1

Ratkaisu:

2.9.6 Tehtiviit

Tehtiva 222 Niytd joukko, jonka kaava Py(xz) A—Py(x)
mdicrittelee Kuvan[2.3 unaaristruktuurissa.

Tehtiva 223 Niytd joukko, jonka kaava Py(x) < Py(x)
mdicdrittelee Kuvan 2.3 unaaristruktuurissa.

Tehtiva 224 Piirrd binddrinen relaatio jonka kaava x >
dV y < ¢ mddrittelee struktuurissa M = (R, <,0,1),
M = 0ja d™ =1 (Katso Kuva .
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Tehtéivi 225 Piirrd binddrinen relaatio, jonka kaava
r < d — x = y midrittelee struktuurissa M = (R, <

,0,1), M = 0ja d™ = 1 (Katso Kuva.

2.10 Termeit ja sijoitukset
2.10.1 Termit

Vakioita {c,d,...} ja muuttujia {z,y, z, ...} kutsutaan
termeiksi. Termien ominaisuus on, ettd niilld on jokin arvo
jos médrittelemme mallin ja tulkintafunktion. Logiikassa
lauseilla on totuusarvo joko 1 tai 0, mutta termeilld voi
olla miki tahansa mallin alkio arvonaan.

Termin ¢t arvo mallissa M tulkintafunktiolla s, merki-
tidn ™ (s), on médritelty seuraavasti:

e Jos t on vakio c, niin silloin +*(s) on cM.

e Jos t on muuttuja , niin silloin +™(s) on s(z).

Jos meilli olisi funktiosymboleita kuten +, — ja -, niin
meilld olisi lisdd termejd: x +y, -y, (z +y) - (x — ),
(x - x) - x, jne. Voisimme kirjoittaa polynomeja.

2.10.2 Sidotun muuttujan muuttaminen

Tiettyjen rajojen sisilld sidottu muuttuja voidaan muuttaa
toiseen ilman, ettd lauseen merkitys muuttuu. Esimerkik-
si: jos vaihdat z:n z:aan lauseessa VrRo(x,y), lauseen
merkitys ei muutu koska seuraavat ovat ekvivalentteja:

M lzs VxRo(:my)
M =5 VzRo(2,9)

Molemmat tarkoittavat
{a€M:(a,s(y) e RM}=M

eikd sen enempdd z:114 kuin z:llakaan ole tdssd mitdén
roolia.
Téamd on kuin algebrassa, molemmat seuraavista

lausekkeista:
5
>
i=1

5
>
j=1
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tarkoittavat samaa kuin:
ay +ao+as+ayg +as.

Mutta pitdd olla varovainen, kun muuttaa sidottua
muuttujaa. Jos muuttaa z:n y:hyn lauseessa Vz Ro(x, y),
merkitys muuttuu. Seuraavat eivit ole endd ekvivalentte-
ja:

M =5 Ve Ry(z,y)
M =5 VyRo(y, y)

Ensin mainittu tarkoittaa:
{a€M:(a,s(y) € Ry} = M,
kun taas jalkimméinen tarkoittaa
{a € M : (a,a) € RY'Y = M.

Titd voisi verrata algebran seuraaviin lausekkeisiin:

5
E Qg k
i=1

5
E ak k-
k=1

Ensin mainittu tarkoittaa:

a1,k + G2k + a3 + a4k + a5k
ja jalkimmdiinen taas tarkoittaa:

a1,1 +a22+ags+asgq+as;s.

Yleinen sdint6 on seuraava: Kun sidottu muuttuja muu-
tetaan toiseksi, niin minkdidn vapaan muuttujan ei pitéi-
si vaihtua sidotuksi, ja uusi sidottu muuttuja ei saa olla
konfliktissa minkdin vanhan sidotun muuttujan kanssa,
kuten tulisi kidyméin, jos lauseessa VaVyR(x,y) sidottu
muuttuja y muutettaisiin muuttujaksi x. Tistd saataisiin
lause VaVyR(z, ).

Helpoin tapa noudattaa sddntod on seuraava: Jos sidottu
muuttuja muutetaan kokonaan uudeksi muuttujaksi, niin
se ei voi olla konfliktissa minkdén muun muuttujan kanssa
ja se ei voi tehdd mistddn vapaasta muuttujasta sidottua.
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2.10.3 Kiisite vapaa muuttujalle

Perehdymme nyt syvemmaille kysymykseen, milloin
voimme vaihtaa yhden muuttujan kaavassa toiseen muut-
tujaan. Kun tarkastelemme yksinkertaisia lyhyitd kaavo-
ja, tdima paatos on aika helppo ja voidaan yleensa paitella
maalaisjdrjelld. Mutta haluamme tarkan méiiritelmén jon-
ka voimme ohjelmoida tietokoneeseen. Loppujen lopuk-
si kaavojen manipulointi tietokoneella on nyky&édn hyvin
yleistd, varsinkin logiikan teollisissa sovelluksissa.
Madérittelemme seuraavan apukisitteen:

Mairitelmé 2.18 Muuttuja x on vapaa muuttujalle y
kaavassa A, jos mikddn y:n vapaa esiintymd A:ssa ei
muutu x:n sidottuksi esiintymdksi kun y korvataan x:1ld
kaavassa A.

Esimerkiksi, = on vapaa muuttajalle y kaavas-
sa VzRo(z,y). Tédmin sijoituksen jilkeen kaava on
VzRo(z,x). Toisaalta z ei ole vapaa muuttajalle y kaa-
vassa Vz Ry (xz,y). Tdmin sijoituksen jilkeen kaava olisi
VxRy(z, ), joka ei vastaa alkuperdisti kaavaa.

Kisite muuttujasta, joka on vapaa jollekin toiselle
muuttujalle, voidaan mééritelld tarkemmin induktiivises-
ti, mutta sivuutamme timén méairitelman.

Vakio on aina vapaa muuttujalle missid tahansa kaavas-
sa. Tdmén syy on siind, ettd jos vakio korvaa muuttujan
niin korvauksesta ei voi tulla yhtddn uutta sidotun muut-
tuja esiintymaii, koska vakio ei ole muuttuja ylipadnsi.

2.10.4 Sijoitus

Sijoitus on yleinen piirre matematiikassa. Jos meilld on
polynomi P(x) = x? + 3x + 1, voimme sijoittaa joitain
x:n arvoja kaavaan ja tutkia arvoja joita polynomi saa, esi-
merkiksi P(0) =1, P(1) =5,P(-1) = —1.

Samankaltaisesti, jos meilld on kaava A jossa on muut-
tuja y jolla on vapaita esiintymi# A:ssa, niin intuitiivisesti
A sanoo jotain y:std jokaisessa mallissa. Joillekin y:n ar-
voille A on tosi, riippuen tietenkin siitd esiintyyko A:ssa
joitain muita vapaita muuttujia, ja joillekin toisille se on
epdtosi. Jos sijoitamme vakion ¢ y:n vapaisiin esiintymiin,
niin kaava A:n arvo sanoo jotain vakiosta c. Jos taas sijoi-
tamme jonkin aivan uuden muuttujan w entisen muuttujan
y:n sijalle, niin kaava sanoo jotain w:std ja sen arvosta, ei
y:sté.
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Tarkemmin, A(¢/y) on kaava joka on saatu A:sta si-
joittamalla termi ¢ jokaiseen y:n vapaaseen esiintymiin
A:ssa. Emme kéytd titd merintdtapaa ellemme tiedd, ettd
t on vapaa muuttujalle y kaavassa A.

LA | A(z/y) |
0 R
Jz(zEy) Jz(zEx)
Jz(Ro(z,y) — | F2(Ro(z,z) —
VaRy(z, 2)) VR (z, 2))
J2(Ro(z,y) — | (ei sallittu)
VzRi(z,y))

Sijoittamisen tirkein ominaisuus on:

Lemma 2.19 (Sijoituslemma) Jos x on vapaa muuttu-
jalle y A:ssa, niin silloin seuraavat ovat yhtdpitdivid:

L M Esary) A
22 M |:s(a/x) A(.’E/y)

Téami sijoituslemma on helppo todistaa induktiolla,
mutta se sivutetaan.

2.10.5 Valideja kvanttifioituja kaavoja

On olemassa kaksi validia peruskaavaa jotka liittyviit
kvanttoreihin. Ensimmaéinen on

VyA — A(t/y),

aina kun ¢ on vapaa muuttujalle y A:ssa.

Mutta miksi tdmé on validi? Olettakaamme, ettd M
on malli ja s on tulkintafunktio. Olettakaamme my®s,
ettid s toteuttaa kaavan VyA mallissa M. Antakaamme
a = tM{s). Tillsin s(a/y) toteuttaa A:n mallissa M. Si-
joituslemman nojalla s toteuttaa lauseen A(¢/y) mallissa
M.

Toinen on

A(t/y) — JyA,

aina kun ¢ on vapaa muuttujalle y A:ssa.
Mutta miksi tdimi on validi? Olettakaamme taas, et-
td M on malli ja s on tulkintafunktio. Olettakaamme



96

myds, ettid s toteuttaa A(t/y):n mallissa M. Olettakaam-
me a = t™(s). Sijoituslemman nojalla s(a/y) toteuttaa
A:n mallissa M. Siis s toteuttaa 3y A:n mallissa M.

Kumpikaan kaava ei ole validi jos ¢ ei ole vapaa muut-
tujalle y A:ssa.

2.10.6 Ratkotut tehtivit

Tehtéivi 226 Mitkd annetuista termeistd ovat vapaita
muuttujalle y kaavassa 3x(Py(x) A Py(y))?

1 x

2. ¢

3.y

4. z

Ratkaisu:

termi  vapaa muuttujalle y?
T ei
c kylla O
Y kylla
z kylla

Tehtéivi 227 Mitkd annetuista termeistd ovat vapaita
muuttujalle z kaavassa Yx(R(x, z) = S(x, 2))?

1y

2. ¢

3.z

4. z

Ratkaisu:

termi  vapaa muuttujalle z?
Y kylla
c kylla
T ei
z kylla
O

Tehtéivi 228 Mitkd annetuista muuttujista voidaan vaih-
taa sidotun muuttujan x:n kanssa kaavassa 3x(Py(z) A

Pi(y)):
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1. z
2.y
3. x
Ratkaisu:
termi  voidaanko vaihtaa? lopputulos
z kylld 32(Po(2) A Pi(y))
y ei Fy(Po(y) A Pa(y))
x kylld Jx(Po(z) A Pi(y))
O

Tehtéavi 229 Mitkd annetuista muuttujista voidaan vaih-
taa sidotun muuttujan x kanssa kaavassa Vr(R(x,z) —

S(z,2)):

1. z
2.y
3. x
Ratkaisu:
termi  voidaanko vaihtaa? lopputulos
z ei Vz(R(z,2) = S(z,2))
y kylld Vy(R(y,z) = S(y, 2))
x kylld Vo (R(x, z) = S(x, 2))
O

Tehtava 230 Ndytd, ettd implikaatiot
VyA — A(t/y),
ja
A(t/y) — FyA,

eivdt ole valideja jos ehto “t on vapaa muuttujalle y mal-
lissa A” poistetaan.

Ratkaisu: Olkoon M alla oleva verkko ja olkoon s mie-
livaltainen tulkintafunktio. Silloin M =, Vy3xz(zFEy),
mutta ei ole totta, ettdi M =4 Jx(xFz). Tosiaan, x ei ole
vapaa muuttujalle y kaavassa Jx(xEy). Toinen viite on

samankaltainen.
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2.10.7 Tehtivit

Tehtivi 231 Mitkd annetuista termeistd ovat vapaita
muuttujalle x seuraavassa kaavassa?

3z Ro(y, ) A Pi(y)

wohN I~
o

Yy
4. z

Tehtéivi 232 Mitkd annetuista muuttujista voidaan vaih-
taa sidotun muuttujan x:n kanssa seuraavassa kaavassa?

JxRo(x, 2) A JyRy(z,y)
1. z
2.y
3.z

Tehtéivi 233 Todista tamd erikoistapaus Sijoituslemmas-
ta (ilman, ettd kdytdt Sijoituslemmaa itseddn): Oletta-
kaamme, ettii A on kaava Vz(Ro(y, z) — Po(z)) ja, ettii
termi t on muuttuja x. Silloin seuraavat are ekvivalentte-
Jja, riippumatta siitd mitd M ja s ovat:

1. M =5 A(t/y)
2. M Ey(a/y) A where a = tM(s).

Tehtiivi 234 Todista Sijoituslemma.

2.11 Luonnollinen pééttely

Propositiologiikassa luonnollinen péittely oli tapa vetda
johtopdétoksid tilanteessa jossa totuustaulut olisivat lii-
an monimutkaisia. Toisaalta, luonnollinen piittely mat-
kii arkikielen péatelmidamme. Kun siirrymme predikaatti-
logiikkaan, totuustaulumenetelma ei ole ylipddtddn enda
mahdollinen. Totuustaulujen sijaan meidén taytyy kiyttda
malleja. Koska mallit voivat olla dérettomid ja hyvin mo-
nimutkaisia ei ole mitdin mekaanista tapaa kidydd kaik-
ki mallit ldpi. Tdman takia validiteetti on predikaattilogii-
kassa ratkeamaton ongelma eli ei ole mitdin totuustaulu-
menetelmin kaltaista mekaanista tapaa tarkistaa lauseen
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validiteetti. Tamén takia luonnollinen padttely on vield
tarkedmpéa predikaattilogiikassa kuin propositiologiikas-
sa.

2.11.1 Mité luonnollinen piittely on predi-
kaattilogiikassa?

Luonnollinen piittely predikaattilogiikassa on samankal-
taista kuin luonnollinen pidttely propositiologiikassa. Eri-
tyisesti, konnektiivejen sddnnot ovat aivan samat, mutta
meilld on uusia sdint6jd kvanttoreita varten.

2.11.2 Universaalikvanttorin sdannot

Universaalikvanttorin tuonti- ja eliminointisddnnot ovat
seuraavat:

V-Eliminointisddnto: Termin ¢ on oltava vapaa muuttujalle
x A:ssa:

VoA VE
At/x)

V-Tuontisddnto: x ei saa esiintyd vapaana muuttujana mis-
sddn hylkdamittomissi oletuksessa A:n johdossa:

A
m vT

Perustelu V-eliminointisdidnnolle on seuraava: intuitii-
vinen merkitys lauseelle Vz A on, ettd jokainen alkio (mal-
lin) universumissa toteuttaa A:n kun sitd kdytetddn x:n
arvona. Siis olipa ¢:n arvo miké tahansa, niin sen pitéi-
si toteuttaa A. Tarkemmin, jos M =, Vz A, niin silloin
mille tahansa a:lle M:std, M |=g(4/2) A, varsinkin jos
a = t*{s). Sijoituslemman nojalla M |=, A(t/x).

Perustelu V-tuontisdénolle on seuraava: Tiedimme A:n
ja tyypillisessd tilanteessa x ilmenee vapaana A:ssa, jol-
loin A kertoo jotakin z:std. Toisaalta, emme ole tehneet
mitdin oletusta x:std koska x ei ole vapaa missdin oletuk-
sessamme. Siis = on tdysin mielivaltainen ja voi olla miti
tahansa. Siis olemme oikeassa kun piittelemme Vz A.

Tarkemmin, meilld on paéttely A:sta. Intuitiivisesti (td-
ma tarvitsee todistuksen) miké tahansa tulkintafunktio s
joka toteuttaa A:n paittelyssi tehdyt oletukset myds to-
teuttaa A:n. Yritimme todistaa, etti miki tahansa tulkin-
tafunktio joka toteuttaa A:n piittelyssi tehdyt oletukset
toteuttaa myos Va A:n. Jotta voimme todistaa tdmin, ole-
tamme, ettd M on malli ja s toteuttaa A:n péittelyssd
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tehdyt oletukset. T#lloin a:sta riippumatta myos s(a/x)
toteuttaa samat oletukset, koska x ei ole vapaa muuttuja
niissd (tdmd tarvitsee lyhyen todistuksen, mutta ohitam-
me sen). Niin ollen s toteuttaa Vo A:n.

2.11.3 Esimerkki paittelysti
Katsokaamme seuraavaa arkikielen paittelyi:

Jos jokainen miljonédri on iloinen tai kiireeton,
niin jokainen kiireinen miljonéiri on iloinen.

Syy miksi ajattelemme ettd tdimé on validi pidttely on
seuraava: Olkoon z kiireinen miljoniéri. Oletuksen mu-
kaan x on iloinen tai kiireeton. Mutta oletamme, ettd x on
kiireinen. Eli z:n tiytyy olla iloinen.

Predikaattilogiikan kielessi tdmé on:

Jos Va(Py(z) — (Pi(z) V —Py(z))),
niin Vz ((Py(z) A Pa(x)) — Py(x)).

Voimme epdmuodollisesta osoittaa saman predikaatti-
logiikassa:

Otetaan z ja oletetaan FPo(x) A Po(x). Yritim-
me johtaa Pj(z):m, olettamalla, Py(x) — (Pi(z) V
—Py(x)):n.Tastd ja Pp(x):std saamme Py (x) V —Pa(x).
Oletus on P, (z), joten P (x). Koska = on mielivaltainen,
saamme Vz(FPy(x) — (Pi(x) V = Pa(x))). Tamd mieles-
sdamme, voimme rakentaa oikean luonnollisen péaittelyn

(katso Kuva[2.14).

2.11.4 Ratkotut tehtiviit

Tehtivi 235 Kaavan VzRo(z,y) pdidttely kaavasta
VaRo(z,y).

Ratkaisu: Huomaa, ettd alla nakyvissd pédttelyssd z on
vapaa muuttujalle = kaavassa Ry (z, y) ja, etté z ei esiinny
vapaana kaavassa Vz Ry (z, y).

v:L'RO (ZL’, y)

Ro(z,y)

VaRo(z,y)

O

Tehtivi 236 Kaavan VyVa(Ro(z,y)V Ri(y, z)) pddtte-
ly kaavasta ¥ax¥y(Ro(z,y) V R1(y, 2)).
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Ratkaisu: Alla kahdessa ensimmaéisessi askeleessa kayt-
tden V-Eliminointisdintod. Voimme havaita, ettd x on ai-
na vapaa muuttujalle x ja, ettd y on aina vapaa muut-
tujalle y. Seuraavassa kahdessa askeleessa kdytetddn V-
Tuontisddntod. Voimme havaita, ettd muuttujat = ja y eivit
esiinny vapaina oletuksessa VaVy(Ro(x,y) V R1(y, 2)).

VaVy(Ro(z,y) V Ri(y, 2))
Vy(Ro(z,y) V Ri(y, 2))
Ro(z,y) V Ri(y, 2)
Va(Ro(z,y) V Ri(y, 2))
VyvVa(Ro(z,y) V Ri(y, 2))

0O

Tehtivi 237 Kaavan VzP(x)
VaPy(x) ja Ve (Po(z) — Pi(x)).

pddttely  kaavoista

Ratkaisu: Alla olevassa paittelyssid on tiarkedd muistaa,
ettd x on aina vapaa muuttujalle = ja, ettd = ei esiinny
vapaana oletuksissa Vo Py(x) ja Vo (Po(z) — Pi(z)).

Vo Po(x) Va(Po(x) — Pi(x))
P()(SU) P()(.’E) — Pl(.’E)
)
Vo P (x)

2.11.5 Tehtavit

Tehtava 238 Anna luonnollinen pddittely lauseelle “Jos
Jjokainen on vdsynyt ja iloinen niin jokainen on vdisynyt ja
Jjokainen on iloinen.”

Tehtivi 239 Pidttele kaava YxRo(x,x) kaavasta
VaVyRo(z, y).
Tehtiva 240 Pddttele kaava —NVxPy(x) kaavasta

V- Py(x).
Tehtava 241 Onko tamd korrekti pddittely:

vaO (.17, y)
RO (Za y)
VyRo(z,y)
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[Po(x) A Po(x)]

P )
[Po A Pa(z)] Va(Po(z) = (Pi(z) V —Pa(z))) Py(z) A =P (z) .
Po(z) Py(z) = (Pi(z) vV ~P2())) ~hi(z)
Pi(z) V P (x) [P ()] Py () VE
D (1’) —T
(Po(z) A Pa(z)) — () vt

Va((Po(z) A Po(x)) = Pi(2)))

Kuva 2.14: Esimerkki.

Tehtéivi 242 Onko timd korrekti pddittely:

VaPy(x) VaPy(x)
Po(z) Pi(y)
Po(z) A Pi(y)
Va(Po(z) A Pi(y))
VyVa(Po(z) A Pi(y))

2.12 Lisaa luonnollista paattelya

Olemme oppineet universaalikvanttorin sddnnot. Nyt
opimme eksistenssikvanttorin sdinnot, predikaattilogii-
kan luonnollisen péittelyn viimeiset sadnnot.

2.12.1 Eksistenssikvanttorin sidnnot
Eksistenssikvanttorin tuonti- ja eliminointisddnnot ovat:

3-Eliminointisdidntd: z ei saa esiintyd vapaana B:ssi tai
B:n johdossa tehdyissd hylkddméttomissd oletuksissa,
paitsi ehkd A:ssa.

4]

dz A Ba

B E

3-Tuontisddnto: Termin ¢ pitdd olla vapaa muuttujalle x
A:ssa:

.

Miettikddmme nididen sddntdjen perusteluita. -
eliminointisddnnon peruste on seuraava: 3z A:n intuitiivi-
nen merkitys on, ettd jokin alkio a (mallin) universumissa
toteuttaa A:n, kun sitd kiytetddn z:n arvona. Toisaalta
voimme johtaa B:n joka ei liity z:44n mitenkéén, oletuk-
sesta A. Eli, B on totta, riippumatta z:n arvosta, kuhan A
on tosi. Tieddmme, ettd A on tosi, kun x on yhti kuin a,
joten B on tosi.

Ottakaamme hyvin arkipdivdinen esimerkki: Oletetaan,
ettd joku tykkédd jazzista ja pitdkddmme faktana, ettéd kaik-
ki jotka tykkddvit jazzista tykkddvit musiikista. Jazzis-
ta tykkddvd henkilé on nyt . Kun yhdistimme tdmin
oletuksella, ettd kaikki jotka tykkddvit jazzista tykkddvat
musiikista, voimme péatelld ettd « tykkdd musiikista. Eli
on joku joka tykk#dd musiikista.

Kaikki
T jotka tykkadvit
tykkaa jazzista
jazzista tykkadvat musiikista

Joku

tykkad foﬁﬁaa

jazzista yikaa
musiikista

Joku tykkdd musiikista

Tarkemmin, olettakaamme, etti s toteuttaa JzA:n ja
my0s oletukset jotka tehtiin kun johdettiin B A:sta. Voim-
me nyt osoittaa, ettd s toteuttaa myos B:n. On olemassa a
siten, ettd s(a/x) toteuttaa A:n. Niin ollen s(a/x) toteut-
taa kaikki oletukset jotka tehtiin kun B johdettiin A:sta.
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Niin ollen s(a/x) toteuttaa B:n. Muista, ettd x ei ole va-
paa B:ssi. Eli koska s(a/x) toteuttaa B:n, niin myds s
toteuttaa B:n.

J-Tuontisddnnén peruste on seuraava: Tiedimme
A(t/x)m. Eli tiedimme, ettd ainakin yksi 2:n arvo toteut-
taa A:n, nimittdin termi ¢. Joten on perusteltua patelld
JzA.

Tarkemmin, jos M =5 A(t/z), niin silloin sijoitus-
lemman nojalla, M =;(4/2) A kun a = tM(s). Erityi-
sesti, M =, JzA.

Ilman rajoitusta 3-eliminointisdénnossd saisimme seu-
raavan vidrdn paittelyn:

JxPy(z) [Po(z)]
Py(x)

VaPy(x)

JE
vT

Talla vadrdlla paittelylld sellaiset epdloogiset lauseet,
kuten: “Jos jotkut laatat ovat punaisia, niin kaikki laatat
ovat punaisia”, olisivat loogisesti valideja.

Toisaalta ilman rajoitusta 3-tuontisddnnossd saisimme
seuraavan vadrin paittelyn:

Va-Py(z,x)
——— 37
FVax—-Py(z, x)

Talla vadralla padttelyllda saisimme aivan vadrid tulok-
sia kuten: “Jos mikédédn solmu ei ole itsensd naapuri niin
joillain solmuilla ei ole naapureita.”

2.12.2 Ratkotut tehtiviit

Tehtivi 243 Pdcttelemme kaavan xRy (x,y) kaavasta
3zRo(z,9).

Ratkaisu:
JzRo(x,y) FzRo(z,y) .
E
ElZRO(Zay)
O

Tehtivi 244 Kaavan Jy3x(Ro(z,y) V R1(y, 2)) pddtte-
ly kaavasta ¥a¥y(Ro(z,y) V R1(y, 2)).
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Ratkaisu: Seuraavassa piittelyssd voimme havaita, ettid
2 on aina vapaa muuttujalle x ja, ettd y on aina vapaa
muuttujalle y:

VaVy(Ro(z,y) V Ri(y, 2))
Vy(Ro(z,y) V Ri(y, 2))
Ro(z,y) V Ri(y, 2)
Fz(Ro(z,y) V R1(y, 2))
JyFz(Ro(z,y) V R1(y, 2))

Tehtava 245 Todista, ettd jos joku on kaikkien kaveri niin
kaikilla on kaveri.

Ratkaisu: Syy miksi viite pétee on seuraava: Ottakaam-
me z ja olettakaamme, ettd se on kaikkien kaveri. Otta-
kaamme joku y. Oletuksen nojalla = on y:n kaveri. Titen
y:114 on kaveri, nimittdin x.

Nyt meiddn tiytyy kirjoittaa tdiméa luonnolliseen pait-
telyyn. Toisin sanoen meiddn tidytyy johtaa kaava
Yy3zRo(x,y) kaavasta JaVyRo(z, y).

[VyRo(z,y)]
Ro(z,y)
3z Ro(z,y)
JaVyRo(z,y) Vy3zRo(z,y)
Vy3axRo(x,y)

2.12.3 Tehtavit

Tehtiva 246 Todista seuraava lause kdayttden luonnollis-
ta pddittelyd: Jos joku on iloinen miljonddri niin joku on
iloinen.

Tehtava 247 Todista kdyttden luonnollista pddittelyd
kaava
VaIyRo(z,y) AVaIyRi(z,y)

kaavasta
Vo3y(Ro(x,y) A Ri(z,y)).
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Tehtéivi 248 Todista seuraava kaava kdyttden luonnol-
lista pddittelyd:

JaVyRo(z,y) V VaIy—Ro(x, y).

Tehtéivi 249 Todista seuraava kaava kdyttden luonnol-
lista pddittelyd:

VaIyRo(z,y) V Iz—IyRo(z, y).

Tehtéivi 250 Todista seuraava kaava kdyttden luonnol-
lista pddittelyd:

VaIy(Ro(x, y)AR1(y, z)) = Yudv(Ro(u, v)VR; (v, u)).

Tehtivi 251 Todista seuraava hdmmdstyttavd lause
kayttden luonnolista pddttelyd: On olemassa henkilo si-
ten, ettd jos kyseinen henkilo on humalassa niin kaikki
ovat humalassa. Vihje: Lause joka pitdd todistaa on:

Jz(Po(x) = YaPo(x)).

2.13 Luonnollinen péiittely — Ker-
taus

Voimme nyt koota kaikki tuonti- ja eliminointisddnnét,
mitd olemme oppineet konnektiiveista ja kvanttoreista,
yhteen tauluun, katso Kuva|2.1

2.13.1 Ratkotut tehtavit
Tehtava 252 Johda kaava Vx—A kaavasta —3x A.

Ratkaisu: Idea: Olettakaamme, ettd ei pidd paikkansa,
ettd on joitain x jotka toteuttavat A:n. Joten A kertoo jo-
tain ristiriitaista muuttujasta « kuten, ettd = on pieni ja iso,
punainen ja ei punainen tai jotain muuta vastaavaa.

No miten voimme todistaa, ettd muuttuja z:n kaikki ar-
vot toteuttavat kaavan —A. Otamme mielivaltaisen x:n ja
todistamme —A:n kdyttimilld —-Tuontisdantod. Eli ole-
tamme A:n ja johdamme siit4 ristiriidan.

Loppu on helppoa. A:sta seuraa dx A 3-Tuontisddnnon
nojalla. Ja nyt timi on ristiriidassa oletuksen -3z A kans-
sa.
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o

—dzA dzA ?\TT

dz AN Iz A

- -4 !
ey

1) x on vapaa muuttujalle x.
2) Muuttuja x ei esiinny vapaana kaavassa —3z A joka
on ainoa hylkddméton oletus —A:n johdossa. O

Tehtéivi 253 Kaytd edellistd ratkottua tehtdivdd johtaak-
sesi Ax A lauseesta ~Vr—A.

Ratkaisu: Idea: Olettakaamme, etti ei ole totta, ettd jo-
kainen z ei toteuta A:ta. Joten ei ole totta, ettd A kertoo
jotain niin ristiriitaista muuttujasta x, ettd se ei koskaan
toteuta A:ta.

Miten voimme todistaa, ettd jokin x toteuttaa lauseen
A? Meidin toytyy vetdd jokin x “hihasta”. Emme voi joh-
taa sitd suoraan joten joudumme johtamaan sen epédsuo-
rasti. Oletamme lauseen —3x A ja johdamme siiti ristirii-
dan.

Kéaytimme edellistd Ratkottua tehtdvdd. Siind ndy-
timme miten voimme johtaa lauseen Vz—A lauseesta
—JxA. Tdmi on ristiriidassa olettamamme lauseen kans-
sa: =Vx—A. Olemme valmiita!

[-3zA]

-Vz—=A Va-A T
Vo—A N -Vz—-A o
——drA
drA

-

2.13.2 Tehtiviit

Tehtéivi 254 (a) Onko tdmd korrekti pddttely:

V.’I}RQ(LIJ, y)
RO(Z7 y)
VyRo(z,y)
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Konnektiivi Tuonti Eliminointi
A B . A/\BAE AAB/\E
Konjunktio ANB A B
4] (B
A, B_ . AvVB C C
Disjunktio AV B AV B C
4]
B, A-B A
Implikaatio A— B B
4] (B
B_A . AoB A . AoB B
Ekvivalenssi A< B B A
A
BA-B _ —A
Negaatio -A A
A Yz A
Universaalikvanttori vzd " A(t/x) e
x ei saa olla vapaa missdin
A:n johtamisessa tehdyssé oletuksessa | ¢:n pitdd olla vapaa muuttujalle = A:ssa
A
Attfa) A B
Eksistenssikvanttori JzA B

t:n pitid olla vapaa muuttujalle = A:ssa

x ei saa olla vapaa B:ssd tai missidin
B:n johtaessa tehdyssi oletuksessa

Kuva 2.15: Luonnollisen paéttelyn sddnnot.
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(b) Onko tima korrekti pddittely:

Ve Po(x) Va Py (x)
Py(x) Py (z)
Py(z) A Pi(y)
Va(Po(z) A Pi(y))
Vyva(Po(z) A Pi(y))

Tehtivi 255 Johda  lause  —VxPy(x)  lauseesta
Ve—Py(x).
Tehtdva 256 Anna luonnollinen  pddttely  lauseelle

VP (x) lauseista Vx Py (x) ja Yx(—Pi(x) — —Py(z)).

Tehtéivi 257 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

=(VaPy(x) A Fz—Py(x)).

Tehtéivi 258 Kayti luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

VyIr=Ro(z,y) — Fr3y—Ro(z,y).

Tehtéivi 259 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

VaVy(Ro(x,y) A Ri(z,y)) — VeRo(z, ).

Tehtéivi 260 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

Vavy(Ro(w,y) A ~Ri(z,y)) = 3aVy—Ri(z,y).

Tehtéivi 261 Kayti luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

Fz(Fz—(Ro(x,x) V Ry (z,x)) — Jy—Ro(z,y)).

Tehtéiva 262 Kdytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

Va-Py(x) — -3z Py (z).

Tehtéivi 263 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

Jx—Py(x) — Ve FPo(x).
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Tehtéivi 264 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

VaVyRo(z,y) = JaVyRo(z,y).

Tehtéivi 265 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

VaVyRo(z,y) — 3x3yRo(,y).

Tehtéivi 266 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

VaVyRo(x,y) — YyVaRo(x, y).

Tehtéivi 267 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

3xIy Ry (z,y) — JrIy(Ro(z,y) — Ri(z,y)).

Tehtidva 268 Kyt luonnollista pddittelyd todistaaksesi
seuraava lause:

Jx3y—Ro(x,y) — Iz3y(Ro(x,y) — Ri(z,y)).

Tehtivi 269 Kdytd luonnollista pddittelyd todistaaksesi
seuraava lause:

VaVyRy(x,y) — VaVy(Ro(w,y) — Ri(z,y)).

Tehtéivi 270 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

—(Fz—Py(z) AVzPy(x)).

Tehtéivi 271 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

=(=FzPy(x) A ~Vz-Py(x)).

Tehtéivi 272 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

—Jx-Po(x) V ~VaPy(x).

Tehtéivi 273 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

FxPy(x) V Va—Py(x).

Tehtéivi 274 Kaytd luonnollista pddttelyd todistaaksesi
seuraava lause:

—VaVyRo(x,y) VVeRy(z, x).

Tehtidva 275 Kyt luonnollista pddittelyd todistaaksesi
seuraava lause:

-3z Ro(z,z) V JzIyRo(x, y).
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2.14 Eheys

Luonnollisen péittelyn sddannét eivit ole mielivaltaisia,
vaan ne on valittu tarkasti siten, ettd ne parhaiten kuvastai-
sivat padtostentekoprosessia jota kdytdmme joka péivé ar-
kikielessd ja tieteessd. Kvanttorien sddannot taas ovat juuri
sellaiset kuin ne ovat, koska ndin me kidytamme kvantto-
reita — ndin me ymmairrdamme ne. Tamin nékee jo pelkis-
tddn katsomalla nditd sddntdjd. Mutta tdimi voidaan myos
todistaa ja tétd todistusta kutsutaan Eheyslauseeksi.

Mutta miten me voimme mitenkédin todistaa, ettd luon-
nollisen piittelyn sddnnot matkivat meidin arkikieltdm-
me? Se on todellakin mahdollista ainakin jollakin tark-
kuustasolla ja tama tarkkuus tulee kisitteestd “kaavaan to-
teutus mallissa”. Voimme todistaa seuraavan: kaikki mi-
td voimme johtaa kaavasta A kdyttdmilld luonnollisen
paittelyn sddntojd on jokaisessa mallissa jokaisen tulkin-
tafunktion toteutettama kunhan tdmi tulkintafunktio to-
teuttaa A:n kyseisessd mallissa. Eli jos toteutuksen kisit-
teemme M =, A oikein heijastaa ideamme totuudesta,
niin silloin Eheyslause ndyttdd, ettd luonnollisen pidtte-
lyn sd@dnnot johtavat totuuteen ja ovat titen “eheitd”.

Eheyslauseen padkiyttd on kuitenkin osoittaa, ettd joi-
takin lauseita on mahdotonta todistaa. Ottakaamme yk-
sinkertainen esimerkki: On intuitiivisesti selvii, ettd em-
me voi johtaa lausetta Va: Py(x) lauseesta 3z Py(x). Mut-
ta ongelma piilee siini, kun tdmai pitiisi todistaa aukot-
tomasti. Kun meilld on Eheyslause kdytettivinid, meidin
tdyttyy vain rakentaa malli missd 3z Py () on tosi, mutta
VaPy(x) on epitosi. Tama riittdd.

2.14.1 Eheys

Luonnollisen péittelyn eheys predikaattilogiikassa tar-
koittaa, ettd péittelyt kunnioittavat totuutta seuraavalla ta-
valla: Jos A voidaan johtaa oletuksista By, ..., B, ja tul-
kintafunktio s toteuttaa kaavat By, ..., B, mallissa M,
niin silloin s my0s toteuttaa A:n mallissa M. Se, ettd
A voidaan johtaa By, ..., By :sti, tarkoittaa luonnollisen
pdittelyn olemassa oloa jossa By, ..., B, on oletuksena
ja A on johtop#itds. Joten meididn pitdd katsoa kaikkia
vastaavia paittelyji. Paittelyt koostuvat pienistd askelista
jotka ovat sddntojd: konnektiivien ja kvanttoreiden sdin-
tojd. Ideana on, ettd ndytdmme, ettd totuus — tai pikem-
minkin toteutus tulkintafunktion kautta jossain mallissa —
sdilyy jokaisessa askeleessa. Totuus — tai toteutus — ikdin,
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kuin “virtaa” oletuksista askel kerrallaan kunnes se péityy
paittelyyn. Téméa on aivan sama asia, kuin induktiivinen
todistus aritmetiikassa. Jos tiedimme, etti f(0) on parilli-
nen ja niytimme, ettd jos f(n) on parillinen niin kaikilla
n arvoilla f(n+ 1) on my6s parillinen, niin tiedimme, et-
td f(100) on parillinen, koska voimme ajatella ettd f(0)
on parillinen ja siitd piitelld askel kerrallaan, ettd f(100)
on myos parillinen.

Siis todistamme viitteen: Jos A voidaan luonnolli-
sesti johtaa By, ..., By,:std ja tulkintafunktio s toteuttaa
By, ..., B,:n mallissa M, niin silloin s my0s toteuttaa
A:n mallissa M.

Todistus on “induktiotodistus™ luonnollisen paéttelyn
rakenteen suhteen. Péittely koostuu askelista jotka ovat
luonnollisen péittelyn eri sdéintojen kayttod. Aloitamme
yksinkertaisista piittelyistd ja pdddymme lopulta moni-
mutkaisempiin paittelyihin. Kdymme kaikki sddnnot lapi
ja oletamme, ettd s toteuttaa sadntdjen oletukset mallis-
sa M, ja osoitamme, ettd se toteuttaa myos johtop#aatok-
sen. Monet askeleet ovat tiysin triviaaleja, mutta timén ei
pitdisi estdd meitd. Tdmén todistustavan ideana on kaik-
kien pienten askelten yhteinen vaikutus. Yksittédiset aske-
leet saattavat olla triviaaleja, mutta lopullinen paittely ei
ole.

Lyhimmaissd mahdollisessa péittelyssd on joitain ole-
tettuja kaavoja By, ..., B, joista yksi, B;, on johtopaé-
tos. Viite, ettd miki tahansa tulkintafunktio s joka toteut-
taa oletukset By, ..., B, myos toteuttaa johtopditoksen
B;, on automaattisesti totta.

Tarkastelemme nyt péittelyd jossa on oletukset
By, ..., B, jateemme Induktio-oletuksen: Kaikki pienem-
mit paittelyt toteuttavat vditteen, totuusjakauma s jo-
ka toteuttaa paittelyn oletukset toteuttaa myos johtopaa-
toksen. Mitd “pienemmaét” péittelyt tarkoittaa? Luotam-
me siihen intuitiiviseen méadritelméén, ettd pienemmaissi
paittelyssd on vihemmén sddntojé.

2.14.2 Konjunktio

A-Tuontisdanto:
A B
T — AT
AnB "

Olettakaamme ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa
oletukset By, ..., B, mallissa M. Oletamme, ettd M =
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Aja,etti M =, B. Niytdimme, ettdi M =, AA B. Mutta
tdma on triviaalia!

A-Eliminointisdanto:

A/\BAE ANB
A B

ANE

Olettakaamme ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa
oletukset By, . . ., B;,, mallissa M. Oletamme, ettd M =
AAB. Néytdimme, ettd M ¢ Aja M =, B. Mutta timd
on triviaalia!

2.14.3 Disjunktio

V-Tuontisdanto:

A B
Ave " AvB "

Olettakaamme ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa
oletukset By, . . ., B;,, mallissa M. Oletamme, ettd M =
A. Néytimme, etti M =, AV B. Mutta timé on trivi-
aalia. Myos jos oletamme, ettd M =5 B, niin triviaalisti
ME; AV B.

V-Eliminointisdinto:
4] [B]
AvB C _C

C E

Olettakaamme, ettd s on tulkintafunktio joka toteut-
taa oletukset Bq,..., B, mallissa M. Oletamme, etti
M =5 AV B. Induktio-oletuksen nojalla C::n johto A:sta
ja C:n johto B:std ovat eheitd, eli jos s’ on jokin tul-
kintafunktio joka toteuttaa oletukset By, ..., B,, mallis-
sa M, ja lisiksi M =, A, niin silloin M =, C, ja jos
M =y B, niin silloin M =y C oli s’ miki tahansa.
Eli ndytimme M =, C. Mutta oletuksesta M =, AV B
seuraa M =, Atai M =, B. Kummassakin tapauksessa
me tieddmme, ettd M =, C piitee.

2.14.4 Implikaatio

—-Eliminointisdanto:

A— B A
—_— Y —

B E
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Olettakaamme, ettd s on tulkintafunktio joka toteut-
taa oletukset B, ..., B, mallissa M. Olettakaamme, et-
ti M Es A — BjaM s A On niytettdvd, ettd
M |=s B. Tdmi on triviaalia!

—-Tuontisdanto:
A

B
i3 "

Olettakaamme, ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa
oletukset By, ..., B,, mallissa M. Induktio-oletuksen no-
jalla B:n johto A:sta on ehei eli jos s’ on tulkintafunktio
joka toteuttaa oletukset By, ..., B, mallissa M:n, ja li-
sikksi M =g A, niin silloin M =, B, oli s’ miki tahan-
sa. Todistamme, ettd M =, A — B. Tapaus : M =, A

ei pide. Selvé! Tapaus 2: M =, A. Oletuksestamme seu-
raa, etti M =, B. Slis M =, A — B.

2.14.5 Ekvivalenssi

Jatamme viitteen muotoilun ja todistamisen harjoitusteh-
tavaksi.

2.14.6 Negaatio

—-Tuontisdanto:

4]

Bacs .,

Olettakaamme, ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa
oletukset B, ..., B, mallissa M. Induktio-oletuksen no-
jalla B A —B:n péiittely A:sta on ehei eli jos s’ toteuttaa
oletukset By, ..., B, mallissa M, ja lisiksi jos M =
A, niin silloin M =g B A -B. Mutta M =y B A B
ei voi koskaan pited. Joten M = A on epitosi. Eli
M 5 —A on tosi. Huomaa, etti timi ei tarkoita ettd
M =, A kaikille s arvoille vain, ettd M (=, A niille s
arvoille jotka toteuttaa oletukset By, . .., B, mallissa M.

—-Eliminointisdinto:
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Oletamme, ettd s tulkintafunktio joka toteuttaa ole-
tukset By, ..., B, mallissa M. Oletamme, etti M =
——A. Ndytimme, ettd M =4 A. Selvi!

2.14.7 Kvanttorit

V-Eliminointisdéntd: Termin ¢ pitdd olla vapaa muuttujal-
le =z mallissa A:
Yz A
VE
A(t/)

Oletetaan, ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa ole-
tukset Bi,..., B, mallissa M. Oletetaan my®os, ettd
M s VzA. Tillsin mille tahansa mallin M a:lle
M |Eg(az) A pitee, varsinkin jos a = tM(s). Sijoi-
tuslemman nojalla M =5 A(t/x).

V-Tuontisddntd: Muuttuja x ei saa esiintyd vapaana mis-
sddn A:n péittelyssid tehdyssi oletuksessa.

A
m vT

Olettakaamme, ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa
oletukset B, ..., B, mallissa M. Olettakaamme my®os,
ettd s toteuttaa kaikki hylkddmittomét oletukset jotka teh-
tiin A:ta johtaessa. Nyt kaikilla a¢ mallissa M, modifioi-
tu tulkintafunktio s(a/x) toteuttaa nuo oletukset koska x
ei ole vapaa niissd (tdmd tarvitsee yksinkertaisen todis-
tuksen, mutta se sivutetaan). Induktio-oletuksen nojalla,
s(a/x) toteuttaa A:n. Koska a oli mielivaltainen, s toteut-
taa myos Vz A:n.

3-Eliminointisdanté: Muuttuja x ei saa esiintyd vapaana
B:ssé tai missdédn oletuksessa joka tehtiin kun B:td joh-
dettiin, paitsi ehkd A:ssa.

4]

dz A Ba

B E

Oletetaan, ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa ole-
tukset B, ..., B, mallissa M. Oletetaan my0s, ettd s to-
teuttaa JzA:n ja tilapdiset oletukset joita tehtiin kun B
johdettiin A:sta. Viitimme, ettd s:n tdytyy toteuttaa myos
B. On olemassa a siten, ettd s(a/x) toteuttaa A:n. Téten
s(a/x) toteuttaa kaikki oletukset jotka tehtiin kun B joh-
dettiin A:sta. Induktio-oletuksen nojalla s(a/x) toteuttaa
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B:n. Muista, etti x ei ole vapaana B:ssi. Eli koska s(a/x)
toteuttaa B:n, niin my0s s toteuttaa B:n.

3-Tuontisddntd: Termin ¢ pitdd olla vapaa muuttujalle x
mallissa A:
At
(t/2)
Jx A

Oletetaan, ettd s on tulkintafunktio joka toteuttaa ole-
tukset By, ..., B, mallissa M. Jos M =, A(t/z) niin
sijoituslemman nojalla M |=,(,/,) A kun a = tM(s).
Erityisesti kun M =, 3z A.

2.14.8 Eheyslause

Lause 2.20 Jos predikaattilogiikan kaavalla on luonnol-
linen pddittely niin se on validi. Jos predikaattilogiikan
kaavalla A:lla on luonnollinen pddittely oletuksista joi-
ta tulkintafunktio s toteuttaa mallissa M, niin silloin

M, A.

2.14.9 Soveltaminen

Voimme nayttdd, ettd kaavaa B ei voi luonnollisesti paa-
telld kaavasta A, esittimilld tulkintafunktion s ja mallin
M siten ettd M =, A pitee mutta M |=; B ei péde. Esi-
merkiksi, jotta voimme néyttéi, ettd kaava JyVaRo(x,y)
ei ole johdettavissa kaavasta Vx3yRo(z,y), annamme
M = {0,1,2,...} ja R} = {(m,n) : m < n}, jol-
loin M = Va3yRo(z,y) ja M = FyVeRy(z, y).

2.14.10 Ratkotut tehtaviit

Tehtava 276 Todista, ettdi lauseesta “jokaisella solmulla
on naapuri joka on jokaisen toisen solmun naapuri” ei
voida johtaa lausetta “jokainen solmu on jokaisen toisen
solmun naapuri”.

Ratkaisu: Oletus on VzIy(xEy AVz(—y = z — yEz))
ja johtopiitos on VyVz(—y = z — yFEz). Nyt meididn
tdytyy todistaa, ettd lauseelle VyVz(—y = z — yEz)) ei
ole olemassa luonnollista péittelyd lauseesta VaJy (x EyA
Vz(—y = z — yFEz)). Antakaamme G:n olla seuraava
verkko. On helppo néyttis, ettd oletus pitee verkossa G,
mutta johtopditds ei pade.
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Tehtiva 277 Olettakaamme, ettd jokainen punainen
laatta on jokaisen sinisen laatan vasemmalla puolella.
Olettakaamme myds, ettd jokainen sininen laatta on jo-
kaisen keltaisen laatan vasemmalla puolella. Naytd, ettd
emme voi johtaa tdstd, ettd jokainen punainen laatta on
Jjokaisen keltaisen laatan vasemmalla puolella.

Ratkaisu: Oletukset ovat Vz(R(x) — Vy(B(y) — = <
y)) jaVz(B(z) = Vy(Y(y) — = < y)). Johtopiitds on
Ve(R(z) = Vy(Y(y) = x <vy)).

Ongelma on niyttid, ettd lausetta Vr(R(z) —
Vy(Y (y) — x < y)) ei voi johtaa lauseista Vo (R(z) —
Vy(B(y) — = < y))jaVa(B(z) = Vy(Y(y) — = <
y)). Antakaamme M olla laattamalli jossa ei ole yhtiidn
sinista laattaa ja jossa jokainen keltainem laatta on jokai-
sen punaisen laatan vasemmalla puolella. Téllin oletuk-
set pétevit, mutta johtopiitos ei pade. O

Tehtéivi 278 Seuraavat kaavat ovat nimeltidn ekvive-
lanssirelaation aksioomat:
1. VaVy(x = y — y = x) (Symmetrisyyden aksiooma)
2. Va(x = x) (Refleksiivisyyden aksiooma)

3. VaVyVz((x = y Ay = z) — © = z) (Transitiivisuu-
den aksiooma)

Johda lause VaVyVz((x = y A z =
ekvivelanssirelaation aksioomista.

y) — x = 2)

Ratkaisu: Katso Kuva2.16
Od
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2.14.11 Tehtavit

Tehtéivi 279 Naytd, ettd seuraava pddittely ei ole korrek-
ti: Olettakaamme, ettd jokainen pdivd joka ei ole sateinen
ei ole tuulinen, ja joku pdivd ei ole tuulinen. Silloin jokai-
nen pdivd on sateinen.

Tehtéivi 280 Naytd, ettd seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

Jz-Py(x) — —~FxPy(x)

Tehtiva 281 Ndaytd, etti seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylld:

Vo Py(x) = Ve Py(x)

Tehtévi 282 Naytd, ettd seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

Va(Py(x) V Py(x)) — VaPy(x) VVz P ()

Tehtéivi 283 Naytd, ettd seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

(FxPy(z) A JzPi(z)) = Fz(Po(z) A Pi(z))

Tehtéiva 284 Ndytd, etti seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

Jx(Py(z) V Pi(x)) — FxPy(x)

Tehtéivi 285 Naytd, ettd seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

Vz(VoRo(z, ) — VyRo(2,y))

Tehtéivi 286 Naytd, ettd seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

JaVyRo(z,y) — YaIyRo(z,y)

Tehtéiva 287 Ndytd, etti seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

Va3yRo(x,y) — FxVyRo(z,y)

Tehtéivi 288 Naytd, etti seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylld:

VaRy(z,x) — YaVyRo(z,y)
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VaVyVz((zx Sy Ay =2) 2> 2 = 2)
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VaVy(z =y — y = x)

— — — VE Yy(z=y—y=2) [r=ynz=y]

VyVz((zx =y ANy =2) >z = z) VE TSy S == VE — AE [t=yAz=
Vz(z = yAy=2z) >z =2) VE =2z —E T = ANE
(z=yANy=z2)—>z==z2 T=YyANy ==z VE

— —E
T =z
T
(chy/\zEy)—>mEzH
VT

Vz((z =yANz=y) > x = 2)

VT

VyVz((z = yAz=y) >z = 2)

vT

VeVyVz((x =y ANz =y) = x = 2)

Kuva 2.16: Johtaminen

Tehtivi 289 Naytd, ettd seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylla:

JxIyRo(z,y) — JxRo(z, )

Tehtiava 290 Ndytd, ettd seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylld:

Va(Po(z) = VyPy(y))

Tehtiva 291 Ndaytd, etti seuraavaa lausetta ei voi johtaa
luonnollisella pddittelylld:

Va(3yRo(x,y) — YoIyRo(z,y))

Tehtéivi 292 Naytd, ettd seuraava pddittely ei ole mah-
dollista luonnollisella pddittelylli:

{Va(Py(z) = P1(x)),VoPi(x)} - VePy(x)

Tehtéivi 293 Naytd, ettd seuraava pddittely ei ole mah-
dollista luonnollisella pddittelylli:

{Va(=Pi(z) = —Py(x)),VeP(x)} F Ve Py(x)

Tehtéivi 294 Naytd, ettd seuraava pddittely ei ole mah-
dollista luonnollisella pddittelylli:

{Va(Py(xz) = Pi(x)), JzPy(x)} - Vo Py (x)

Tehtéivi 295 Tdamd on projekti enemmdn kuin tehtdvd.
Todista luonnollisen pddttelyn nojalla kaikki implikaa-
tiot vasemmalta oikealle Kuvassa Niiytd, ettd ndii-
td impliaatioita ei voi kddntdd ja, ettd mikdidn muu impli-
kaatio ei pdde.

2.15 Aksioomat ja teoriat

Logiikka, oli se propositiologiikkaa tai predikaattilogiik-
kaa, yrittdd hahmottaa miti tarkoittaa “olla tosi” jokaises-
sa mahdollisessa tilanteessa, mallissa tai totuusjakaumas-
sa. Useimmissa tapauksissa emme ole kiinnostuneita to-
tudesta todella jokaisessa mallissa, vaan totuudesta tietyn
tyyppississd malleissa. Lauseet jotka kuvailevat niitd mal-
leja mistd olemme kiinnostuneet ovat nimeltdidn aksioo-
mia. Kokoelma aksioomia on nimeltédén teoria. Esimerk-
kejé teorioista on:

e Verkkoteoria
e Ryhmiteoria

e Jirjestyksen teoria

Aksioomat ja teoriat erottavat ne mallit mistd olemme
kiinnostuneet niistd malleista joista emme ole. Ne julista-
vat joitain perusoletuksia joita voimme kayttidd padttelyis-
samme. Matematiikassa on monia eri aksiomeja, esimer-
kiksi algebrassa (ryhmit, renkaat, kunnat, vektoriavaruu-
det jne.) ja topologiassa (topologinen avaruus, metrinen
avaruus, Hausdorffin avaruus, jne.) Myos lukuteorialla on
omat aksioomat. Geometrialla on omat askioomansa, jot-
ka Euclid vahvisti yli 2000 vuotta sitten. Newton taas séti
liikkeen aksioomat fysiikassa. Aksioomia on joka paikas-
sa tieteessd, mutta niilld on erikoinen merkitys matematii-
kassa, koska matematiikassa ei ole kokeita, vai onko?
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JxVyRo(z,y) —— FyVaRy(z,y)

P G N

VaVyRo(x,y) —— VaxRy(x, x)

JzRo(z, x) JzIyRo(z,y)

S o

YV Ry (z,y) —— VaIyRo(z,y)

Kuva 2.17: Kahden kvanttorin implikaatioita.

2.15.1 Identiteettiaksioomat

Identiteetti on niin yksinkertainen asia, ettd sitd on vaikea
kuvitella teoriana. Mutta jotta voimme tehdd pddtelmid
identiteetistd, tarvitsemme jonkinlaisia aksioomia. Seu-
raavat identiteettid koskevat kaavat ovat valideja:

INVez=x

2 VaVy(z =y > y = )

I3 VavVyVz((x =y Ay=2) >z =2)
I4 VaVy((z = y A Py(z)) — Po(y))

I5 VaVa'Vyvy' ((x = y A 2
Ry(y,y'))

= ¢y A Ry(z,2)) —

Naméd ovat identiteettiaksioomat. Ne muodostavat
Identiteetin teorian.
Tédssd on muutama muu kaava jotka voidaan johtaa

identiteettiaksioomista:

e Vz3y(z = y) (Jokainen on joku)

o Vay ... Vo ,Vy1 .. Vyn(x1 =91 Ao Ay = Y A
A) = A(y1/z1, - -y Yn/Zn), kun y; on vapaa muut-
tujalle z; kun 7 = 1,...,n. (Identtiteettiset alkiot
voidaan vaihtaa keskendin)

e JzVy(z = y) — VaVy(z = y) (Jos on olemassa
vain yksi alkio, niin mitk4 tahansa kaksi alkiota ovat
samat)

o JxdyVz(z =axVz=y) > VaVyVz(z = yVy =
z V x = z) (Jos on olemassa vain kaksi alkiota, niin
kolmesta alkiosta aina kaksi ovat identtiset)

Huomaa, ettd identiteettiaksioomat on Kirjoitettu tie-
tyilld sidotuilla muuttujilla. On mahdollista muuttaa sidot-
tu muuttuja pienelld triviaalilla padttelylld, esimerkiksi:

Vox =x
y=1y
Vyy =y

VE
vT

2.15.2 Universumin airellisyys

Lause 3z ...3z,Vy(y = =1 V...V y = z,) on to-
si mallissa jos ja vain jos mallissa on enintdidn n alkiota.
Huomaa, ettd tistd voidaan johtaa Vzq...Ve,41(z1 =
2oV =x3V...Vx, =T,t1) Intuitiivinen peruste-
lu: Jos on enintiin n alkiota niin silloin jokaisessa n + 1
alkion joukossa pitié olla toistoa.

2.15.3 Jarjestysaksioomat
Seuraavat ovat jirjestysaksioomat:
J1 Vz—x < x (antirefleksiivisyys)
J2 VavyVz((zr < y ANy < z) = @ < z) (transitiivisyys)

J3 VaVy(x < y Vy < x V x = y) (yhteniisyys)
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I1 Veox==x

2 VaVy(z =y =y =1x)

I3 VaVyVz((r=yAy=2) >z =2

4 VaVy((z =y A Py(x)) = P,(y))

I5 VaVa'VyVy' ((z =y ANx' =y A Ry(x,2') = Ry(y,v))
Kuva 2.18: Identiteettiaksioomat.

J1 Ve—z <z antirefleksiivisyys

J2 VaVyVz((r <y Ay < z) - x < z) transitiivisyys

J3 VaVy(r <yVy<axzVaz=y) konnektiivisyys

Kuva 2.19: Jirjestysaksioomat.

Luonnolliset luvut ja niiden luonnollinen “vihemméin
kuin” jarjestys, reaaliluvut ja niiden luonnollisen jirjes-
tys, ja rationaaliluvut ja niiden luonnollinen jérjestys to-
teuttavat ndma aksioomat.

Seuraavat lauseet ovat todistettavissa jirjestysaksioo-
mien avulla

o VaVy(x <y — —y <x)
o VaVyVz(x <y — (z<yVz<z)

e dry...dx,Vyly =21V...Vy =x,) = JaVy(z <
y VvV x = y) (Jos jirjestys on #ireliinen niin siiné on
pienin alkio).

o VoV (Vy(z < yVa =y AVy(e' <yva =
y)) — = = 2’) (Pienin alkio on yksikisitteinen jos
se on olemassa).

2.15.4 Laattamallien aksioomat

Olemme tutkineet monia esimerkkejd laattamalleista. Jot-
ta voimme johtaa jotain laattamalleista, niin tarvitsemme
aksioomia, jotka kuvaavat minkilaisia malleja laattamallit
ovat. Jokaisella laattamallilla on jérjestys tirkednd osana
sen rakennetta, mutta lisdksi meilld on laattojen virit joita

pitdd myos miettid. Eli, laattamallien aksioomien pitdd ot-
taa huomioon laattojen jérjestys, mutta my0s véri. Téassd
aksioomat ovat:

T1 < on jarjestysrelaatio (Laatat ovat tietyssd jéirjestyk-
sessid vierekkidin vasemmalta oikealle)

T2 Va—(B(x) A R(x)) (Mikéin laatta ei ole sininen ja
punainen)

T3 Va—(B(x) A Y(x)) (Mikéin laatta ei ole sininen ja
keltainen)

T4 Va—(R(z) AY (x)) (Mikéin laatta ei ole punainen ja
keltainen)

T5 Va(R(xz) V B(x) V Y (z)) (Jokainen laatta on punai-
nen, sininen tai keltainen)

Kaikki laattamallit toteuttaa meiddn aksioomat. Seu-
raavat lauseet voidaan todistaa kédyttden niitd aksioomia.

o VaVy((R(z) A B(y)) = (z < yVy < z)) (Jos
2 on punainen ja y on sininen, niin toinen on toisen
vasemmalla puolella.)

o Vx(Vy(R(y) — y < z) — (B(z) VY(x))) (Jos
jokainen punainen laatta on z:n vasemmalla puolella
niin silloin z:n tdytyy olla sininen tai keltainen)
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o VaVy((R(z) A B(y)) = x < y) — VaVy((B(z) A
R(y)) — y < x) (Jos jokainen punainen laatta on
jokaisen sinisen laatan vasemmalla puolella, niin jo-
kainen sininen laatta on jokaisen punaisen laatan oi-
kealla puolella)

Ajattelemme, ettd laattamalli on dérellinen (koska em-
me halua tdssd kuvitella loputonta miirai laattoja), mutta
emme voi ilmaista titd predikaattilogiikassa.

2.15.5 Verkkoteorian aksioomat

Verkot ovat binédrisid predikaatteja jotka ovat antireflek-
siivisid ja symmetrisid. Taten Verkkoteorian aksioomat
ovat:

G1 Vz—xEx (antirefleksiivisyys)
G2 VaVy(zEy — yEx) (symmetrisyys)

Kaikki verkot toteuttaa ndmi aksioomat. Esimerkkeji
lauseista, jotka voidaan johtaa aksiomeista ovat:

o JduVy(—y =z — yEx) < JaVy(—x =y — xFy)
(Tamai ekvivalenssi sanoo “Joku solmu on kaikkien
muiden solmujen naapuri” kahdella eri tavalla.)

o VaVy(—y =z — yFz) < VaVy(—xz =y — zEy)
(Tama ekvivalenssi sanoo “Kaksi eri solmua ovat
naapureita” kahdella eri tavalla.)

o VaVy(zEy — —a = y) (Tdmi on antirefleksiivi-

syys aksiooma ekvivalentissa muodossa.)

2.15.6 Ratkotut tehtaviit
Tehtivi 296 Todista Vx3y(x = y) (Jokainen on joku)

Ratkaisu: Haluamme néyttid, ettd mikd tahansa x anne-
taan, on aina jokin y joka on identtinen x:n kanssa. Luon-
nollisesti valitsemme x:n itsensd y:n arvoksi.

Va(x = x)
—z=z_'F
Jy(z =y)

VaIy(z = y)

111

O

Tehtivi 297 Todista Vxo(Po(xg) — Vo1 (—FPo(z1) —
—xg = x1)) (Kukaan joka laulaa ei ole identtinen sellai-
sen kanssa joka ei laula.)

Ratkaisu: Haluamme n#yttdd, ettd aina kun meilld on
laulava a ja ei laulava b niin @ # b. Identiteetti sdilyttdd
kaikki ominaisuudet, joten a = b johtaa ristiriitaan. Katso

Kuva[2.22]
O

Tehtivi 298 Todista
EIxOV:vl(a:O = 1’1) — VI’QVIE;;(IQ = %3)

(Jos on vain yksi alkio niin mitkd tahansa kaksi alkiota
ovat identtisid. )

Ratkaisu: Miettikddmme titd: Olettakaamme, etti on
olemassa jokin a siten, ettd jokainen alkio on yhtd kuin
a. Sitten otamme kaksi alkiota x5 ja z3. Eli tieddmme, et-
td @ = x3 ja a = x3. Symmetrisyyden aksiooman nojalla
tieddmme, ettd x5 = a ja a = xz.Transitiivisyys aksioo-
man nojalla tiedimme, ettd 2o = 3. Katso Kuva[2.23]

O

Tehtivi 299 Todista kaava © < y — -y < x kdyttden
Jdrjestyksen aksioomia.

Ratkaisu: Olettakaamme, ettd x < y. Miksei ole totta,
ettd y < x? Koska jos y < =z, transitiivisyyden nojalla
x < z, mutta antirefleksiivisyyden nojalla x < x ei ole
totta. Siis y < x johtaa ristiriitaan ja voimme péételld, ettd

y < z ei ole totta. Katso Kuva[2.23]
O

2.15.7 Tehtivit

Tehtiva 300 Todista seuraava lause:
Vz(P(z) — Jy(z = y A P(y))).

(Kaikki jotka laulavat ovat identtisid sellaisen kanssa joka
laulaa.)
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T1 < on jirjestys Laatat ovat tietyssi jarjestyksessa

T2 Vz—(B(z) A R(x)) Mikién laatta ei ole punainen ja sininen
T3 Va—(B(z) ANY(x)) Mikién laatta ei ole sininen ja keltainen
T4 Vr—(R(x) NY(x)) Mikéin laatta ei ole punainen ja keltainen

TS Vz(R(z)V B(x) VY (x)) Jokainen laatta on punainen, sininen, tai keltainen

Kuva 2.20: Laattamallien aksioomat.

Gl Vz—zEx antirefleksiivisyys
G2 VaVy(zEy — yEx) symmetrisyys

Kuva 2.21: Verkkoteorian aksioomat.

VaVy((zo = y A Po(wo)) = Po(y))

o=z (RG] Y@=y AR@) = RE)
xo = 71 A Py(z0) (zo = 1 A Po(x0)) — Po(w1) Lk
[~Po(x1)] Po(ar)
Po(x1) A =Po(z1) _
—Xg = X1 o

- Py(z1) = —xog = 71
Va1 (—Po(z1) = 20 = 1)
Py(xg) = Va1 (=Py(x1) = —xo = 1)
Vao(Po(zg) = Vo1 (—~FPo(x1) = -9 = 1))

VT

—T

VT

Kuva 2.22: Kukaan joka laulaa ei ole identtinen sellaisen kanssa joka ei laula.
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vavylz =y =y =) VE VaeVyVz((z =y Ay =2) > & = 2)
w1 (o = @ - - VE
Va1 (zo = 21)] Vy(zo =y — y = x0) VE o V(2 =y Ay = 2) — 22 = 2)
To = X2 To = Tz — To = Xo Va1 (zo = x1)] VE
T2 = To - To = a3 VE Vz((z2 =x0o Axo = 2) = 2 = 2) VE
Ty = xg A To = T3 AT (x2 = xog AT = T3) = T2 = T3
[BzoVz1(zo = 1)) To = T3 —E
— JE
To = 23 vT
Vzs(ze = x3)
— VT
VzoVrs(ze = x3)

—T

JxoVzi(zg = 1) — Voo Vas(ze = x3)

Kuva 2.23: Jos on vain yksi alkio, niin mitki tahansa kaksi alkiota ovat identtiset.

VaVyVz((z <y ANy < z) = x < 2)
VyVz((z <y ANy < z) 5>z < z2)
Vz((z <yANy<z)—x<z) vE

VE

[z <yl [y<a]
r<yANy<zx (z<yhy<z)—ax<z Yooz < 2
—E == =2 yE
z<zx e <r
r<zTNANx<x -
-y < -

r<y—yYy<zx o

Kuva 2.24: Pienempi kuin ei ole suurempi kuin.
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Tehtéiva 301 Todista seuraava lause:
Va(3zR(z,z) = Vy(z =y — FzR(y, 2))).

Tehtéiva 302 Todista seuraava lause:

(x1 =N ATy =y ANA) = A1 /21, - Yn/Tn)s

kun y; is on vapaa muuttujalle x; kun v = 1,...,n.
(Identtisid alkioita voidaan vaihtaa keskendidn)

Tehtiva 303 Todista seuraava lause:

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

Tehtava 308 Todista jarjestyksen aksioomista seuraava
lause:

Jzy .. T, Vy(y =21 V... Vy=x,)
— JaVylz <y Va=y).
(Jos jirjestys on ddrellinen, siind on pienin alkio)
Tehtava 309 Todista jarjestyksen aksioomista seuraava
lause:
Vavz!' (Vy(ly < xVy = x)
ANyly<z' Vy=41')) —x=1")

(Suurin alkio on yksikdsitteinen jos se on olemassa)

JzIYVz (2 = 2Vz = y) — VaVyVz(x = yVy = 2Va = 2) Tehtiivi 310 Todista laattaaksioomista seuraava lause:

(Jos on vain kaksi alkiota, niin kolmesta alkiosta, kaksi
ovat aina identtisid)

Tehtiva 304 Todista, etti seuraava lause on tosi mallis-
sa jos ja vain jos mallissa on enintddn n alkiota.

Jzq ... dz,Vyly =21 V...Vy=1,)
Tehtiavi 305 Todista, ettd lauseesta

g . T, Vy(y=21 V... Vy=1x,)
voidaan johtaa seuraava lause:
Vay ... Vepri(zr =2 Ve =23V... VI = Tpt1)-

Intuitiivinen syy: jos on enintddn n alkiota, niin n + 1
alkiossa on pakko olla toistoa.

Tehtéivi 306 Naytd, etti seuraavat mallit toteuttavat jir-
Jjestyksen aksioomat:

Luonnolliset luvut (N, <)

Reaaliluvut (R, <)

Rationaaliluvut (Q, <)

({0,1,...,n},<)

Tehtivi 307 Todista jdrjestyksen aksioomista seuraava
lause:

VaVyVz(z <y — (2 <y Vazx < 2))

VaVy((P(z) AS(y)) = (z <y Vy <))

(Jos x on punainen ja y on sininen, niin toinen on toisen
vasemmalla puolella.)

Tehtiava 311 Todista laattaaksioomista seuraava lause:
Va(Vy(P(y) — y <z) — (S(z) V K(z)))

(Jos jokainen punainen laatta on x:n vasemmalla puolella
niin silloin x on sininen tai keltainen)

Tehtava 312 Todista laattaaksioomista seuraava lause:
VaVy(P(z) A S(y)) — z <vy) —
Vavy((S(z) A P(y)) =y <)

(Jos jokainen punainen laatta on jokaisen sinisen laatan

vasemmalla puolella, niin silloin jokainen sininen laatta
on jokaisen punaisen laatan oikealla puolella.)

Tehtiva 313 Todista verkkoaksioomista seuraava lause:
FaVy(—y = x — yEx) + JaVy(—z =y — xEy)

(Ekvivalenssi sanoo “Jokin solmu on jokaisen toisen sol-
mun naapuri” kahdella eri tavalla.)

Tehtiava 314 Todista verkkoaksioomista seuraava lause:
VaVy(—y = ¢ — yEx) <> VaVy(—z =y — xFy)

(Ekvivalenssi sanoo “Mitki tahansa kaksi erillistid sol-
mua ovat naapureita” kahdella eri tavalla.)

Tehtiava 315 Todista verkkoaksioomista seuraava lause:
VaVy(xEy — —x = y)

(Tdmd on antirefleksiivisyyden aksiooma, mutta vain eri
muodossa)
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2.16 Semanttiset puut

Kuten propositiologiikassa, predikaattilogiikassakin se-
manttiset puut ovat tehokas vaihtoehtoinen todistus me-
netelmid — vaihtoehto luonnolliselle péittelylle. Semant-
tiset todistukset ovat hyvin helppoja myos predikaattilo-
giikassa. Tavallaan, semanttinen todistus todistaa lauseen
kuvailemalla tilanteen missd lause ei olisi totta ja néyt-
tamalld, ettd se ei ole mahdollista. Esimerkiksi, proposi-
tiologiikassa todistimme A:n olevan tosi ndyttimalld se-
manttisen puun avulla, ettd —=A oli mahdottomuus, joten
A:n on pakko olla totta.

Perusidea semanttisen puun laatimisessa on seuraava:
Puun huipulle kirjoitetaan kaava, ja kuvittelemme, ettéd
meilld on malli ja tulkintafunktio jotka toteuttavat kaa-
van. Sitten, riippuen kaavan loogisesta rakenteesta—onko
se konjunktio, disjunktio, yms.—kirjoitamme muita kaa-
voja sen alle seuraten perusideaa, ettd kirjoitamme vain
tosia kaavoja, tosi tarkoittaen siis kaavoja jotka meidin
kuvittelemamme malli ja tulkintafunktio toteuttavat. Kun
kdytdmme titd ideaa kvanttoreden kanssa, saatamme jou-
tua muuttamaan tulkintafunktiota. Todellisuudessa ei ole
mitddn mallia eikd mitdin tulkintafunktiota, ne ovat vain
suuntaa-antavia tyokaluja. Mutta, jos kdy ilmi, ettd jokin
kaava ja sen negaatio ovat molemmat tosia kuvitteellises-
sa mallissa, niin tiedimme, ettd kuvittelemamme malli on
mahdoton ja puun huipulla olevan kaavan negaation to-
teuttaa valttimattd minké tahansa mallin ja minkd tahansa
tulkintafunktion. Témé& on menetelmén sielu.

Kerrataan semanttisen puun sddnnot:

¢ Disjunktio: AV B -(AV B)
P ‘
A B A
|
-B
e Konjunktio: ANB -(AAB)
|
A -A -B
|
B
e Negaatio: -—A
|
A
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e Implikaatio: A— B -(A — B)
P \
-A B A
|
-B
e Ekvivalenssi: A+ B -(A < B)
P N
-A A -A A
] | |
-B B B -B

2.16.1 Predikaattilogiikan semanttiset puut

Semanttisessa puussa voi olla kaavoja ja lauseita. Kertaus-
ta: jos A on kaava, niin silloin A(¢/x) on kaava joka on
saatu A:sta vaihtamalla « aina, kun se ilmenee vapaana,
t:n kanssa. Oletamme ettd ¢ on vapaa muuttujalle = kaa-
vassa A. Tissi joitain esimerkkejé:

A A(t/x)
xRy tEy
=y — Jz(zEy) t =y — Jx(zBy)
Vy(z =y — Jx(zEy)) Vy(t =y — Jz(zEy))

2.16.2 Kvanttoreiden siannot

Universaalikvanttorin sdannot ovat seuraavat:

e Universaali:

Vz A -V A

A(t‘/x) ﬂA(‘d/x)
Tidssd tapauksessa ¢ on termi milld tahansa oksalla
joka johtaa kohtaan missd sdintod kiytetdsin, mutta
t:n tdytyy olla vapaa muuttujalle = kaavassa A. Tt
ensimmadistd sddntod voi kdyttdd useamman kerran
(katso Kohta [2.16.3). Toisessa tapauksessa d on uusi
vakio.

e Existentiaali:

dzA —dxA

\ \
A(d/z) ~A(t/z)

Ensimmaisessd tapauksessa d on uusi vakio. Toises-
sa tapauksessa ¢ on miki tahansa termi oksalla jo-
ka johtaa kohtaan missi sdidntod kédytetdan, mutta ¢:n
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pitéd olla vapaa muuttujalle x kaavassa A. Tti tois-
ta sddntdod voidaan kéyttdd useamman kerran (katso

Kohta[2.16.3).

2.16.3 Kbvanttorisddntojen erityisominai-
suus
Sédntod
VzA
|
A(t/x)

voidaan kiyttdd aina kun uusia termeji ilmenee oksalle.

Sama koskee sdantod
-z A

\
—A(t/x)
Jos oksalla ei ole yhtdédn termid niin termid x voidaan
kiyttdd tai voidaan kiyttdd vakiosymbolia cg.

2.16.4 Suljettu oksa

Semanttisen puun oksa on suljettu jos siind on sekd B ettd
—B jollekin B:lle.

A:n semanttinen todistus on dérellinen semanttinen puu
—A:1le missi kaikki oksat ovat suljettuja.

Esimerkiksi, katsokaamme seuraavan lauseen semant-
tista todistusta

Jx(AAB) = (3xAANTxB)

—(3z(A A B) — (3zA A JzB))
Hac(A‘/\ B)
ﬁ(ElazA‘/\ElosB)

|
A(c/z) A B(e/x)

|
A(c/x)

|
B(c/x)
—-JzA —-JxB

\ \
-A(c/x) —Bl(c/x)

Joskus semanttisen puun kaikki oksat eivét sulkeudu:
Rakentakaamme semanttinen puu seuraavaa lauselle:

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

VaIyR(z,y).

VedyR(z, y)
ﬂyR(‘CO, y)
R(C(l, c1)
3yR(‘Cla y)
R(cy,¢2)

Semanttisen todistuksen laatiminen saattaa epdonnis-
tua. Tama johtuu siitd, ettd kaikilla lauseilla ei ole se-
manttista todistusta, koska kaikki lauseet eivit ole vali-
deja. Lause on validi jos ja vain jos silld on semanttinen
todistus, eli tima metodi on tdydellinen (todistus sivuute-
taan.)

2.16.5 Ratkotut tehtavit

Tehtiva 316 Rakenna seuraavalle kaavalle semanttinen
puu.

Va(Po(z) V Pi(x)) A —JyPy(y) AVz—Pi(z)

Ratkaisu: Meidit on pyydetty rakentamaan semanttinen
puu tdlle lauseelle, ei semanttinen todistus. Joten aloitam-
me kyseiselld kaavalla ja seuraamme sddntoji:

Va(Po(2) V Py(2)) A =Ty Po(y) AVa-Pi(z)
V;v(Po(x)‘ V Py (z))
—Ely‘PO(y)
Va:—\l‘Dl(a:)
Py(co) \‘/ Py (co)
ﬁpo‘(ffo)
. Pl‘(co)

T

Po(co)  Pi(co)
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Huomaamme, ettd molemmat puun oksat ovat suljettu-
ja. Tama on tirked havainto kuten tulemme huomaamaan
myohemmin. Taté tietoa voidaan kdyttdd todetaksemme,
ettd mikéin tulkintafunktio missédin mallissa ei voi toteut-
taa titd kaavaa. O

Tehtiva 317 Rakenna seuraavalle kaavalle semanttinen
puu.

Ve A AVzB A =Vz(A A B)

Ratkaisu:
VYA AVzB A -Vz(A A B)

\
Vz A

\
VaB

|
—Va(A A B)

\
—(A(co/x) N B(co /7))

—A(co/x)

|
A(co/x)

ﬁB(CU/.’L‘)

|
B(cp/x)

2.16.6 Tehtiviit

Tehtiva 318 Laadi semanttinen todistus seuraavalle
lauseelle:

FzVyR(z,y) = VyFzR(z,y)

Tehtéivi 319 Laadi semanttinen puu seuraavalle lauseel-
le:

Fx(Po(x) A Pr(x)) A —FyPo(y) A —JxPy(x)

Tehtéiva 320 Laadi semanttinen puu seuraavalle lauseel-
le:

Jx(AN-B) AVz(A — B)
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2.17 Lisda semanttisista puista

2.17.1 Semanttisten puiden eheys

Tulemme osoittamaan, ettd aina kun A:1la on semanttinen
todistus, niin A on validi. Jos A:lla on semanttinen todis-
tus niin silloin —A:lla on semanttinen puu P jossa kaikki
oksat sulkeutuvat. Jotta voimme todistaa ettd A on vali-
di, oletamme, etti tulkintafunktio s mallissa M toteuttaa
—A:n ja johdamme tésti ristiriidan. Tulkintafunktio s ja
malli M auttavat meitd rakentamaan semanttiseen puu-
hun P, oksan joka ei ole suljettu. Tdmai on ristiriitaa.

Lause 2.21 Jos A:lla on semanttinen todistus, niin A on
validi.

Olettakaamme ettd P on —A(:n semanttinen puu, mutta
Ay ei ole validi. Antakaamme M:n olla jokin malli jossa
tulkintafunktio s ei toteuta lausetta Agy. Tilldin tulkinta-
funktio s mallissa M toteuttaa —Ag:n. Nyt rakennamme
semanttisen puun oksan siten, ettd oksan jokainen kaava
toteutuu tulkintafunktiolla s mallissa M. Oksa rakenne-
taan induktiivisesti askel kerrallaan, ja induktio-oletuksen
nojalla oletamme, etti s toteuttaa kaikki kaavat ennen téitd
askelta. Alussa timi toimii koska tulkintafunktio s mal-
lissa M toteuttaa = Ag:n.

Disjunktio:
AV B -(AV B)
P ‘
A B -A
|
-B

Olettakaamme, ettd olemme péédsseet puun solmuun K.
Téssd solmussa on kaava A V B, ja titen oksa haarau-
tuu A:han ja B:hen disjunktio sdénnon takia. Induktio-
oletuksen nojalla tulkintafunktio s mallissa M toteuttaa
kaavan A Vv B. Tilloin tulkintafunktio s mallissa M to-
teuttaa joko A:n tai B:n. Jos s toteuttaa A:n, seuraamme
oksaa vasemmalle, ja jos s taas toteuttaa B:n niin seu-
raamme oksaa oikealle. Kummassakin tapauksessa sdilyy
totuus mallissa M.

Olettakaamme ettd, olemme péésseet puun solmuun K.
Téssid solmussa on kaava —(A V B) ja puu jatkuu kaavoil-
la = A ja =B negaatiodisjunktio sdidnnon takia. Induktio-
oletuksen nojalla tulkintafunktio s mallissa M toteuttaa
kaavan —(A V B). Tdmi tarkoittaa, ettd sekd ~A ettd =B
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toteutuvat tulkintafunktiolla s mallissa M. Siis jos seu-
raamme oksaa eteenpdin, siilyy totuus mallissa M.

Konjunktio:

ANB —(A A B)
/\
A -A -B

|

B

Olettakaamme, ettd olemme péisseet kaavaan —(AAB)
asti ja tulkintafunktio s toteutettaa timin mallissa M. Jos
s toteuttaa —A:n niin seuraamme oksaa vasemmalle, jos
s toteuttaa —B:n niin seuraamme oksaa oikealle. Molem-
missa tapauksissa mallissa M siilyy totuus.

Olettakaamme, ettd olemme padsseet kaavaan AA B as-
ti ja tulkintafunktio s toteutettaa timan mallissa M. Sil-
loin sekd A ettd B ovat toteutettavissa tulkintafunktiolla
s mallissa M. Joten jos seuraamme ainoata oksaa eteen-
pdin, sdilytimme totuuden mallissa M.

Negaatio:
_\_|A

|
A

Olettakaamme, ettd olemme piisseet kaavaan = —A ja
tamé on myoOs toteutettavissa tulkintafunktiolla s mallissa
M. Sitten myos A on toteutettavissa tulkintafunktiolla s.
Joten jos seuraamme oksaa totuus mallissa M siilyy.

Implikaatio:

A— B -(A — B)
P ‘
-A B A
\
-B
Ekvivalenssi:
A+ B -(A + B)
PN PN
\ | | \
-B B B -B
Universaali:
VaxA -V A
\ \
A(t/x) -A(d/x)

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

Ensimmadisessd tapauksessa ¢ on mikéd tahansa termi
oksassa joka johtaa kohti lausetta VA, mikd on vapaa-
na muuttujalle x lauseessa A. Toisessa tapauksessa d on
uusi vakio.

Olettakaamme, ettd olemme pédsseet kaavaan Vr A ja
tulkintafunktio toteuttaa timén mallissa M. T4ll6in s to-
teuttaa lauseen A(t/x), oli termi ¢ mikd tahansa, mallissa
M. Jos t:ti ei ole vield médritelty, joko mallissa M tai
tulkintafunktiossa s, niin voimme olettaa ettd se on mieli-
valtainen ja silti vittdd ettd A(t/x) on totta mallissa M.
Siis totuus mallissa M siilyy.

Olettakaamme, ettd olemme pédsseet kaavaan —Vz A ja
tulkintafunktio toteuttaa timén mallissa M. On myos al-
kio a mallissa M siten, ettd tulkintafunktio s(a/x) toteut-
taa 7 A. Antakaamme d:n olla uusi vakio. Tulkitkaam-
me d mallissa M siten, etti d™ = a. Nyt tédllda uudella
mallilla, eli mallilla M jossa on uusi vakio, yllapidimme
—A(d/z):n toteutuksen mallissa M tulkintafunktiolla s.

Eksistenssi:
JdzA —-Jdz A
\ \
Alt/z) —A(d/z)
(Harjoitustehtidvi)

Todistuksen loppu: Ylld néytetyt askeleet joko padtty-
vét atomilauseeseen tai oksa jatkuu loputtomasti, eli on
adreton. Kummassakin tapauksessa on mahdotonta, ettd
tulkintafunktio s toteuttaa jokin lauseen ja sen negaation
mallissa M, eli oksa ei voi sulkeutua.

Jos rakennamme semanttisen puun —A:lle, ja olemme
kokeilleet kaikki mahdolliset sdénnot, mutta silti puussa
on oksa joka ei ole sulkeutunut vield, niin voimme ra-
kentaa mallin M ja tulkintafunktion s siten ettd —A on
toteutuu mallissa M tulkintafunktiolla s. T4td kutsutaan
semanttisen todistuksen Tdydellisyyslauseeksi. (Todistus
sivuutetaan).

2.17.2 Ratkotut tehtiviit

Tehtéavi 321 Kdiytid semanttisia puita luodaksesi malli
seuraavalle lauseelle:

JxIyRo(z,y) N “VaRo(z, ).

Ratkaisu: Huomaa, ettd on muitakin tapoja luoda mal-
leja annetuille lauseille, kuten ad hoc metodi misséd ko-
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keillaan tuttuja malleja ja toivotaan parasta. Me kuitenkin
kidytdmme semanttisia puita luodaksemme mallin:
JxIyRo(z,y) A ~VaRy(z, x)
\
Jx3yRo(x,y)
|
—VaRy(z, )
|
=Ry (co, co)
\
JyRo(c1,y)
|
Ro(c1,c2)

Semanttinen puu viittaa malliin M siten, ettd univer-
sumi on {0,1,2}, R} = {(1,2)}, ¢¢* = 0,eM =
1,¢5" = 2. On helppoa todistaa, ettd M tosiaan on ky-
seisen lauseen malli. O

Tehtéivi 322 Kaytid semanttisia puita luodaksesi malli
seuraavalle lauseelle:

VaIyRo(x,y) A -VeRo(z, ).

Ratkaisu: Huomaa, ettd on muitakin tapoja luoda mal-
leja annetuille lauseille, kuten ad hoc metodi missd ko-
keillaan tuttuja malleja ja toivotaan parasta. Me kuitenkin
kdytdmme semanttisia puita luodaksemme mallin:
Vez3yRo(x,y) A Ve Ro(x,x)
|
Va3yRo(z,y)
|
—VaRy(z, )
|
—Ro(co, co)
|
JyRo(co, y)
|
Ro(co,c1)
\
EIyRO (Cl ) y)
|
Ro(c1,c2)

\
JyRo(c2,y)
\
Ry(c2,c3)

\

etc.
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Semanttinenpuu viittaa malliin M siten, ettd univer-
sumi on is {0,1,2,...}, RY* = {(n,n +1) : n =
0,1,2,...}, ¢}t = 0, = 1,e8" = 2,.... On help-
poa todistaa, ettd M tosiaan on kyseisen lauseen lauseen
malli. O

2.17.3 Tehtavit

Tehtiva 323 Luo semanttinen puu seuraavalle lauseelle:
Fz(Po(x) A PL(x)) AVy(Po(y) = —Fi(y))
Tehtéivi 324 Luo semanttinen puu seuraavalle lauseelle:
Vz(AV B) A Jz(-mAAN-B)

Tehtéivi 325 Luo semanttinen puu seuraavalle lauseelle:
Sw(Po(x) A —Pi(2)) AVy(Poly) — Pi(y)

Tehtiva 326 Luo
lauseelle:

semanttinen todistus seuraavalle

JzVy-R(z,y) — Jz—IyR(z,y)

Tehtéiva 327 Kaytd semanttisia puita luodaksesi malli
seuraavalle lauseelle:

VaIyRo(z,y) A —VadyRo(y, ).

Huomaa, ettd on muitakin tapoja luoda malleja annetuil-
le lauseille, kuten ad hoc metodi missd kokeillaan tuttuja
malleja ja toivotaan parasta.

Tehtéivi 328 Kaytd semanttisia puita luodaksesi malli
seuraavalle lauseelle:

VaIyVz(Ro(z,y) A Ro(y, z) A =VaVyRo(z,y)).

2.18 Validisuus uudelleen

Arkikielessd henkil6 sanoo validiteetin jos hdn sanoo jo-
tain mikd on totta, mutta vain ilmaisumuotonsa takia, esi-
merkiksi “jokainen pdivé on sateinen tai jotkut pdivit ei-
vit ole sateisia”.
Predikaattilogiikan kaava on validi, tai validiteetti, jos
jokainen tulkintafunktio toteuttaa sen jokaisessa mallissa.
Tissd on joitain esimerkkeja:
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dzA < —Vax—-A

VzA < —Jz-A

e Jx(AV B) < (3xAV 3zB)
o V(AN B) < (VxAAVzB)

e Vxx = x (identiteettiaksioomilla on erikoinen rooli
koska ne ovat aina oletettuja kun “=" on osa kaavaa.)

2.18.1 Toteutuva

Kaava on toteutuva jos se on toteutuva jossain mallissa
jollakin tulkintafunktiolla. Arkikielessd viitettd pidetddn
toteutuvana —“mahdollisena”— jos asiat voisivar olla niin
kuin véite sanoo, ja ehké jopa ovat. Jos sanon “Galaksi-
samme on olemassa dlykéstd elamid maan ulkopuolella”,
niin tima laskettaisiin mahdolliseksi, ehkipd jopa todeksi,
vaikka emme oikeastaan tiedi ja saatan olla vddrdssidkin.
Tatd tarkoittaa toteutuva lause. Mutta nyt puhumme pre-
dikaattilogiikasta ja sanalla “toteutuva” on tekninen mer-
kitys, nimittdin se, ettd lause on mahdollista jossain mal-
lissa ja jollain tulkintafunktiolla.
Tissd joitakin esimerkkeja

e VzIyRy(x,y) A ~JyVaRo(x,y)
o Vz(Py(z)V Pi(z)) A (=VzPy(x) V -VaPy(x))

o ~(FzPy(x) = VaPy(x))

2.18.2 Kumoutuva

Kaava on kumoutuva, jos on olemassa malli M ja tul-
kintafunktio s, jotka kumoavat sen, toisin sanoen tulkin-
tafunktio s ei toteuta kaavaa mallissa M. Se on hieman
kuin joku sanoisi “Jokainen elokuun pdivd on sateinen”
ja sind kumoaisit tdmin viitteen osoittamalla ettd vuonna
1996 oli yksi péivd elokuussa jolloin ei satanut.

Téssd on joitain esimerkkejd predikaattilogiikasta:

o JxPy(z) = VaPy(x)
o VaIyRo(z,y) — FyVzRo(x,y)

e r=Yy

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

2.18.3 Kontingentti

Kaava on kontingentti jos se on toteutuva ja kumoutu-
va. Arkikielessd kontingentteja lauseita ovat “Sataa”, “Jo-
ku imuroi ylédkerrassa” tai “Bach oli kaikkien aikojen pa-
ras saveltdja”. Eli kontingenssit ovat toteutetuvia, mutta ei
pdinvastoin, koska validiteetit ovat toteutuvia, mutta eivét
kumoutuvia.

Tissd joitain esimerkkejd predikaattilogiikasta.

o VrPy(x)
o JaVyRy(z,y)
e Jx(Ro(z,y) A Po(x))

e x = y (riippuen tulkintafunktiosta tdma voi olla totta
tai tarua)

2.18.4 Ristiriita

Arkikielessd ihminen lausuu ristiriidan jos hidn sanoo jo-
tain mikd on véaidrin vain ilmaisumuotonsa takia, kuten
“Olen kasvissydjd ja en ole kasvissyoja”. Jos sanoo ris-
tiriidan sosiaalisessa kontekstissa niin usein joutuu sel-
ventimain mitid tarkoittaa. Jos ilmaisee vain validiteette-
ja keskustelussa, niin keskustelu ei juuri etene. Sama asia
ristiriitojen kanssa. Tamin takia ihmiset yleensd keskus-
tellessaan ilmaisevat kontingenssejd, véitteitd jotka voisi-
vat olla tosia tai epdtosia. Arkikielessd, kuten myos tie-
teessi, kontingenssit arvostellaan empiirisen datan valos-
sa. Jos viitin, ettd “Eilen satoi New Yorkissa”, niin voisin
olla oikeassa tai vidrissi, eli lause on kontingenssi, mutta
voimme tietenkin katsoa meterologista dataa ja tarkistaa
onko minun véitteeni oikeassa vai ei.

Predikaattilogiikan lause on ristiriitainen jos mikdin
tulkintafunktio tai malli ei toteuta siti.

Téssi on joitain predikaattilogiikan esimerkkejé:

o VzANTz—A
e JrANVz—A
e Vi(A — B) A Jz(AA-B)

e r=yANr=zANy==z
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2.18.5 Predikaattilauseiden kategoriat

Jokainen predikaattilogiikan lause on joko validiteetti, ris-
tiriita tai kontingenssi.

Jokainen toteutuva lause on joko validiteetti tai kontin-
genssi.

Jokainen kumoutuva lause on joko ristiriita tai kontin-
genssi.

Predikaattilogiikan lauseen kategorian tunnistaminen
on loogikolle kaiken A ja O, mutta tdmi voi olla erittdin
vaikea tehtdvi.

2.18.6 Vaikea kysymys

Jos meille annetaan kaava, voimmeko paitelld mekaani-
sesti onko se validiteetti, ristiriita vai kontingentti?

On todistettu, ettd timd on mahdotonta jos tulkitsem-
me sanan “mekaanisesti” kuten nykyiddn yleisesti teh-
dddn. Yleinen madritelmid mekaanisesta paittelystd, kii-
tos Englantilaisen matemaatikon Alan Turingin (1912—
1954), on suunnilleen sama kuin laskenta ddrellisessi ai-
kamédrissa tietokoneella jolla on potenttiaalisesti diretdn
madrd muistia ja aikaa.

2.18.7 Piittelymenetelmi

Jos on annettu ehdokas paittelylle niin ei ole kovin vaike-
aa tarkastaa onko péittely oikein tehty vai ei.

Tdméd voidaan tehdd mekaanisesti. Téllaisia tietoko-
neohjelmia kutsutaan nimeltd proof checkers (katso esim.
http://coq.inria.fr/). Voidaan tehda lista kaikista mahdol-
lisista péittelyistd ja tarkistaa ne yksi kerrallaan. Vaikein
tilanne on, kun pééttelyd annetulle lauseelle ei ole olemas-
sakaan koska silloin kestidd ddrrettdmén kauan varmistua
tésta.

2.18.8 Kaavojen ekvivalenssi

Kaksi predikaattilogiikan kaavaa A ja B ovat (loogisesti)
ekvivalentteja jos A <> B on validiteetti. Ekvivalentte-
ja kaavoja kéytetddn arkikielessd ja tieteessd usein ilman,
ettd siihen kiinnitetddn juurikaan huomiota.
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2.18.9 Predikaattilogiikan ekvivalentit kaa-
vat

Tissd on joitain tirkeitd predikaattilogiikan ekvivalensse-
ja

Kaava Ekvivalentti kaava Ehto
Yz A —Jdz-A
dzA —Vz-A
Va(A A B) VA AV B
Jx(AV B) JzAvV IxB
Jx3IyA Jy3zA
VavVy A VyVa A
Vaz(A — B) JzA — B x ei vapaa B:ssi
Va(A — B) A — VzB x ei vapaa A:ssa
Jz(A A B) JzAANB z el vapaa B:ssi

2.18.10 Menetelmi

Oletetaan, ettd meiddn pitdid péittdd onko A toteutetuva
vai ristiriitainen. Rakennamme A:n semanttisen puun.

Jos kaikki oksat sulkeutuvat, niin meilld on —A:n se-
manttinen todistus ja tieddimme ettd A on ristiriitainen
(koska —A on validi!).

Toisaalta, jos kiytdmme kaikkia sdint6jd mahdollisim-
man yleisesti ja meilld on silti oksa joka ei ole suljettu,
niin voimme kiyttdd titd oksaa rakentaaksemme mallin
A:lle. Silloin A on toteutettava. Huomaa ettd oksa saattaa
olla ddreton.

2.18.11 Ratkotut tehtaviit

Tehtéivi 329 Todista seuraava looginen ekvivalenssi
kéiyttiien luonnollista pdittelyi: Vo (A — B) <> (3xA —
B), olettaen, ettd x ei ole vapaa B:ssii.

Ratkaisu:

Vz(A — B)

A—B [A4]

—E

dz A

B
5 gl
dzA — B -t

1) x ei ole vapaa B:ssi.
Voisimme tehdid saman semanttisella puulla:
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—(Vz(A — B) — (3zA — B))
V(A ‘% B)

\
—\(H.Z‘A — B)

\
dzA

|
-B

|
A(CT/fU)
(A— B‘)(CO/CE)
A(co/x) — B
N
ﬁA(Co/x) B

Molemmat oksat sulkeutuvat joten tdmi semanttinen-
puu on semanttinen todistus kaavalle Vz(A — B) —
(3zA — B).

Nyt toiseen suuntaan:

[A]

— 3T
JdxA — B dzA
—_—= = = E

B —T
A— B 1
Va(A - B) T

1) x ei ole vapaa B:ssi.
Tamikin tapaus voitaisiin tehdéd semanttisella puulla. O

2.18.12 Tehtavat

Tehtéivi 330 Kaytd semanttisia puita luodaksesi malli
seuraavalle Kaavalle.

JxVyRo(z,y) N “VaxRy(z, ).

Tehtéivi 331 Todista kdyttden semanttisia puita seuraa-
va kaava.

Jx(AANB) = (AANJzB)

olettaen, ettd x ei ole vapaa muuttuja A:ssa.

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

Tehtiava 332 Tutki seuraavaa kaavaa:
(R(z,y) VVzP(z)) = Ve (R(x,y) V P(x)).

Onko kaava validi, kontingentti vai ristiriita? Jos se on
validi tai ristiriitainen, osoita tdmd ominaisuus kdyt-
tden luonnollista pddittelyd tai semanttista puuta (Katso
Osa2.18). Jos se on kontingentti, osoita timd ominaisuus
kéiyttiien semanttisia puita (Katso Osa[2.17).

Tehtava 333 Pdditi onko seuraava lause validi, kontin-
gentti vai ristiriita.

JxPy(z) — Ve Py(x)
Tehtava 334 Pddtid onko seuraava lause validi, kontin-
gentti vai ristiriita.
—(=VzPy(x) A ~Fz—Py(x))

Tehtava 335 Pdditid onko seuraava lause validi, kontin-
gentti vai ristiriita.

Ve Py(x) V Iz Py(x)

Tehtava 336 Pdditid onko seuraava lause validi, kontin-
gentti vai ristiriita.

Vavy(Ro(x,y) A ~Ri(x,y)) = 3aVy—Ri(z,y)

2.19 n-paikkaiset predikaatit

T#hén asti olemme késitelleet yksipaikkaisia ja bindérisid
relaatioita. Binidriset relaatiot ovatkin paljon yleisempia,
kuin korkeampipaikkaiset relaatiot, joihin nyt tutustum-
me.

2.19.1 3-paikkaiset predikaatit

3-paikkainen predikaatti sitoo kolme alkiota yhteen, aivan
kuin binddrinen predikaatti sitoo kaksi alkiota. Predikaat-
teja kutsutaan myos relaatioiksi. Seuraava relaatio

“x, y ja z ovat samalla viivalla”

on esimerkki 3-paikkaisesta relaatiosta tasossa.
3-paikkainen relaatio, joukossa M on mikéd tahansa
M?3:n osajoukko, eli miki tahansa joukko kolmikkoja
(a,b,c), missi a,b ja ¢ kuuluvat joukkoon M.
Jotta voimme kisitelld 3-paikkaisia relaatioita predi-
kaattilogiikassa laajennamme aakkostoamme seuraavasti:
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e |-paikkaiset (unaariset) predikaattisymbolit:
Py, Py, ...
e 2-paikkaiset  (binifriset)  predikaattisymbolit:

Ro, Ry, ...
e 3-paikkaiset predikaattisymbolit: RS, RS, ...

Mallissa M 3-paikkainen predikaattisymboli = tulki-
taan 3-paikkaiseksi relaatioksi (123 )™M C M3,

Huomaa, ettd aakkoston uudet symbolit tuovat uusia
atomilauseita, kuten R3 (x,y, 2).

2.19.2 n-paikkaiset relaatioit

n-paikkainen relaatio (tai predikaatti) sitoo n alkiota ai-
van kuten 3-paikkainen relaatio sitoo 3. Esimerkiksi:

4‘1. _ y — Z _ u??
on 4-paikkainen relaatio.

“Oppilas x kurssilla y sai arvosanan z kokeesta u vuonna

9

w

on 5-paikkainen relaatio. n-paikkaiset relaatiot muistut-
tavat monella tavalla tiefokantoja. Teknisesti ottaen 7-
paikkainen relaatio joukossa M on miki tahansa joukko
n:n alkioiden n-jonoja (ay, ..., an).

Jotta voimme kaésitelld n-paikkaisia relaatioita predi-
kaattilogiikassa lisdédmme aakkostoomme seuraavat sym-
bolit.

e |-paikkainen predikaattisymboli Fy, P, . ..

e 2-paikkainen predikaattisymboli Ry, Ry, ...

e n-paikkainen predikaatti symboli Ry, RT,. ..

Mallissa M tutkitaan n-paikkainen predikaattisymboli
R!" n-paikkaiseksi relaatioksi (R!")* C A",

Huomaa, ettid uudet symbolit aakkostossa tuovat myos
uusia atomikaavoja, kuten R (y1, ..., Yn)-
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2.19.3 Predikaattilogiikka
predikaattisymboleilla

n-paikkaisilla

Mitiddn muutosta ei tule luonnolliseen paittelyyn eiki se-
manttisiin puihin. Pidttelyt tehdddn samaan tapaan kuin
ennenkin. R3(z,y, 2) on kuin miki tahansa muu kaava
jossa on kolme muuttujaa, esim. yksi seuraavista:

zEyNyEz
Po(fl,') A Pl('y) /\PQ(Z)

Ro(x,y) V Ro(x,2) V Ro(y, 2)

paitsi ettd se on atomikaava, eli silld ei ole sisdistd loogista
rakennetta.

Koska meilld on nyt uusia atomikaavoja meidén tiytyy
myos lisdtd uusia identiteettiaksioomia:

Il Voex =2

2 VaVy(z =y — y =x)

I3 VaVyVz((z =y ANy =2) > = =2)
I4 VaVy((z = y A Py(z)) — Po(y))

I5 VaVa'Vyvy'((x = y A 2! =
Ru(y,9'))

I6 Vi ... Va,Vyr .. . Vyo((z1 =t Ao ATy = yp A
R?(xl,...,xn)) = R Y155 Yn))

¥ A Ry(x,2") —

Uusi aksiooma I6 on vain laajennus aksioomista 14 ja
IS tilanteisiin, joissa késitellddn n-paikkaisia predikaatti-
symboleja.

2.19.4 Ratkotut tehtiviit

Tehtiva 337 Tarkastellaan seuraavaa luonnollisten lu-
kujen 3-paikkaista relaatiota

“x kertaa y on yhtdkuin z”

Kiyttiikiidimme titd relaatiota tulkitaksemme R mal-
lissa N, jonka universumi on Iluonnolliset luvut, eli
(a,b,¢) € (RN jos javainjosa-b=c.

Mitkéi seuraavista lauseista ovat totta mallissa N :

1. VaVy3zR3(x,y, 2)
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2. VaV23yRi(z, vy, 2)
3. VaVyVaVu((R3(x,y, 2) A R3(z,y,u)) — 2 = u).
Ratkaisu: Ottakaamme mielivaltainen tulkintafunktio s.

1. N s VaVy3zR3(z,y,z) kuten niemme: Ensin
huomaamme, etti (a, b, ab) € (R3)V kaikille a,b €
N. Siten

N ':s(a/w,b/y,ab/z) Rg(xa Y, Z)
kaikille a, b € N. Siten
N ):s(a/:c,b/y) HZRS(% Y, Z)
kaikille a, b € N. Siten

N =, VaVyIzRy (2, y, 2).

2. N W VaVzIyR3(z,vy,2) kuten ndemme: Ensin
huomaamme, etti (2, a,3) ¢ (R3)V kaikillea € N.
Siten

N %s(2/z,3/z,a/Y) Rg(xa Y, Z)
kaikille a € N. Siten
N %5(2/1’,3/2) Hng(l‘, Y, Z)

Siten
W, VaVy3zR3(z,y, 2).

3. N s VavVyVeVu((R3(z,y,2) A Ri(z,y,u)) —
z = u) kuten ndemme: Ensin huomaamme, etti jos
(a,b,¢) € (RN ja (a,b,d) € (R3)N niin silloin
c=ab=delic=d.Siten

N Esajabyc/=djm) (R, y,2) A Ry (,y,u))
—z=u

kaikille a, b, ¢, d € N. Siten
N =, VavVyVavu((R3 (x,y, 2) A RS (z,y,u))

— z=u).

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

2.19.5 Tehtaviit

Tehtava 338 Kdyti semanttisia puita ja etsi malli kaa-
valle

FaVydz(R(x,y, 2) A ~VaeR(z,z,x)).

Tehtévi 339 Todista kdyttden semanttisia puita, etti
lause

VyVz(3x(R'(y) A R(2,y,2)) — (R'(y) A3z R(2,y, 2)))
on validi.

Tehtiva 340 Tutki seuraavaa lausetta

Va(P(c,d) = R(z,c,d)) — (P(c,d) = VaR(z, ¢, d)).

Pddittele onko lause validi, kontingentti vai ristiriita.
Jos lause on validi tai ristiriita, osoita tdmd kdyttden
luonnollista pddittelyd tai semanttisia puita (Katso kappa-
le[2.18). Jos lause on kontingentti, osoita timd kéiyttien
semanttisia puita (Katso kappale[2.17).

Tehtiava 341 Tutki seuraavaa lausetta

(R(e,d,e) VVzP(x)) = Va(R(z,d,e) V P(x)).

Pddittele onko lause validi, kontingentti vai ristiriita.
Jos lause on validi tai ristiriita, osoita tdmd kdyttden
luonnollista pddittelyd tai semanttisia puita (Katso kappa-
le 218). Jos lause on kontingentti, osoita timd kéiyttiien
semanttisia puita (Katso kappale[2.17).

Tehtiava 342 Tutki seuraavaa lausetta

Va(P(c,d) A R(x,c¢,d)) A Jx(P(e,d) — —R(z, ¢, d)).

Fddittele onko lause validi, kontingentti vai ristiriita.
Jos lause on validi tai ristiriita, osoita tdmd kdyttden
luonnollista pddttelyd tai semanttisia puita (Katso kappa-
le [2.18). Jos lause on kontingentti, osoita timd kéiyttien
semanttisia puita (Katso kappale[2.17).

Tehtivi 343 Tutki struktuuria M, joka muodostuu kol-
mesta unaarisesta predikaatista ja yhdestd 3-paikkaisesta
relaatiosta R alla olevan taulukon mukaan. Mallin uni-
versumi on {Anna, Joonas, Minna, Tero, Harri, Logiikka,
Algebra, 4,5}.
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=) P, P,
Anna Logiikka 5
Joonas  Algebra 4
Minna  Algebra 4
Tero Logiikka 4
Harri  Algebra 5

Mitkd seuraavista lauseista ovat totta struktuurissa M?

1. 3x3y((Po(x) APy(y) ATzFu(R(x, z,u) AR(y, 2, u)
Az = y))

2. JxFy((Pr(x) AP (y)AJzTu(R(z, 2, u) AR(z, y, u)
A~z =y))

3. JaxFy((Pe(x) APa(y) AJzTu(R(u, 2, 2) AR(u, z,y)
A~z =y))

2.20 Funktiot

Funktio késitteend on tuttu monesta paikasta, esimerkiksi,
e Analyysi: 3, sin(z), /1 + 22
e Algebra: 23, 71,

e Joukko-oppi: {(z,y) € R? : 2® = y}.

Jotta voimme kéyttda logiikkaa funktioiden tutkimises-
sa, otamme kayttoon funktiosymbolit.

My®6s usean muutujan funktiot ovat tuttuja, esimerkik-
si,

e Analyysi: xy, sin(x + y), sin(x)cos(y)

e Algebra: z -y, 27y

e Lineaarialgebra: 2o + 5y, 10z — y 4 22

e Joukko-oppi: {(z,y,2) € R? 1z +y = z}
Funktiosymbolien kéyttoonotto laajentaa logiikan

kayttokelpoisuutta, mutta samalla tekee logiikasta
monimutkaisemman, kuten tulemme nikeméain.
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2.20.1 Funktiosymbolit

Jotta voimme kayttdd logiikkaa funktioiden tutkimiseen,
esittelemme n-paikkaiset funktiosymbolit kun n > 0.
Vastedes aakkostoissa saa olla myos funktiosymboleja

o« F'FP ...

Tissd F* on n-paikkainen funktiosymboli. Kdytimme
F,F',G, G jne. lyhenteini funktiosymboleille.

Jos aakkostossamme on funktiosymboleja, tulkitsem-
me ndama symbolit odotetusti funktioina mairittelyjoukos-
sa:

Funktiosymboli /" tulkitaan mallissa M, jolla on
maidrittelyjoukko M, n-paikkaisena M :n funktiona, eli

(FMM . M™ = M

Huomaa, ettd namai funktiot ovat totaaleja, eli méadritel-
ty kaikkialla. Jos haluamme ottaa symbolin £} funktiota
1/ varten, reaalilukujen méirittelyjoukossa, meidin téy-
tyy médritelld F¢ myds, kun 2 = 0. Voimme esimerkiksi
mairitelld 1/0 = 0, mutta yleensid matematiikassa funktio
1/ nidhdién osittaisena funktiona, toisin sanoen funktio-
na joka ei ole madritelty kaikkialla.

Nyt kun meilld on funktiosymboleita voimme muodos-
taa uusia termeji:

o F(z),G(x,c)
o F(F(z)),G(F(x),c)
e jne.

Huomaa, ettd sallimme sisikkdiset funktiosymbolit,
kuten:

G(F(x),c).

Tamai antaa uutta elimii termien maailmaan. Ei ole endi
pelkkid vakioita tai muuttujia, voi olla my9s pitkid moni-
mutkaisia sisdkkiisid lausekkeita, kuten polynomeissa.
Huomaa: joissain termeissd ei ole muuttujia, kuten
G(F(c), ¢). Niité kutsutaan vakiotermeiksi.
Uusien termiemme avulla saamme uusia atomikaavoja

t=t

Esimerkiksi:
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Interpretation

t,"(s, ..., t, (s

F(ty,...,t,)"s)=
FM(t, "), ..t (s))

Kuva 2.25: Termin arvo.

o y=F(x).

» F(z) =G(y,y).

e G(z,y) = G(F(x),x).
F(G(z,y)) = G(F(x), F(y)).

2.20.2 Uusien termien arvot

Kuten vanhoilla termeilld x,, ja c, uusillakin termeilld ¢ on
arvo t™(s) kussakin mallissa ja tulkintafunktiossa:

o M(s) =M

o F(ty, ..., tn)M(s) = FMtM(s),..., t2M(s))

Kolmannessa tapauksessa, kun madrittelemme
F(ty,...,t,)™(s)n  arvon, miirittelemme en-
sin argumenttien, t1,...,%,, arvot, jolloin saamme
tM(s), ..., tM(s) ja sitten sovellamme niiti arvoja
funktiotsymbolia F' mallissa M tulkitsemaan funktioon

FM (katso Kuva[2.25).

Miaéritelmi 2.22 Uusien kaavojen toteutus on mddritel-
ty seuraavasti: M |=, t =t/ > tM(s) = t'(s).

Esimerkiksi:
M F(z) = G(F(2))

= FM(s(x)) = GM(FM(s(x))).

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

2.20.3 Kokonaislukujen rengas

Tarkastellaan mallia (Z,+,-), minkd universumissa on
positiiviset ja negatiiviset kokonaislukuvut ja funktioi-
na kokonaislukujen yhteenlaskulla ja kertolaskulla. Tdmi
saattaa olla matematiikan térkein malli! Sitd kutsutaan al-
gebrassa kokonaislukujen renkaaksi. Tédhén usein lisdtddn
vakiot 0 ja 1.

Olettakaamme, ettd n > 2. Onko olemassa kokonaislu-
kuja = , y ja z (kaikki > 0) siten, ettd 2™ + y" = 2"? Ei!
(Tété kutsutaan Fermat'n suureksi lauseeksi.)

2.20.4 Luonnolliset luvut ja seuraajafunk-
tio

Luonnollisten lukujen struktuuri, (N, s), missd S’'(n) =

n + 1 on luultavasti fundamentaalisin struktuuri matema-

titkassa. Usein lisdtddn O vakiona. Seuraajafunktion tar-
keitd ominaisuuksio ovat:

e S(n)=5(m) —n=m.
e Jos n > 0, niin on m jolle S(m) = n.

Tama struktuuri toteuttaa myos ns. induktioskeeman:
Olettakaamme, ettd A on kaava jossa on vakio 0 ja seu-
raajafunktio s(n) = n + 1. Silloin

on induktioaksiooma. Induktioskeema on kaikkien induk-
tioaksioomin joukko.

2.20.5 Termien vaikutus péittelyissa

Termit, joissa on funktiosymboleja, antavat uusia rajoi-
tuksia sijoituksiin ja kvanttiorisdéntdihin. Uudet rajoituk-
set nousevat luonnostaan siité, ettd jossain termissi saat-
taa olla monia muuttujia ja meiddn pitdd huomioida ne
kaikki.

Termi ¢ on vapaa muuttujalle x kaavassa A jos mikéin
muuttuja y joka esiintyy ¢:ssd ei muutu sidotuksi muut-
tujaksi sijoituksen jilkeen. Merkintdd A(t/x) kiytetdin
vain ja ainoastaan, kun ¢ on vapaa muuttujalle  kaavassa
A.

Voimme aina muuttaa A:n loogisesti ekvivalentiksi
kaavaksi A’ muuttamalla sidotut muuttujat siten, ettd ¢ on
vapaa muuttujalle x kaavassa A.


http://fi.wikipedia.org/wiki/Fermat%27n_suuri_lause
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Huomaa, ettd F'(z,y) ei ole vapaa muuttujalle = kaa-
vassa Vy(R(x,y) — P(y)), mutta se on vapaa muuttu-
jalle x loogisesti ekvivalentissa kaavassa Vz(R(x, z) —

2.20.6 Kvanttorien sdidnnot piittelyissa ja
semanttisissa puissa

Luonnollinen pééttely

Kun kiytetddn universaalikvanttorin eliminointisddn-
tod tai eksistenssikvanttorin tuontisddntéd luonnollisessa
paittelyssd, niin termin ¢ joka sijoitetaan muuttujaan x
tiytyy olla vapaa muuttujalle = kaavassa A. Koska funk-
tiosymbolin mukaan oton jidlkeen meilld on lisd4 termejd,
meidin tiytyy olla varovaisia ndiden sidédntdjen kanssa.

Semanttiset puut

Kun rakennamme semanttisia puita todistaaksemme
asioita predikaattilogiikassa, jossa on funktiosymboleja,
niin meidin tdytyy ottaa kaikki termit huomioon, myos
ne termit joissa on funktiosymboleja:

e Universaali:

Vz A VA
| |
A(t/x) —A(d/x)
Ensimmadisessd tapauksessa ¢ on miki tahansa termi
oksalla joka johtaa solmuun |7| Vx A, mutta £:n tdy-
tyy olla vapaa muuttujalle « kaavassa A. Toisessa ta-
pauksessa d on uusi vakio.

e Eksistentiaali:

dz A —dxA

| |
A(d/x) —A(t/x)
Ensimmaisessi tapauksessa d on uusi vakio. Toises-
sa tapauksessa ¢t on miké tahansa termi oksalla joka
johtaa solmuun Vz A, mutta taas kerran ¢:n tiytyy ol-
la vapaa muuttujalle = kaavassa A.

2Ei ole viirin valita termi ¢ joka ei esiintyy oksalla, mutta ei siiti
ole mitddn hyotyédkddn, koska titéd séddntod toistetaan aina kun uusi termi
ilmenee.

127

Esimerkki

Antakaamme semanttinen todistus lauseelle VaP(z) —
P(F(c))?

~(VeP(x) T P(F(c)))
VzP(x)

|
~P(F(c))

|
P(F(c))

Puun ainoa oksa sulkeutuu eli puu on semanttinen to-
distus kyseiselle lauseelle.

Funktiosymbolit tarvitsevat myos uusia identiteettiak-
sioomia. Haluamme voida sanoa, ettd jos meilld on kaksi
funktiota ja niiden argumentit ovat identtiset, niin silloin
myds niiden arvot ovat identtiset.

Uusi identiteettiaksiooma:

I7 Vap ... Ve, Yy .. Yy, (1 =i Ao ATy = yn) —
Fin(xlﬁ e 7xn) = Fin(yh cee ayn))

2.20.7 Ratkotut tehtiviit

Tehtidva 344 Tutki [uonnollisten lukujen struktuuria
funktiolla S(n) = n + 1 ja variolla 0. Todista seuraa-
va kaava

ng(_'ZO =0— 31’1(£E0 = S(l’l)))
kayttden induktioskeemaa.

Ratkaisu: Antakaamme A:n olla kaava -z = 0 —
z1(xg = S(x1)). Todistamme ensin A(0/z) eli =0 =
0 — Jz1(0 = S(x1)). Tdmi seuraa identiteettiaksioo-
masta Vz(x = x) helposti. Sitten, olettamme A ja joh-
damme A(S(IIJ())/Z‘Q) eli —\S(Jﬁo) =0—- 31‘1(5(%‘0) =
S(x1)). Tdmé on helppoa vaikka ei olettaisikaan A:ta.
Téten olemme todistaneet Vzg(—zg = 0 — Jx1(x9 =

S(x1)). Katso kuva[2.26]
O

Tehtéivi 345 Seuraava kaava on vahvempi versio identi-
teettiaksioomsta I7. Todista sen validisuus.

Var .. Ve, Vyr - Yy (k1 =1 Ao Ay = yn)
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(-0 = 0]
0=0A=0=0 _

——3z1(0 = S(x1))
311/'] (0 — S(ll))

AT

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

Va(z = x)

S(wg) = S(xo) o

E':El(S(;Lo) = S(l’l))

A(S(20)/x0)

0 =0— 32,(0 = S(z1)) A — A(S(z0)/70))
A(0/x0) Vao(A — A(S(x0)/x0)) o
A(0/x0) AVao(A = A(S(x0)/20)) B
Vao(—zo =0 — 3z (x0 = S(x1)))

Tissé padttelyssd B on induktioaksiooma (A(0/xzg) A Vao(A — A(S(x0)/x0))) — Yoo A

Kuva 2.26: Esimerkki induktion kdytostd.

—t=1t),
missd t' saadaan t:sti vaihtamalla 1 ja 1y, keskendicin,

o ja yo keskenddn, jne.

Ratkaisu: Jos ¢ on vakio, niin silloin ¢’ ja ¢ ovat identti-
set ja vdite on triviaali. Jos ¢ on jokin muu muuttuja kuin
T1,...,x, niin silloin ¢’ ja ¢ ovat taas identtiset ja viite
seuraa. Jos ¢ on muuttuja x;, silloin ¢’ on y; ja viite on
kiytdnnossd mallia z; = y; — x; = y; ja siis triviaali.
Meille jdi seuraava tapaus: t on F'(t1,...,tm).

Huomaa, ettd ¢ = F(t},...,t),) missd t; saadaan
t;:std vaihtamalla x; jay; (¢ = 1, ..., m). Meidén on ole-
tettava induktiohypoteesina, etté

Vay ... Ve,V .. Yy (1 =y Ao A2y = Yn)
—)ti :t;)

kaikille ¢ = 1,...,m. Sitten todistamme seuraavan vali-
diteetin:

Vay .. . Ve,Yyr oo Yyn((r =1 Ao Ay = yn)

%F(tla---vtm) :F(tlla""t{m))'

Olkoon M malli ja s tulkintafunktio. Olettakaamme,
ettd ay,...,an,b1,...,b, ovat sellaisia, ettid

M ':s’ (iEl Zyl/\.../\l‘n :yn)y
missid)
s'=s(ay...apby...by/T1 . TpY1 .. Yn)-

3s(ab/xy) tarkoittaa s(a/x)(b/y)

Nyt a; = b; kun¢ = 1,..., n. Induktiohypoteesin no-
jalla tM(s") = ¢2(s'). Siis M =g Fty,... tn) =
F(ty,...,t.).

Huomaa, ettd identtiaksiooman I7:n vahvemman ver-
sion validiteetti voidaan myos todistaa kayttiden luonnol-
lista pdittelyd tai semanttisia puita. O

2.20.8 Tehtiviit

Tehtava 346 Kdyti semanttisia puita luodaksesi seu-
raaavalle kaavalle malli.

VeR(x, F(x))V -VzR(z,x).

Tehtiava 347 Todista, ettii seuraava lauseen on validi
kayttden semanttisia puita:

Jz(P(c) vV P(F(x))) = (P(c) V 3yP(y))
Tehtiva 348 Tutki seuraavaa lausetta

Va(P(c,d) = R(x,c,d))
— (P(¢,d) = VzR(F(x),c,d)).

Ratkaise onko lause validi, kontingentti vai ristiriita.
Jos lause on validi tai ristiriita, osoita tdmd kdyttden
luonnollista pddittelyd tai semanttisia puita (Katso kappa-
le 218). Jos lause on kontingentti, osoita timd kéiyttiien
semanttisia puita (Katso kappale[2.17).
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Tehtiva 349 Tutki seuraavaa lausetta

(R(e,d) VY2 P(F(x))) = Vz(R(c,d) V P(x)).

Ratkaise onko lause validi, kontingentti vai ristiriita.
Jos lause on validi tai ristiriita, osoita tdmd kdayttden
luonnollista pddttelyd tai semanttisia puita (Katso kappa-
le [2.18). Jos lause on kontingentti, osoita timd kéyttien
semanttisia puita (Katso kappale[2.17).

Tehtiva 350 Tutki seuraavaa lausetta

VeP(F(x),x)V Jz—P(x, F(z)).

Ratkaise onko lause validi, kontingentti vai ristiriita.
Jos lause on validi tai ristiriita, osoita tdmd kayttden
luonnollista pddttelyd tai semanttisia puita (Katso kappa-
le [2.18). Jos lause on kontingentti, osoita timd kéyttien
semanttisia puita (Katso kappale[2.17).

Tehtivi 351 Olettakaamme, ettd L on aakkosta joka
koostuu vakiosymbolista ja 1-paikkaisesta funktiosymbo-
lista F. Olettakaamme, ettd M on L-struktuuri jolla on
universumi 7. = {...,—2,-1,0,1,2,...}, ™ = 0 ja
FM(a) = a + 1 kaikille a joukossa 7. Mitkéi Z.:n alkiot
ovat vakiotermien (kuten esimerkiksi c ja F(c)) arvoja?

Tehtiva 352 Olettakaamme, etti L on aakkosto joka
koostuu vakiosymboleista c ja d ja 2-paikkaisesta funk-
tiosymbolista F. Olettakaamme, ettii M on L-struktuuri
Jjonka universumi koostuu kaikista reaaliluvuista, M =
0,dM = 1ja FM(a,b) = a + b. Mitki alkiot ovat vakio-
termien (kuten esimerkiksi c ja F(c,c)) arvoja?

Tehtédva 353 Mitkd seuraavista termeistd
1. F(y)
2. F(z)
3. F(x)

ovat vapaita muuttujalle y kaavassa 3xVz(Ro(x,y) V
~VyRo(y,z))?

Tehtéivi 354 Seuraava “luonnollinen pddttely” kaaval-
leVy3zVaxR(z,y, x) kaavastaVyVxR(F (x),y, x) on vir-
heellinen. Mikd virhe siind on:
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VyVeR(F(z),y,x)
VaR(F(z),y, )
32VeR(z,y, )
Vy3zVzR(z,y, x)

Tehtéivi 355 Todista kéiiyttden semanttisia puita seuraa-
va kaava:

Vedy(R(F(x),z) — R(y,x)).
Tehtéivi 356 Anna luonnollinen pddttely kaavalle
VaIy(Ro(F(x),z) V R1(y, x))
oletuksesta
VaVy(Ro(y, ) V Ri(y, z)).
Tehtéiva 357 Todista
Vay .. Ve, Yy .. Vyu (1 = A AZy = yp) = E =

missd t' on saatu muuttujasta t vaihtamalla x; ja y; kes-
kenddn (1 = 1,...,n). Kdytd identiteettiaksioomia 11-17
Jja luonnollista pddittelyd tai semanttista todistusta.

2.21 Isomorfismi

Logiikan iskulause on: “Struktuuri on kaikki kaikessa —
alkiot eivit ole mitdiin.” Tétd voisi verrata shakkiin. Peli-
nappulat voivat olla puisia tai marmorisia, mutta itse pe-
liin se ei vaikuta. Samaan tapaan on outoa kysyéd mistd
luonnolliset luvut, 0,1, 2, ..., on “tehty”. Ainoa milld on
merkitystd on se, ettd O on pienin, sitten tulee 1, sitten 2
jne.

Isomorfismi liittyy tdhdn ilmioon. Struktuurilla on
enemmin merkitystd, kuin sen alkioilla!

Tahén liittyvé fakta on se, ettd voimme piirtdd kuvan
struktuurista monella (isomorfisella) tavalla. Esimerkiksi,
verkolla saattaa olla kaksi hyvin erilaista (mutta isomor-
fista) esitystapaa.
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Alla nikyvid kuva ndyttdd esimerkin isomorfismista
kahden ylld olevan verkon vililla:

Kuva 2.27: Isomorfismi

Kuvassa[2.28|on neljd isomorfista yksipaikkaista struk-
tuuria ja indikaatio siitd millaisia niiden isomorfismit
ovat.

2.21.1 Tarkka mairitelmi verkoille

Emme ole vield maédritellet mitd tarkkaan ottaen tarkoi-
tamme isomorfismilla. Nyt annamme tarkan méaéritelmin
verkoille. Mydhemmin kisittelemme muita struktuureja.

Madritelmé 2.23 L olkoon verkkoja aakkosto {E}. OI-
koot M ja M’ kaksi verkkoa. Sanomme ettdi kuvaus f on
isomorfismi M — M’ jos

ISO1 | kuvaa M:n universumin alkiot M’:n universu-
min alkioille.

ISO2 Jokainen M’ :n universumin alkio on kuva téismdil-
leen yhdestd M:n universumin alkiosta.

ISO3 Jos a ja b kuuluvat mallin M universumiin, niin
aEMb jos ja vain jos f(a)EM f(b).

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

Ehto ISO2 tarkoittaa, etti f on bijektio M — M’.
Kuva [2.27] on esimerkki bijektiosta joka toteuttaa ehdot
ISO1—ISO3.

Nyt ndytimme, ettd tismélleen samat lauseet ovat to-
sia isomorfisissa verkoissa. Koska lauseen totuus méiéri-
telldfin sen mukaan miten tulkintafunktio toteuttaa kaa-
van, kiaytamme induktiota kaavoissa, lausekkeiden sijaan.

Esittelemme konjugaatin kisitteen hyodyllisend apuka-
sitteend, jotta tuleva todistus olisi helpompi ymmaértda.

Mairitelmé 2.24 Olkooon f on isomorfismi verkosta M
verkkoon M'’. Olkoon s tulkintafunktio verkkolle M ja
s' verkkolle M'. Silloin s ja s' ovat konjugaatteja f:n
suhteen jos kaikille alkioille x pitee s'(x) = f(s(x)).
Katso Kuva

Proposition 2.25 Jos s ja s’ ovat konjugaatteja, niin kai-
kille kaavoille A:

M =, Ajos javain jos M' =g A.

Proof:

Tapaus 1: A on kaava = = y. M kg A implikoi
s(x) = s(y), mikd taas implikoi f(s(x)) = f(s(y))
ISO1:n nojalla, timé taas implikoi s'(z) = s’(y) kon-
jugaation nojalla, miki lopulta implikoi M’ =, A. Toi-
sinpdin, M’ =, A implikoi s’'(z) = $'(y), joka puoles-
taan implikoi f(s(z)) = f(s(y)) konjugaation nojalla, ja
tamd implikoi s(z) = s(y) ISO2:n nojalla, miki lopulta
implikoi M |= A.

Tapaus 2: A on atomikaava zFy. M s A
implikoi s(z)E™s(y), joka taas puolestaan implikoi
f(s(x))EM f(s(y)) 1SO3:n nojalla, timi taas impli-
koi s'(z)E™M’s'(y) konjugaation nojalla, miki lopulta
implikoi M’ |4 A. Toisinpdin, M’ |y A implikoi
' () EM s (y), miki taas implikoi f(s(x))E™M' f(s(y))
konjugaation nojalla, ja timi implikoi s(z)EMs(y)
ISO3:n nojalla, miki lopulta implikoi M =, A. .

Tapaus 3: A on =B ja viite on jo todistettu kaikille mah-
dollisille B:lle ja kaikille konjugaateille s ja s’ (Induktio-
oletus). M =, A implikoi M (£, B, joka taas puo-
lestaan implikoi M’ }~¢ B induktio-oletuksen nojalla,
ja vihdoin saamme M’ =, A. Toisinpdin, M’ 4 A
implikoi M’ (£, B, joka puolestaan induktio-oletuksen
nojalla implikoi M 4, B, jolloin vihdoin saamme

M E, A.
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Universe = 0,1‘,\2,3,4}
PoM={4} \
1

Universe = {10,11,12,13,14}
PoM={12}
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H Universe = {0,1,2,3,4}
1 PM={1}
1

Universe = {a,b,c,d,e}
Po={a}

Kuva 2.28: Nelja isomorfista yksipaikkaista struktuuria.

Tapaus 4: Aon BAC,BVv(C,B — Cta B < C.
Oletamme Induktio-oletuksena, ettd viite on jo todistettu
B:lle ja C'lle ja konjugaateille s ja s’

Tapaus 5: A on Jz B. Olettakaamme induktio-oletuksena,
ettd viite on jo todistettu B:lle ja kaikille konjugaateille
s ja s'. Olettakaamme sitten, ettd M =5 A. Tdmi impli-
koi M |=4(q/2) B jollekin a:lle. Huomaa, ettd s(a/x) ja
s'(f(a)/x) ovat konjugaatteja! Induktio-oletuksen nojalla
M =y (5(a)/x) B- Titen M’ |=y,/,) B jollekin blle,
joka taas implikoi M’ =5 A.

Olettakaamme sitten, ettdi M’ =, A. Tdmi impli-
koi M" =3/, B jollekin b:lle. ISO2:n nojalla voim-
me sanoa, ettd on olemassa a jolloin f(a) = b. Huo-
maa, ettd molemmat s(a/x) ja s’(b/x) ovat konjugaat-
teja. Induktio-oletuksen nojalla M [,/ B. Joten
M Eg(a/z) B jollekin a:lle josta voimme johtaa, ettid
Tapaus 6: A on YV B. Induktio-oletuksena voimme olet-
taa, ettd viite on jo todistettu B:lle ja kaikille konjugaa-
teille s ja s’ (Loppu jéd harjoitustehtiviksi.)

Olemme todistaneet, etti M |=; A jos ja vain jos
M’ s Akun M ja M’ ovat isomorfisia verkkoja ja
s ja s’ ovat konjugaatteja. O

Kun oletamme, ettid A on lause voimme unohtaa tulkin-
tafunktion ja todeta, ettd M |= A jos ja vain jos M’ = A.
Erityisesti, on mahdotonta erotaa verkkoa ja sen isomor-
fista kopiota kdyttamailld predikaattilogiikan lauseita.

Emme voi sanoa mitdidn verkon solmuista, paitsi ovat-
ko ne identtisid vai ei, ja ovatko ne naapureita vai
ei. Olettakaamme esimerkiksi, ettd M:n universumi on
{0,1,2,3,4} ja EM = {(0,1)} ja, ettd M’:n universu-
mi on {10, 11,12,13,14} ja EM = {(12,13)}. Mikéin
lause A ei voi “sanoa”, ettdi M:n ja M’:n solmut eivit
ole samoja tai, ettd verkon ainoa reuna on “eri paikassa”
M:ssd kuin M :ssé.

Kaikki ylld mainittu voidaan tehdd milld tahansa mie-
livaltaisella aakkostolla. Sitd ei ole milldén tavalla rajattu
verkkoihin.

2.21.2 Ratkotut tehtiviit

Tehtéivi 358 Mitkd seuraavista verkoista ovat isomorfi-
sia?
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" Assignment
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Isomorphism )

Conjugate

li

‘ Conjugacy
~_condition _—

X M’

variables

Kuva 2.29: Konjugaatti
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&

Ratkaisu: Kaksi ylimmadistd ovat isomorfisia muut eivit

ole kuten kuvasta nikee.
@
é :\\j B L
Not isomorphic g

Tehtéivi 359 Mitkd seuraavista funktioista ovat isomor-
fisia?.

Isomorphic

Not isomorphic
o1ydiowost 10N

Ratkaisu: Funktio f ei ole isomorfismi koska se ku-
vaa vasemmanpuoleisimman reunan loppupisteet solmui-
hin jotka eivit ole naapureita. Funktio g on isomorfismi
minké nikee jos kdy kaikki reunat lapi. Funktio h ei ole
isomorfismi koska yksi solmu oikealla puolella on kah-
den vasemmanpuoleisen solmun kuva. Lopulta funktio ¢
on isomorfismi mink& nikee jos kiy kaikki reunat ldpi. O
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Tehtéivi 360 Todista, ettd isomorfismi sdilyttdd totuu-
den unaarisissa struktuureissa kdyttden seuraavaa mdd-
ritelméici: Olkoon L aakkosto {Pi,...,P,}, missd jo-
kainen P; on unaarinen. Olkoon M:n ja M'’:n kaksi
L-struktuuria. Sanomme, ettd kuvaus f on isomorfismi
M = M jos

ISO1 [ kuvaa M:n universumin alkiot M’ :n universu-

min alkioille.

ISO2 Jokainen M’ :n univerusmin alkio on kuva yksikdi-
sitteisestd M :n universumin alkosta.

ISO3 Jos a on M:n universumissa niin silloin P (a)
jos ja vain jos PM'(f(a)).

Ratkaisu: Meidin tiytyisi ndyttdd, ettd samat lauseet pa-
tevdt isomorfisissa unaarisissa struktuureissa. Kdytdmme
induktiota kaavojen suhteen. Konjugaatin konsepti on jil-
leen hyodyllinen.

Todistamme: Jos M ja M’ ovat isomorfisia ja s ja s
ovat konjugaatteja, kaikille kaavoille A pitee: M =4 A
jos ja vain jos M’ =g A.

Tapaus 1: A on kaava x = y. Kuten ennenkin: M |=,
A implikoi s(z) = s(y) mikd implikoi f(s(z)) =
f(s(y)) ISOIL:n nojalla, ja tdimé implikoi, ettd s'(z) =
s’ (y) konjugaatin nojalla, mikd lopulta implikoi M’ =/
A. Toiseen suuntaan M’ =, A implikoi s'(x) = §'(y)
mikd implikoi f(s(z)) = f(s(y)) konjugaation nojalla, ja
tdstd seuraa ettid s(x) = s(y) ISO2:n nojalla miki lopulta
implikoi M |=4 A.

Tapaus 2: A on atomikaava malliin P;(z). M =5 A
implikoi s(x) € PM miki implikoi f(s(z)) € PM
1SO3:n nojalla timi implikoi s'(x) € P’ konjugaation
nojalla implikoi ettd M’ =, A. Piinvastoin M’ =4 A
implikoi §'(z) € PM’ miki implikoi, etti f(s(z)) €
PZ-Ml konjugaation nojalla ja timi implikoi ettd s(x) €
PM 1SO3:n nojalla miki lopulta implikoi M =4 A.

Tapaus 3: A on —B ja viite on jo todistettu kaavalle
Bja kaikille konjugaateille s ja s’ (Induktio-oletus). ku-
ten ennenkin: M =, A implikoi M s B mikid impli-
koi M’ £, B Induktio Oletuksen nojalla aj timi lopul-
ta implikoi M’ =, A. Pidinvastoin M =, A implikoi
M}~y B miki implikoi M P44 B Induktio Oletuksen
nojalla ja tdimé lopulta implikoi M = A.

Tapaus 4: Aon BAC,BVC,B — Ctai B «+ C.
Induktio-oletuksena oletamme, ettd lause on jo todistettu
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B:lle ja C:lle ja konjugaateille s ja s’. (Loppu jéi harjoi-
tustehtédviksi.)

Tapaus 5: A on JzB. Olettakaamme, ettd viite on jo
todistettu kaavalle B ja kaikille konjugaateille s ja s’
(Induktiooletus). Kuten ennenkin: Olettakaamme ensin,
etti M =, A. Tistd seuraa M |=4,/) B joillekin
a. Huomaa, etti s(a/x) ja s'(f(a)/x) ovat konjugaatte-
ja! induktio-oletuksen nojalla M’ =g/ (f(q)/z) B- Tdten
M =4 (b2 B joillekin b. Tisti seuraa M’ =, A.

Olettakaamme sitten, ettdi M’ =, A. Téstd seuraa
M ):S/(b/x) B joillekin b. ISO2:n nojalla on olemassa a
siten, ettd f(a) = b. Huomaa, etti s(a/x) ja s’'(b/x) ovat
konjugaatteja! Induktio-oletuksen nojalla M |=,(4/2) B.
Titen M =4, /) B joillekin a. Tdstid seuraa M =, A.

Tapaus 6: A on VxB. Olettakaamme, ettd viite on
jo todistettu kaavalle B ja kaikille konjugaateille s ja
s" (Induktio-oletus). Yksityiskohdat jd#viit harjoitustehti-
viksi.

Olemme todistaneet, etti M =5 A jos ja vain jos
M’ =g Akun M ja M’ ovat isomorfisia unaarisia struk-
tuureja ja s ja s’ ovat konjugaatteja. Kun oletamme, etti A

on lause voimme pudottaa tulkintafunktion ja todeta, ettid
M = Ajos ja vain jos M’ |= A.

Erityisesti, isomorfisia unaarisia struktuureja ei voi
erottaa predikaattilogiikan lauseella.

Jos aakkosto L on {P}, missi P on unaarinenpre-
dikaattisymboli, emme voi sanoa lauseella, mitkd alkiot
kuuluvat joukkoon P, vain, kuinka monta alkiota jouk-
koon kuuluu olettaen, ettid niitd on ddrellinen maird. Ta-
maén voi nihdi seuraavasti. Olettakaamme, ettd M:n uni-
versumi on {0,1,2,3,4}, PM = {0} ja, etti M”:n uni-
versumi on {0,1,2,3,4}, PM = {1}. Nyt M ja M’
ovat isomorfisia. Mikiin lause A ei “sano”, ettd M:1ld
ja M’:11a on jokin ero. O

2.21.3 Tehtavit

Tehtéivi 361 Mitkd alla nékyvistd verkoista ovat isomor-
fisia ja mitkd eivdt?

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

M,

M,

Tehtava 362 Mitkd alla ndkyvistd verkoista ovat isomor-
fisia ja mitkd eivdt?

M,

Tehtidvi 363 Todista, ettii jos verkko M on isomorfinen
verkon M’ kanssa ja verkko M’ on isomorfinen verkon
M kanssa niin silloin verkot M ja M" ovat isomorfisia.

Tehtivi 364 Todista, etti jos verkko M on isomorfinen
struktuurin M kanssa niin silloin myds M’ on verkko.

Tehtava 365 Todista, ettd jokainen verkko jossa on 10
solmua on isomorfinen sellaisen verkon kanssa jolla on
{1,2,...,10} universuminaan.

2.22 Lisaa isomorfismista

Tahédn mennessd olemme keskustelleet isomorfismin ké-
sitteestd vain suhteessa verkkoihin ja 1-paikkaisiin predi-
kaatteihin. Katsokaamme nyt tilannetta missd meilld on
aakkosto jossa on pelkistddn yksi 1-paikkainen funktio
symboli. Alla on kuva 1-paikkaisen funktion struktuuris-
ta:

Kuten verkkojenkin kanssa, yhdelld I-paikkaisella
funktiolla saattaa olla monia eri esitysmuotoja:
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oS

Kuva 2.30: 1-paikkaisten funktioiden isomorfismi.

e

Kuva [2.30] osoittaa, etté nimé kaksi kuvaa kuvaavat to-
dellakin isomorfisia 1-paikkaisia funktioita.

2.22.1 Tarkka maéairitelmia struktuureille
joissa on funktioita.

Yrittdkddmme nyt antaa tarkka médritelma:

Miiritelmé 2.26 Olkoon L:n aakosta {G}, missi G on
1-paikkainen funktiosymboli. Olkoon M:n ja M':n kak-
si L-struktuuria. Sanomme, ettd kuvaus f on isomorfismi

M — M jos

ISO1 f kuvaa mallin M universumin alkiot mallin M’
universumin alkioille.
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ISO2 Jokainen M’ :n univerusmin alkio on kuva yksiki-
sitteisestd M :n universumin alkosta.

ISO3 Jos a ja b kuuluvat M mallin universumiin, niin
b= GM(a) jos ja vain jos f(b) = GM (f(a)).

Huomaa: ISO3 sanoo, etti f(GM(a)) = GM'(f(a))
kaikille a:n arvoille.

Esimerkki isomorfisesta struktuurista jossa oli 1-
paikkainen funktio nikyy Kuvassa[2.30}

2.22.2 Isomorfismi siilyttia totuuden

Todistamme, ettd samat lauseet ovat tosia isomorfisissa L-
struktuureissa, my0s 1-paikkaisten funktioiden kohdalla.
Kiytdimme induktiota kaavojen suhteen.

Muistelkaa tulkintafunktioiden konjugaation kisitettd
Miiritelmissi [2.24] ja Kuvassa [2.29} Olettakaamme, etté
f on M ja sen isomorfinen kuva M’. Olettakaamme, etti
s on M:n tulkintafunktio ja s’ on M’:n tulkintafunktio.
Tilloin s ja s’ ovat konjugaatteja suhteessa isomorfismiin
£, jos kaikille muuttujille z, s'(z) = f(s(z)).

Todistamme ensin alustavan lemman:

Lemma 2.27 Jos s ja s’ ovat konjugaatteja, niin silloin
kaikille termeille t:

F(EM(s)) = ().

Proof:

Tapaus 1: ¢ on vakio c¢. Tdmé ei ole mahdollista koska
aakkostomme L ei télld kertaa sisélld vakio symboleja.
Tapaus 2: £ on muuttuja x. Nyt konjugaation nojalla

FEM(s)) = fa™(s))
= f(s(x)) = 8'(z) = tM(s").

Tapaus 3: ¢ on funktiotermi G(¢’). Oletamme induktio-
oletuksena, etti

F(EM(s)) = ()
. Nyt ISO3:n nojalla
FM(s)) = F(GEX)M(s))

— FGMEM(s))) = GM (F((s)) = GM (™M (s))
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d

Nyt totuuden sdilyminen:

Proposition 2.28 Jos s ja s’ ovat konjugaatteja, niin sil-
loin kaikille kaavoille A: M =5 A jos ja vain jos
M =y A

Proof: Tapaus 1: A on yhtilo t = t'. M =, A implikoi
tM(s) = 17(s),
miké ISO1:n nojalla implikoi

M
FEM(s)) = f(t"(s)),
joka taas Lemman nojalla implikoi

Mgy = M (),

mistd voidaan lopulta johtaa M’ =, A. Toisinpiin,
M’ =4 A implikoi

() =),
misti taas voidaan johtaa, ettd lemman nojalla, ettd
FEMs)) = £ (s)).
ISO2:n nojalla tdstd voidaan taas johtaa, ettd
tM(s) = t™M(s)

joka implikoi M =, A.

Tapaus 2: A on —B ja viite on jo todistettu B:lle
ja konjugaateille s ja s’ (Induktio-oletus). Kuten ennen:
M =, Aimplikoi M £, B, misti taas voidaan joh-
taa induktio-oletuksen nojalla M’ (s B, josta lopulta
johdetaan M’ =,/ A. Toisinpdin, M’ =, A implikoi
M’ Vs B, mistd induktio-oletuksen nojalla voidaan joh-
taa ettd M =, B, joka viimein implikoi M =, A.

Tapaus 3: Olettakaamme, ettd viite on jo todistettu
B:lle ja C'lle ja konjugaateille s ja s’ (induktio-oletus).
Silloin viite pitee lausekkeille BAC, BV C, B — C'ja
B « C. (Tehtiv)

Tapaus 4: A is JzB. Olettakaamme, ettd viite on jo
todistettu B:lle ja konjugaateille s ja s’ (induktio-oletus).
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Kuten ennen: Olettakaamme ensin, ettdi M =, A.
Tasti voimme johtaa, ettdi M |=,4/,) B jollekin
A:lle. Huomaa, etti s(a/x) ja s'(f(a)/x) ovat konju-
gaatteja! Induktio-oletuksen nojalla voimme johtaa, ettd
M Eya)e) B. Titen M =43/ B jollekin b:lle. Tastéd
seuraa M’ =, A.

Olettakaamme nyt, ettd M’ =, A. Tésti voidaan joh-
taa, ettd jollekin b:lle M" =,/ (/) B.1SO2:n nojalla on
olemassa a ja b jolloin f(a) = b. Huomaa, etti s(a/x)
ja s’ (b/x) ovat konjugaatteja! Induktio-oletuksen nojalla
voimme johtaa M |=(,/2) B. Titen M |=4(4/2) B jol-
lekkin a:lle. Téstd voimme johtaa M =, A.

Tapaus 5: A is VzB. Olettakaamme, ettd viite on jo
todistettu B:lle ja konjugaateilla s ja s’ (induktio-oletus).
Yksityiskohdat jitetty harjoitustehtdviksi.

O

Olemme todistaneet, etti M =, A jos ja vain jos
M’ g A, kan M ja M’ ovat isomorfisia L-struktuureja
ja s ja s’ ovat konjugaatteja. Kun oletamme, ettd A on
lause, voimme unohtaa tulkintafunktion ja todeta M = A
jos ja vain jos M’ = A.

Erityisesti, on mahdotonta erottaa isomorfisia L-
struktuureita kayttamalld predikaattilogiikan lauseita.

2.22.3 Esimerkki

Emme voi sanoa mitddn L-struktuurin alkioista, L =
{G}, paitsi mitd voidaan esittid funktion G avulla. Kat-
sotaan kahta mallia:

M: M:n universumi on {0, 1,2,3,4}, GM(a) = 0 kai-
kille a:n arvoille.

M'’: M’ universumi on {0,1,2,3,4} , GM (a) = 1
kaikille a:n arvoille.

Mikiin lause A ei voi “sanoa”, etti vakiofunktiot G™M
ja GM ovat erilaisia koska funktio f(0) = 1, f(1) =
0, f(a) = ajos a € {2, 3,4} on isomorfismi M — M’.

2.22.4 Nyt yleinen tapaus

Kaikki yllimainittu voitaisi tehdd milld tahansa aakkos-
tolla — se ei ole millddn lailla rajoittunut yksinomaan
verkkoihin, 1-paikkaisiin predikaatteihin tai 1-paikkaisiin
funktioihin rajoittunut. Isomorfismin yleinen mééritelma
on seuraava:
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Mairitelmé 2.29 Olkoon L aakkosto. Olkoon M:n ja
M'’:n kaksi L-struktuuria. Sanomme, ettii kuvaus f on
isomorfismi M:sti M’ :ddin jos

ISO1 f kuvaa alkiot M mallin universumin alkiot M’
mallin universumin alkioille.

ISO2 Jokainen M’:n univerusmin alkio on kuvaa yksi-
kéisitteisestd M :n universumin alkosta.

ISO3 On kolme tapausta:

1. Jos c on vakio symboli L:ssd, niin silloin f(c™) =
M/
M

2. Jos R} on L:ssd, niin silloin

(a1,...,an) € (RHM jos ja vain jos
(f(al)v R f(an)) € (R?)M/

pitee kaikille a1, . . . , a, M:n universumissa.

3. Jos F]* on L:ssd, niin silloin yhtdlo

can)) = (FYM (flar),..., flan))

., ap M:n universumissa.

F(EMH(ay, ...

pdtee kaikille a1, . .

2.22.5 Jarjestetyt joukot

Tarkastellaan aakkostoa L = {<}. L-struktuurit jotka
toteuttavat jarjestysaksioomat ovat nimeltdédn jérjestetty-
ji joukkoja. Adrelliset jdrjestetyt joukot, joissa on sama
miird alkioita, ovat isomorfisia. Seuraavat nelji jérjestet-
tyd joukkoa eivit ole isomorfisia keskenddn: Kokonaislu-
vut, positiiviset kokonaisluvut, rationaaliluvut ja reaalilu-
vut. Miksi ne eivit ole isomorfisia? Positiivisissa koko-
naisluvuissa on pienin alkio (0), kun taas muissa joukois-
sa ei ole. Kokonaisluvuissa jokaisella alkiolla on viliton
seuraaja, kun taas rationaali ja reaaliluvuissa ei ole. Ratio-
naaliluvuissa ei ole mitdén alkiota a siten, etti b < a < ¢
kaikille rationaaliluvuille b ja ¢ missd b? < 2 ja c? > 2
kun taas reaaliluvuissa on, nimittdin v/2.

2.22.6 Ratkotut tehtivit

Tehtivi 366 Mitki seuraavista struktuureista joilla on
unaarinen funktio ovat isomorfisia? Mitkd lauseet erot-
tavat epdisomorfiset struktuurit?
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Samaan tapaan, kaksi struktuuria vasemmalla ovat iso-

morfisia:
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Miettikddmme miké olisi lause joka erottaisia vasem-
man puoleiset struktuurit oikean puoleisilta ja titen teki-
si niiden isomorfisuudesta mahdottomuuden. Vasemmalla
puolella jokainen alkio on kuva vain ja ainoastaan yhdestd
alkiosta, kun taas jotkut oikean puolen alkiot ovat kahden
eri alkion kuvia. Tédten lause joka on tosi molemmissa oi-
keanpuoleisissa struktuureissi, muttei kummassakaan va-
semman puoleisessa struktuurissa, on:

JrIy(F(z) = Fy) A -z =y).
O
Tehtéivi 367 Mitkd seuraavista struktuureista joilla on

unaarinen funktio ovat isomorfisia. Mitkd lauseet erotta-
vat ei isomorfiset struktuurit?
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M Luonnolliset luvut varustettua funktiolla g(a) = a
jos a on parillinen ja g(a) = 1 muuten.

M/’ Luonnolliset luvut varustettua funktiolla ¢'(a) = 0
jos a on parillinen ja ¢'(a) = a muuten.

M": Luonnolliset luvut varustettua funktiolla g (a) = 0
jos a on parillinen ja g" (a) = 1 muuten.

Ratkaisu: Ensimméiset kaksi mallia ovat isomorfisia ku-
ten funktio f(2n) = 2n + 1, f(2n + 1) = 2n ndyttds.
Tarkistakaamme tima: Olettakaamme, ettd a on luonnol-

linen luku. Silloin @ = 2n tai a = 2n + 1 jollekin n.
Ensimmaisessd tapauksessa saamme seuraavan tuloksen:

F(G@™M) = F(GEn)M) = f(g(2n)) =
=f(2n)=2n+1
ja
G(f(@)™ = G(fen)M = G2n+ 1M =
=¢(2n+1)=2n+1.
Toisaalta jos @ = 2n + 1 saamme seuraavan tuloksen:
F(G@™M) = F(GEn+1)M) = f(g(2n+1)) =
= f(1)=0
ja
G(f(@)™ = G(f2n+1)M = GEnM =
=4 (2n) = 0.

Malli M” ei ole isomorfinen kahden ensimmdisen
kanssa. Esimerkki lauseesta joka erottaisi nama olisi

JrIYV2(G(2) =2V G(2) = y).

Tami lause on selvisti totta mallissa M”/, muttei malleis-

saMjaM'. O

LUKU 2. PREDIKAATTILOGIIKKA

2.22.7 Tehtavit

Tehtava 368 Mitkd seuraavista struktuureista, joilla kai-
killa on unaarinen funktio, ovat isomorfisia ja mitkd ei-
vdit?

M,
M,
[ ]
M; i

Tehtava 369 Mitkd seuraavista struktuureista, joilla kai-
killa on unaarinen funktio, ovat isomorfisia ja mitkd ei-

vdat?

Tehtidva 370 Olettakaamme, ettidi M on struktuuri ja s
on tulkintafunktio struktuurille M. Olettakaamme, ettd f
on yksi isomorfismi mallista M malliin M’. Néytd, ettii
on yksi ja vain yksi tulkintafunktio s’ siten, ettdi s ja s' ovat
konjugaatteja suhteessa f.

Tehtava 371 Ndytd tarkasti, ettd seuraavat jdrjestetyt
Joukot ovat kaikki ei-isomorfisia keskendidin:

1. Kokonaisluvut.
2. Positiiviset kokonaisluvut.
3. Rationaaliluvut.

4. Reaaliluvut.

Tehtiava 372 Todista mielivaltaisella aakkostolla, ettd
isomorfiset struktuurit toteuttavat samat lauseet.
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Tehtiivd 373 Olkoon L aakkosto {R} missi {R} on bi-
nddrinen predikaattisymboli. Tarkastellaan L-struktuuria
M minkdi universumi on kaikkien rationaalilukujen jouk-
ko (esimerkiksi murtoluvut muodossa m/n, missi m ja
n ovat kokonaislukuja ja n # 0) ja missi R™ on kaik-
kien parien (a,b) joukko siten, etti a < b. Olkoon M’:n
L-struktuuri jonka universumi on kaikkien rationaalilu-
kujen # 0, joukko ja missi R™ on taas kaikkien parien
(a,b) joukko siten, etti a < b. Ovatko struktuurit M ja
M’ isomorfisia vai ei? (Tdimdi tehtivi on muita hieman
haastavampi.)
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