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VARIANSSI (JATKUU)
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Epareilun kolikon varianssi

Diskreetti satunnaismuuttuja joukossa {0, 1},

P(X=0)=q
P(X=1) = p

p+g=1

jos X=0

jos X=1

Odotusarvo: pn=E(X)=qgq-0+p-1=p / /

Poikkeama
Nelibpoikkeama

Var(X) =

kevat 2014

(X—H) on joko —p tai (1-p)

Z=(X-u)?>  onjoko (-p)? tai (1-p)?

E(Z) =q-(-p)? +p - (1-p)?

= gp?
= pg.
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Summan varianssi, riippumattomat muuttujat

Olkoon S =X +Y.
Osataan tietysti laskea E(S) = E(X) + E(Y)
Lasketaan auki Var(S).

Kaava sievenee kummasti, jos pystytaan kayttamaan
rippumattomien muuttujien tulokaavaa E(XY) =
E(X) E(Y)

—>Lause 3.2.5(lii) (sivu 83)

Sovellutus: Binomijakauman varianssi npg
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Helppoja hajonnan ominaisuuksia

Tuominen s. 83: Lause 3.2.5

e Eraissa jakauman muunnoksissa on helppo(?)
paatella, mita hajonnalle tapahtuu

e Vakion lisaaminen: Hajonta el muutu

 Vakiolla kertominen: Hajonnalle sama kerroin
(tal itseisarvo, jos vakio on negatiivinen)

o Kahden riippumattoman sm:n summa:
varianssit voli laskea yhteen

(hajontoja ei voi laskea yhteen — hajonta on varianssin nelidjuuri)
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Eraiden jakaumien tunnuslukuja

Jakauma Odotusarvo Hajonta
Tas(0, 1) 1/2 1/12
Tas(a, b) (a+h) /2 (b-a) / V12
N(O, 1) 0 1

N(u, o2) u o

Exp(1) 1 1

Exp(A) 1/A 1/A

Naisséa kaikissa "yleinen jakauma” saadaan "perusjakaumasta” jollain
venytyksella (vakiokerroin) ja siirrolla (vakiolisays), ja tama nakyy
tunnusluvuissakin edella opitulla tavalla.

Hajonta on yleensa helpommin ymmarrettava tunnusluku kuin varianssi

(varianssia kaytetaan lahinna eraiden laskukaavojen, kuten summakaavan takia)




Vakiokerroin ja vakiolisays

e Puhelinpalvelun jonotusaika minuutteina X ~ Tas(0, 10)
E(X) = (0+10)/2 =5.00 min
D(X) =10 - \(1/12) =2.89 min
D(X) voidaan esim. laskea integroimalla; tai muistaa kaava Tas(a,b):lle;
tai paatella Tas(0,1)-jakauman hajonnasta, joka on 1/412 = 0.289

« Vakiokerroin: jonotus maksaa 0.20 €/min, hintaY = 0.2-X
E(Y) = 0.2 - E(X) =0.2-5 =1.00 € sama kerroin
D(Y)=0.2-D(X) =0.2-2.89 =0.58¢€ sama kerroin

e Vakiolisays: puheluaika 3 min, kokonaisaika Z = X+3
E(Z) = E(X)+3 =5+3 = 8.00 min sama lisays
D(Z) = D(X) =2.89 min hajonta ei kasva!



Odotusarvon ja varianssin kaavoja

Muunnos

Odotusarvo (Lause 3.1.1)

Varianssi (Lause 3.2.5)

vakion lisays

EX+b)=EX)+b

Var(X + b) = Var(X)

vakiokerroin

E(aX) =a - E(X)

Var(aX) = a2 - Var(X)

sm:ien summa

E(X+Y) = E(X) + E(Y)

Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)
josX ]l Y

sm:ien tulo E(XY) = E(X) - E(Y)
josX Y

yleinen -

muunnos E[g(X)]= j g(x) f (x)dx

9(X)

(Lause 3.1.8)




SUURTEN LUKUJEN LAKI
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Mihin pyritaan

 Olemme empiirisesti huomanneet, etta otoksen histogrammi
muistuttaa jakauman tiheysfunktiota.

* Voisiko otoksen avulla arvioida myos tunnuslukuja, esim.
jakauman odotusarvoa?

 [Imeinen ehdokas olisi otoksen aritmeettinen keskiarvo.
MATLAB: sum(x)/n tai mean(x)

« Todistetaan lause, jonka mukaan otoskeskiarvo on "pitkan
paalle” todennakdisesti hyva arvio odotusarvolle.
— Yritetdan tehda tama yleisesti (monille eri jakaumille)
— Ajatellaan ensin erikoistapausta: Bernoullin lausetta
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Kohtl Bernoullin lausetta wominens. s

Toistokoe, n toistoa tn:lla p
Z. = onnistumisten lukumaara

f, = onnistumisten osuus =Z, /' n

Tiedetdan vanhastaan, etta: Z, ~ Bin(n, p)

Siispa onnistumisten maaran odotusarvo on np ja osuuden odotusarvo p.

Myds jakaumien moodit ovat suunnilleen tdssa kohdassa (Tuominen s. 51)

Mutta tdsmalleen odotusarvoon ei osuta helposti (harj. 6:8)
Osumisen tn jopa pienenee, kun n kasvaa. Esim. kun p=0.3:

10 3 0.27
100 30 0.087
1 000 300 0.028

1 000 000 300 000 0.000 87
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Osutaanko edes lahelle?

Z. = onnistumisten lukuméaara (binomijakautunut)

f, =onnistumisten osuus =Z_ /' n

€ = osuuden tarkkuusvaatimus (voimme valita tdman vapaasti)
Sanomme, ettd f osuu lahelle, kun |, =p| < €

Lahelle osumisen tn kasvaa, kun n kasvaa — ainakin siltd nayttaa:
Esim. kun p=0.3 ja €=0.01, lahelle osutaan kun 0.29 <f_ < 0.31:

- oltava valilla , oltava valilla P(lahelld) =

(0.29, 0.31) {30} 0.087
1 000 (0.29, 0.31) (290, 310) 0.488
10000  (0.29, 0.31) (2 900, 3 100) 0.970
100000  (0.29, 0.31) (29 000,31 000)  0.9999999999946

P(l&helld) = summa binomijakauman pistetodennékdaisyyksista
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BernOU I I | n |8.US€ (Tuominen 3.5.4, s. 93)

e Valitaan mika tahansa tarkkuusvaatimus € > 0
« Bernoullin lause kertoo raja-arvotuloksen:

P(|f,—p|<e)—>1

kun n — o,

« Taman todistaminen edellyttaa, etta pystytdan sanomaan jotain binomijakauman
todennakoisyydesta isolla valilla. Suoraviivainen lasku, ptnf yhteenlasku ei ole
helppoa, kun termien maarakin kasvaa n:n mukana

 Tunnemme binomijakauman varianssin npg, mutta onko siitdkaan apua? Miten
hajonta liittyy todennakoisyyksiin?

o Kaytetdan yleista matemaattista menetelmaa: todistetaan joku epayhtalo, kun ei
osata todistaa tarkkaa yhtaloa

« Todistus perustuu kahteen epayhtaloon: Markovin ja Tsebysevin. Tutustumme
niihin seuraavaksi.
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EPAYHTALOITA
POIKKEAMIEN ARVIOIMISEEN
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Epayhtalita

e Jos jakaumaa el tunneta tarkasti, mutta tunnetaan
E(X) ja ehka Var(X),
niin suurten poikkeamien todennakoisyyksia

(Jjakauman "hantia”) voidaan arvioida erilaisilla
epayhtaloilla.

e Arviot ovat kuitenkin aika karkeita.
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MarkOVIn epayhtaIO (Tuominen s. 81)

e Josvarmasti X 2 0, ja E(X) tunnetaan,

voidaan arvioida hantatodennakoisyytta mista tahansa
kohdasta a oikealle (darettomiin asti)

P(X=a) < E(X)/a

Jakaumasta ei tarvitse tietda muuta kuin em. asiat.

Todistusidea:
Odotusarvo on summa tai integraali.
Rajoitetaan sen termeja tai integroitavaa alhaalta

- saadaan odotusarvolle alaraja
—> saadaan todennakoisyydelle ylaraja.
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Summan tai integraalin rajoittaminen

* Yleisia matemaattisia havaintoja:

— Jos termeittain patee a < b, Vi,
patee myos summille ) a < )b
— Jos patee f(x) < g(x), VX,

vitee myds [t00dx = [ gx)dx
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Markovin epayhtalo, diskreetti X

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta X on kokonaislukuarvoinen

 Tiedetaan, etta X2 0, ja E(X) tunnetaan.
 Merkitaan

pistetodennakdisyydet Py =P(X =k)
hantatodennakoisyys d, =P(Xz2a)=p,+Pasg t+ -
E(X) = Z K Py Odotusarvo esitetty summana

k=0

Summa hajotettu kahteen osaan
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joten puolestaan g, = E(X)/a, eli Markovin epayhtalo patee.
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Markovin epayhtald, jatkuva X

Todistus samaan tapaan kuin diskreetilla X:lIa.

Odotusarvo on integraali, jota rajoitetaan alhaalta,
nytkin saadaan

E(X)> pa,

josta seuraa

0<E(x)/a.

Johdatus todennékéisyyslaskentaan, Jukka Kohonen
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TéebyéeVIH epayhtaIO (Tuominen s. 85)

e Jos u=E(X)]ja o=D(X) molemmat tunnetaan,
voidaan hanta-tn arvioida tehokkaammin:

P(|X —u\zka)sk—lz

e Siis tn, etta X poikkeaa odotusarvostaan
"yli k:n hajonnan verran”, on enintaan 1/k?

o X el tarvitse olla epanegatiivinen (kuten Markovissa)
o Tiukempi raja, koska nimittajassa on toinen potenssi

Todistuksessa Markov-epayhtaléa sovelletaan neliopoikkeamiin (X — u)?,
niiden odotusarvohan on = Var(X)
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Esim: Exp-jakauman hanta-tn eri tavoilla

 Koneen elinikd X ~ Exp(0.1). Arvioidaan todennakoisyytta P(X = a)

a:n eri arvoilla ja eri menetelmilla.
 E(X)=10, D(X)=10, kertymafunktio tunnetaankin F(x)=1-exp(—0.1x)

Markov Tsebysev Tarkasti kf:sta
P(X = 10) <1 0.368
P(X = 20) <1, <1 0.135
P(X = 30) <1, <1, =0.25 0.050
P(X = 40) <1, <ly =011 0.018
P(X = 200) < 15 < 1/55,=0.0028 2.1-107°

 Suurille poikkeamille TSebySev on tarkempi kuin Markov.

* Viela paljon tarkempi on tarkka kertyméafunktio F, jos se tunnetaan!

« Mutta epayhtaldilla saatetaan saada johonkin tarkoitukseen riittava” arvio.
» TSebysSevista on apua esim. suurten lukujen lain todistamisessa.
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TSebysev — Suurten lukujen laki

Tuominen s. 91

¢ (X4, X5, ...) JONO riippumattomia sm:ia, joilla
sama odotusarvo U ja varianssi o2

e valitaan mv. tarkkuusvaatimus €>0

Osasumma S, = X+ X,

« Osasumman odotusarvo =nu miksi?
e Osasumman varianssi = no’ miksi?
Keskiarvo = (Xt X)) In
« Keskiarvon odotusarvo = miksi?

o Keskiarvon varianssi = 0?/n miksi?
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TSebysev — Suurten lukujen laki

Tuominen s. 91

valitaan mv. tarkkuusvaatimus £>0

Otoskeskiarvo = (Xt X)) In

» Otoskeskiarvon odotusarvo =

o Otoskeskiarvon varianssi =0g?/n

« Otoskeskiarvon hajonta =0 /sqgrt(n) miksi?

Otoskeskiarvon hajonta pienenee n:n kasvaessa.

Talloin kiintea tarkkuusvaatimus € merkitsee yha suurempaa kerrointa (k)
hajonnalle, jolloin Tsebysevin epayhtalon perusteella
tn niin suureen poikkeamaan odotusarvosta pienenee.

On siis yha todennakoisempéaa (th — 1), etta otoskeskiarvo osuu alle €:n
paahan odotusarvostaan eli p:sta. = Suurten lukujen laki
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SLL erikoistapaus: Bernoullin lause

(X4, X5, ...) jono riippumattomia indikaattorimuuttujia
toistokokeelle

Indikaattorien osasumma = onnistumisten lukumaara

lukumaara on tunnetusti binomijakautunut,
E(S,) =np
Var(S,) =npg

Indikaattorien keskiarvo = onnistumisten osuus

SLL naille indikaattoreille — tn, etta onnistumisosuus
on "lahelld” odotusarvoaan, lahenee rajatta 1:ta

Bernoullin lause kertoo, miksi todennakaoisyydella
on jotain tekemista toistokokeessa toteutuvan osuuden
kanssa.
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RIIPPUMATON OTOS
TASAJAKAUMASTA
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Tunnistustehtava

Kukin naista histogrammeista on piirretty sadasta luvusta.

Mik& histogrammeista on syntynyt siten, etta luvut on
arvottu jakaumasta Tas(0, 1) ?
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Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia
satunnaislukuja
X1, Xy, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Miten ne sijoittuvat?

Piirretaan myos 10 pylvaan
histogrammi, el jakaumasta
(se on tasainen), vaan
otoksesta, ts. mille

valeille arvotut luvut osuivat.

(Histogrammi on yhteenveto siita,
missa pisteet suunnilleen ovat.)

1 pistetta

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

0

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia
satunnaislukuja
X1, Xy, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Miten ne sijoittuvat?

Piirretaan myos 10 pylvaan
histogrammi, el jakaumasta
(joka on tasajakauma), vaan
otoksesta, ts. mille

valeille arvotut luvut osuivat.

2 pistetta

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

0

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia
satunnaislukuja
X1, Xy, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Miten ne sijoittuvat?

Piirretaan myos 10 pylvaan
histogrammi, el jakaumasta
(joka on tasajakauma), vaan
otoksesta, ts. mille

valeille arvotut luvut osuivat.

3 pistetta

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

0

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia 4 pistetta
satunnaislukuja — T T T T ]
X1, Xy, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Riippumattomuus:
Alemmat pisteet eivat vaikuta
myOhempiin.

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi
3

1. piste oli valilla (20,21),

se mitenkaan esta 4. pistetta 2

osumasta samalle valille ’

(ei edes lisaa eika vahenna ko. 0 ' ' ' . .

tapahtuman tn:&4, joka on jatkuvasti 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

1/10)



Otos tasajakaumasta

5 pistetta

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

3

2
1

% 21 20 23 24 25 26 27 28 29 30




Otos tasajakaumasta

10 pistetta

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

3

2
1

%0 21 22 23 24 256 26 27 28 29 30




Otos tasajakaumasta

100 pistetta

100 pistetta:

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Kunkin pylvaan Otoksen histogrammi
korkeuden odotusarvo 30 —————————
on 10, (miksi?) o0l

mutta toteutuneet korkeudet 10¢

vaihtelevat melkoisesti. 0
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30




Otos tasajakaumasta

1000 pistetta

Yksittaisia pisteita on jo

mahdoton erottaa 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
(jakauma voisi olla jOkU muu Otoksen histogrammi
ja nayttaisi samalta)
150}
mutta histogrammista 100+
naemme osapuilleen 50
pisteiden jakauman. 0

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

10 000 pistetta:

Melko tasaista.

Otos antaa jo hyvan
kasityksen jakauman
muodosta karkealla
tasolla.

10000 pistetta

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

1500F

1000+

500

%0 21 22 23 24 256 26 27 28 29 30



Pylvaiden korkeuksien jakauma

Mennaan takaisin 100 pisteeseen.
Merk.
Y; = i:nnen pylvaan korkeus
= i:nnelle jakovalille osuvien 100 pistettd
pisteiden lukumaéara

Yksittaisen pylvaan korkeus on
binomijakautunut. (miksi?) L .-

Tn, ettd histogrammi on taysin

tasainen? Huomaa, etta pylvaiden 55 ™55 53" 54 o5 2 27 28 29 30
korkeudet eivat ole ripppumattomia.

Tarvitaan ns. multinomijakauma. Otoksen histogrammi
30 T T T T T

20+

10+

020 21 22 23 24 256 26 27 28 29 30
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MULTINOMIKERROIN JA
MULTINOMIKOE
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Multinomikerroin

10 ihmiselld on erivariset hatut: 3 punaista, 2 sinista ja 5 vihreaa.

lhmiset asettuvat jonoon. o o
Monessako eri jarjestyksessa varit voivat olla? Emme valita ihmisista.

B E J | C
Ihmisten jonoja on 10! erilaista. Mutta monessa eri jonossa on sama varijarjestys!
 Jos punaisten (B, E, C) jarjestys vaihdetaan keskendan, saadaan sama varijono
« Jossinisten (J,1) jarjestys vaihdetaan keskendan, saadaan sama varijono
o Josvihreiden ( ) jarjestys vaihdetaan keskendén, saadaan sama varijono

Tuloperiaate: sama varijono saadaan (3!) - (2!) - (5!) eri tavalla

Eri varijonoja on siis
101 3628800 B 10
(3-(2H)-(5H 6-2-120 3,2,5

Uusi merkintd: multinomikerroin
"Monellako tavalla 10:st& alkiosta voi valita 3 kpl ensimmaiseen
osajoukkoon, 2 kpl toiseen ja 5 kpl kolmanteen?” Vrt. binomikerroin.




MenikoO oikein?

>> P = perms("PPPSSVWWWV"); Varit eri ihmisjonoissa

(monessa jonossa sama varijarjestys)
>> size(P) VWWSSPPP ™)
ans = VVVVVSSPPP

3628800 10 MV

VVVVVSSPPP

VWW\VSSPPP > 3628 800 kpl

PVVVVVSPSP
PVVVVVSSPP
PVVVVVSSPP /

>> U = unique(P, "rows");
>> size(U

b V) VWWPPPSS )
ans = VVVVVPPSPS

2520 10 VVVVVPPSSP

VVVVVPSPPS
wwesese > 2520 kpl OK
SSPPVVPVVV
SSPPVPVVVV
SSPPPVVVVV _J

Erilaiset varijonot




Multinomikoe

Toistokokeen yleistys: Joka kerralla on monta poissulkevaa
vaihtoehtoa, joiden tn:t tunnetaan. Kysytadn montako kertaa
toteutuu mikakin vaihtoehto, kun kokeita on n kpl.

Suuressa populaatiossa on kolmen puolueen A, B ja C kannattajia
osuuksinp=0.5,g=0.3jar=0.2.
Poimitaan populaatiosta umpimahkaan n = 10 henkilon otos.

Milla todennakaoisyydella saadaan otos, jossa puolueiden kannattajien
lukumaarat ovata, bjac (missaa + b + ¢ =10)?

« Suuri populaatio: approksimoimme otoksen "takaisinpanolla”, kukin
otoksen henkilo on toisista riippumatta A:n kannattaja tn:lla p jne.

» Alkeistapauksina mahdolliset 10-jonot puoluekantoja otoksessa — ei
symmetriset! Esim. eraiden jonojen todennakoisyyksia:

P( ) = pl0 ~ 0.000 977
P( BBBBCC) =p* q* r? =0.000020 Miksi pienempi?!



Multinomikoe

Meita el kiinnosta, missa jarjestyksessa puoluekantoja ilmaantuu
otokseen, vain lukumaarat. Lasketaan yhteen alkeistapaukset, joissa
lukumaarat ovat samat. Tapausten maara = multinomikerroin!

Naita (10xA)
— nlo0 ~
P( ) =P ~0.000977 } on vain yksi
P( BABBBCC) =p* g r2 =0000020 | Naita alkeistapauksia
P(BBCAABBAAC) =p* q*r> =0.000020 | (4xA, 4xB, 2xC)
P(AABCCAABBB) =p*g*'r* =0.000020 % ON

- ( 10 ]:3150 kpl,
P(CCBBBB ) =p* g* 12 =0.000020 ) 4,4,2

tn yht. = 0.064



Multinomikoe

Tassa eri lukumaarien todennakoisyyksia suuruusjarjestyksessa.

(a,b,c) tn

(5,3,2) 0.085

(6,2,2) 0.071

(6,3,1) 0.071

(4,4,2) 0.064

(54,1) 0.064

(10,0,0) 0.000 977
(0,0,10) 0.000 000 102
yhteensa 1

Tn, ettd otososuudet
ovat tasmalleen samat
(50%, 30%, 20%)

kuin populaatiossa,

on vain 0.085

N

Mutta muutkaan
todennakoiset osuudet
eivat paljon poikkea

Tn saada "pahasti pielessa”
oleva otos on hyvin pieni




Multinomikoe ja multinomijakauma

e nriippumatonta koetta, jokaisessa 3 poissulkevaa vaihtoehtoa.
« Joka kerta vaintoehtojen todennakdisyydet p, g, r.
 Tn, etta toteutuneet lukumaarat ovat (a, b, c) on
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Voimme sanoa, etta lukumaarat (a, b, c) ovat yhdessa
multinomijakautuneet parametrein n ja (p, g, r).

Lukumaéarat ovat satunnaismuuttujia, ja keskendan riippuvia!
Jos esim. sattuu a=n, niin on pakko olla b=c=0. (miksi?)

Jos vaihtoehtoja on > 3, kaava yleistyy ilmeisella tavalla.
Jos vaihtoehtoja on vain 2, kaava palautuu tuttuun binomijakaumaan.



