Johdatus todennikoéisyyslaskentaan, kurssikoe 10.3.2014: malliratkaisuja
1. Merkitdan tapahtumia

A = Valittiin laatikko A

B = Valittiin laatikko B

C = Neljasté nostetusta pallosta kaksi on valkoisia

(a) Umpiméhkéisessé valinnassa on P(4) = P(B) = %. Hypergeometrisesta jakaumasta
saadaan
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P(C|B) = (3()8()@ = 67'06 ~ 18 05143
4

ja kokonaistodennékéisyyden kaavasta

13 118 21 18 39
P(C)=P(A)P(C | A)+P(B)P(C|B) = -S4 -+ - = o+ — = =~ 0.557L.

(b) Bayesin kaavalla

P(AP(C | A) . 7
P(A|C) = ( )P(il)| ) _ 2@ = 13 ~ 0.5385.
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Arvostelu: Kumpikin kohta 6 pistettd. Murtolukuvastauksia ei vaadita, desimaaliluvut
riittavét (ainakin 2 desimaalia). A-kohdassa pelkista kokonaistodennikoisyyden kaavasta
2 pistetta, pelkistd hypergeometrisesta jakaumasta 2 pistetta.

2. Tehtdvanannossa on kirjoitusvirhe: funktion eri lausekkeiden méérittelyalueet mene-
vit paallekkdin. Toisen lausekkeen on tarkoitus olla voimassa, kun 3 < x < 4 (kuten
koetilaisuudessa korjattiin).

(a) Helpoimmalla tassa selvitddn, kun siirrytddn tarkastelemaan komplementtitapahtu-

maa.
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Myo0s suora integraalilasku on mahdollinen, télloin joudutaan integroimaan paloit-
tain.

5 31 41 5
P2< X <5)= f(x)dx:/ xda:+/ (4—m)daz+/ 0 dx
2 6 3 2 4

3 4
= ix2—|— (22 — —z?)
12 4
2 3
1
= 5(9 —4)+ (8—-16/4) — (6 —9/4)
)
=2 4 4
ot 6+9/

2
= -~ 0.6667.
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(c)

(d)
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Koska X on positiivinen todennakoéisyydelld 1, niin
1
2 ! 1 5 1
P(X?<1)=PX<V1)=P(X<1)= | f(z)der= St =
0
0

Kokeillaan, 16ytyyko sellaista lukua vélilta (0, 3]. Olkoon siis m télla valilla, jolloin

m
m 1 1 2
P(Xgm):/ —xdr = 2=
o 6 12 12

0

Ratkaistaan, milloin tdma todennékdisyys on %, toisin sanoen

m2

2
7_7: _ _ ~ 2.4495.

Arvostelu: Kukin kohta 3 pistetta.

3. Merkitdan komponenttien toiminta-aikoja satunnaismuuttujilla X1, X9 ja X3 seki
koko laitteen toiminta-aikaa satunnaismuuttujalla X.

(a)

Yksittdinen komponentti ¢ lakkaa toimimasta 2 vuoden aikana todennékoéisyydella
Fx,(2) =1 —e72, koska sen toiminta-aika on eksponenttijakautunut parametrilla 1.
(Eksponenttijakauman kertyméfunktio F(z) = 1 — e, ja téissd on A = 1.)

Tn, ettéd kaikki komponentit lakkaavat toimimasta (ts. koko laite lakkaa toimimasta)
2 vuoden aikana, on riippumattomuuden nojalla (1 — e~2)3 ~ 0.6465.

Komplementtitapahtuman “laite toimii ainakin 2 vuotta” tn on 1 — (1 — e 2)? ~
1 —0.6465 ~ 0.3535.

Samaan tapaan kuin a-kohdassa paateltiin: Tn, etté laite lakkaa toimimasta x vuoden
kuluessa alkuhetkestd, on P(X < x) = (1 — e*)3. Ehdollisen todennikdisyyden
madritelmén mukaan

P(X<1)N(X<2) PX<1) (1—e1)3

(X=1lX=2) P(X <2) P(X<2) ~ (1—e2)p ~ 03907

Arvostelu: Kumpikin kohta 6 pistetta.



4.

(a) Kukin otoksen henkil6 on toisista riippumatta puolueen 1 kannattaja tn:1la 0.2, joten
N7 ~ Bin(5,0.2). Binomijakauman pistetodennékéisyys on

5

PNy =1) = <1>0.210.84 ~ 0.4096.

(b) Jos N1 = 1 ja Ny = 2, niin tdytyy olla N3 = 5 — (1 4+ 2) = 2. Luvuilla NV; on
multinomijakauma, joten

5 5!
P((Ny =1)N(Ny =2)) = (1 0 2) 0.210.4%0.4% = mo.210.420.42 ~ 0.1536.

(c) Samaan tapaan kuin a-kohdassa, voidaan todeta, ettd No ~ Bin(5,0.4). Lasketaan
pistetodennékoisyys jossakin pisteessé, esim.

5
P(Ny =2) = (2)0.420.63 ~ 0.3456.
Koska
P((Ny = 1)1 (N2 = 2)) # P(Ny = )P(Ny = 2),
niin V7 ja Ny eivéit ole riippumattomat.

Arvostelu: Kukin kohta 4 pistettd. Binomi- tai multinomikertoimen puuttumisesta —2
pistetté. C-kohdassa sallitaan monenlaisia perusteluja, kunhan perustelu on jarkeenkéypé
ja liittyy asiaan.



