Johdatus todennikéisyyslaskentaan, kevit 2014
Helsingin yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 3 — Palautuspaiva 29.1.2014
Palauta ratkaisusi 3. kerroksen C-kéytavan muovilaatikkoon. K&yt kurssitunnusta, alé
opiskelijanumeroa!

Tehtivisarja I: Todennikdisyysavaruuden perusominaisuudet
Tutustu (jos et ole sitéd jo tehnyt) Tuomisen lukuihin 1.2-1.4.

1. Olkoon P(A) = 0.6, P(B) = 0.3 ja P(AN B) = 0.01. Laske P(A U B) lauseella 1.3.4.
2. Olkoon P(A) = 0.6, P(B) = 0.3 ja P(AU B) = 0.61. Laske P(A N B) lauseella 1.3.4.

*3. Olkoon perusjoukkona = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, ja olkoon lisdksi A = {1,2,3} ja
B = {3,4,5}. Ovatko seuraavat joukkokokoelmat o-algebroja (ks. méaaritelma 1.2.1)? Miksi
/ miksi eivat?

(a) {2,4,0}
(b) {2, A, A¢,Q}
(c) {9,A,B,Q}

4. Jatkoa edellisen tehtavin c-kohtaan. Keksi mahdollisimman pieni kokoelma €2:n osajouk-
koja, joka sisaltaa jaseninaéan sekid A:n etta Bin, ja on lisiksi o-algebra. (Vihje: Kokoelmassa
on 16 jésentd.)

5. Olkoon perusjoukkona 2 = R eli reaalilukujen joukko, ja méaritellaan siella vilit A =
(—00,10] ja B = (—00,20]. Onko {@, A, B, R} reaalilukujen joukon o-algebra? Jos ei, mita
muita joukkoja kokoelmaan on otettava mukaan, jotta siitd tulee o-algebra?

6. Jatkoa edelliseen tehtavidan. Voidaanko dsken maéaritellyssd o-algebrassa maéaaritelld to-
dennékoisyys P, jolle P(A) = 0.4 ja P(B) = 0.27 Jos ei, miksi ei?

7. Jatkoa edelliseen tehtavidn. Keksi dsken maariteltyyn o-algebraan jokin todennakoi-
syys, ts. funktio P joka toteuttaa maéritelman 1.2.2. Luettele nyt kaikki tapahtumat eli
o-algebran jasenet (niita pitaisi olla 8 kpl) ja ilmoita niiden todennékéisyydet.

Tehtavasarja II: Kombinatoriikkaa ja otantaa
Tutustu Tuomisen lukuihin 1.5-1.6.

8. Laatikossa on 15 palloa, joista 5 on valkoisia ja 10 mustaa. Palloista valitaan umpimah-
kiddn (ilman takaisinpanoa) 3 palloa. Milld tn:lla otoksessa on (a) tdsmélleen 1 valkoinen
pallo, (b) ei yhtéén valkoista palloa, (c) pelkistddn valkoisia palloja?

9. Jatkoa edelliseen tehtdvadn. Onko kysyttyjen todennékoisyyksien kannalta merkitysta
silld, mita varid ei-valkoiset 10 palloa ovat (kunhan ne eivét ole valkoisia)? Enté, jos osa
niistdkin on kesken&dén erivirisid? Jos laatikossa on 5 valkoista, 8 punaista ja 7 mustaa
palloa, miké on todennédkéisyys, ettd 3 pallon otoksessa on pelkistdan valkoisia palloja?



*10. Eradssa vaestossd on N = 1 000 ihmisté, joista 500 kannattaa puoluetta A, 300
kannattaa puoluetta B ja 200 kannattaa puoluetta C. Poimitaan viestostd umpiméahkain
ilman takaisinpanoa 3 henkil6a. Milla todennékoisyydelld otoksessa on pelkdstdan puolueen
A kannattajia? Laske binomikertoimet tarkasti (murtolukuina).

11. Jatkoa edelliseen tehtavain. Laske sama siten, ettd otos muodostetaan takaisinpanolla.

12. Jatkoa edellisiin tehtéviin. Olkoon vdeston henkil6t numeroitu luvuin 1,..., 1000 siten,
ettd puolueen A kannattajat ovat numerot 1, ..., 500 jne. Poimi Matlabilla 3 henkilén satun-
naisotos ilman takaisinpanoa (vihje: randperm(1000,3)) ja tutki, olivatko kaikki henkil6t
puolueen A kannattajia (vihje: miké epéayhtélo ilmaisee asian “henkilé on A:n kannattaja”)?

13. Jatkoa edelliseen tehtédvaan. Toista sama otantakoe kymmenentuhatta kertaa ja laske,
kuinka usein toteutui tapahtuma “kaikki otoksen 3 henkil6d ovat A:n kannattajia”. Vihje:
kdyta silmukkaa for i=1:10000 ja pida laskurimuuttujaa, jonka arvoa kasvatat 1:114 silloin
kun tapahtuma toteutuu. Laske lopuksi tapahtuman suhteellinen frekvenssi, ts. toteutunei-
ten tapahtumien lukumaéara jaettuna toistokertojen magralla. Vertaa tulosta lukuun, jonka
laskit tehtavéssa 10.

14. Ryhma, johon kuuluu 2n poikaa ja 2n tyttod, jaectaan umpiméahkidn kahteen yhté
suureen osaan. Milld tn:ll& kummassakin osassa on yhtd paljon tyttdja ja poikia? Arvioi
tata todennéakoisyytta kiyttden Stirlingin kaavaa (kun n on suuri). Stirlingin kaavan 16ydéat
sivulta 23.

15. Laatikossa on 100 palloa, jotka on numeroitu luvuin 1,...,100. Laatikosta nostetaan 5
palloa takaisinpanolla. Miké on todennékoisyys, etta suurin esiintyneista luvuista on tasmaél-
leen 10?7 Vihje: Tutki tapahtumia A = “jokainen nostettu pallo on numeroltaan enintéén 10”
ja B = “jokainen nostettu pallo on numeroltaan enintdén 9”. Miten tapahtumat suhtautuvat
toisiinsa, ja kysyttyyn tapahtumaan?

16. Herra K pelaa lotossa rivin (2,5,8,11,14,17,20). Lottokone arpoo 7 numeroa joukosta
{1,...,39}. Herra K:n mielestd koneen arpoma numero osuu lihelle, jos se poikkeaa jostain
K:n pelaamasta numerosta enintdén 1:114; esim. numerot 4,5,6 osuvat ldahelle, koska K pelasi
numeron 5.

Muodosta lauseke tapahtuman Lj = “koneen arpomista numeroista k& kpl osuu ldhelle”
todennékoisyydelle edellid mainitulla pelirivilli (lausekkeessa ei tarvitse huomioida mahdol-
lisuutta, ettd herra K olisi pelannut jonkin muun rivin).

Vihje: otanta ilman takaisinpanoa; nimita lahelle osuvia numeroita punaisiksi ja muita
valkoisiksi. Voit ajatella, ettd lottokoneessa on 39 palloa, joista tietty lukumé&éra on punaisia
(ne, jotka ovat ldhelld K:n numeroita) ja loput valkoisia. Kone ottaa tésta pallokokoelmasta
7:n pallon otoksen ilman takaisinpanoa.

Laske P(Ly), P(L4) ja P(L7).

17. Jatkoa edelliseen tehtdvadn. Arvo esim. Matlabilla tuhat lottorivid ja laske, montako
millékin rivilla osui ldhelle (herra K:n numeroita). Yhden lottorivin voit arpoa komennolla
randperm(39,7).

Vihje: Kun 7 numeron lottorivi on arvottu, yhdelld yksinkertaisella epayhtalolla voit
tarkistaa, mitkd rivin numeroista ovat “lahelld” herra K:n numeroita (ne on varta vasten
valittu niin, ettd tdmé onnistuu néin helposti).



Vastauksessa ei tarvitse luetella arvottuja riveja, riittda kertoa miten usein toteutuivat
tapahtumat Lo, L4 ja Lr.

Tuhannen rivin arpomiseen kannattaa kiyttaa for-silmukkaa (katso ensin kdyttoohjeet
help for).

Tehtavasarja I1I: Ehdollinen todennikdisyys ja riippumattomuus
Tutustu Tuomisen lukuihin 1.7 ja 1.8.

18. Korttipakasta nostetaan kolme korttia. Merkitdidn A:lla tapahtumaa “ensimmé&inen nos-
tettu kortti on hertta ja B:lld tapahtumaa “toinen nostettu kortti on hertta”.

(a) Jos ensimmaéinen kortti on hertta, niin toisen kortin nosto tapahtuu 51 kortin pakasta,
jossa on vain 12 herttaa. Miké on siis téalldin todennékoisyys saada hertta? Toisin sanoen,
mikd on P(B | A)?

(b) Jérkeile samaan tapaan kuin a-kohdassa, mikd on todennikéisyys saada hertta, jos
ensimmaéinen kortti e: ollut hertta. Toisin sanoen ilmoita todennékéisyys P(B | A).

(c) Laske kertolaskukaavan (lause 1.7.4 sivu 38) perusteella P(A N B).

19. Jatkoa edelliseen tehtévaan. Laske P(A N B) kombinatorisesti siten, ettd kahden kortin
jarjestyt parit ovat keskenddn symmetrisia alkeistapauksia; laske suotuisien alkeistapauksien
lukumaééré, ja laske sitten kysytty todennékoisyys osaméérané. (Tuloksen pitéisi olla sama
kuin edellisessi tehtévissa. )

20. Jatkoa edelliseen tehtévidn. Ovatko tapahtumat A ja B riippumattomat? Perustele.

*21. Korttipakasta nostetaan yksi kortti. Tarkastele kaikkia seuraavia tapahtumia pareit-
tain (koska tapahtumia on 4, pareja on 6) ja ilmoita kunkin parin kohdalla, ovatko ta-
pahtumat keskenaén ritppumattomat vai risppuvat, ja lisdksi, ovatko ne erilliset. Tapah-
tumien erillisyys tarkoittaa, ettd ne ovat joukkoina erilliset, ts. toisensa poissulketvat (ks.
sivu 17). Perustele riippumattomuus tai riippuvuus laskemalla todennékoisyydet (kaavalla
n(A)/n()) ja katsomalla, toteutuuko méaaritelmé 1.8.1 (Tuominen s. 38).

A = “Kortti on pata”
B = “Kortti on risti”
C = “Kortti on musta”
D

= “Kortti on assad”

Tehtévisarja I'V: Toistokoe
Tutustu Tuomisen lukuun 1.9.

22. Herra K on toissé erddn olutpanimon varastolla. Tyopéivan paatyttya kaikki tyontekijéat
joutuvat satunnaistarkastukseen, jossa tn joutua tarkastukseen on 0.04. Laske tn, ettd K
joutuu 5 tyopéaivan aikana tarkastuksen jialkeen a) tasan yhden kerran, b) ainakin kerran,
c) useammin kuin kerran. Késittele tilannetta toistokokeena.



