FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

8. HARJOITUKSET (pe 4.4, 12-14 salissa B322)

1. Olkoot E ja F' normiavaruuksia (joilla on sama skalaarikunta K). Mé&éaritellaan niiden tu-
loavaruus E x F' vektoriavaruutena, jossa yhteenlasku ja skalaarilla kertominen maéritellaan
luonnollisella tavalla:

() + () =@+ y+y), Mz,y):= Az, \y),

kaikilla x,2" € E ja y,y € F, sekd A € K. Lisdksi méérittelemme normin asettamalla
1@ Y)lexr = [zl + |yl r.

(i) Osoita, ettd (E X F,|| - ||[gxr) on normiavaruus.
(ii) Osoita, ettd (E X F, || ||gxr) on Banach-avaruus mikéli sekd E ettd F' ovat Banach-
avaruuksia.

Ratkaisu 1.

Kohta (i). Pidetddn tunnettuna, ettd £ x F on vektoriavaruus. Tarkistetaan siis endé
normin ehdot.

e Ehto (N1). Olkoon (z,y), (2/,y') € E x F. Télléin
Iz, y) + (@, y)[exr = (@ + 2",y + ¥)llexr = o+ 2'lle + ly + ¥/ |
< zlle + 12l + lyllr + 1Y11F = 12, ) lexr + (2" ¥ Exp-

Siis ehto (N1) eli kolmioepayhtald toteutuu.
e Ehto (N2). Olkoon (z,y) € E x F ja A € K. Talloin

A, Yl exr = 1Az, Al exr = Al e+ Mylle = A2l z+lylle) = A 9) e,
joten ehto (N2) toteutuu.

e Ehto (N3). Selvasti ||(0,0)|| = 0+ 0 = 0. Toisaalta jos (z,y) € E x F on sellainen,
etta

0=z, 9)lexr = llzlle + lylle,
niin téytyy olla x = 0 ja y = 0. Siis (x,y) = (0, 0).

Kohta (ii). Olkoon (z,,y,) € E x F sellainen jono vektoreita, etta sarja

> M@y lxr = Y lalle + yall]
n=0 n=0

suppenee. Taten myos sarjat

00 0
S edis do S e
n=0 n=0
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suppenevat. Koska avaruudet E ja F' ovat Banachin avaruuksia, Lauseen 3.22 nojalla

sarjat
Do da D
n=0 n=0

suppenevat avaruuksissa F ja F'. Merkitdan naiden sarjojen summia X ja Y. Nyt

N N N
XY exr = D (@nsyn)loce = 1X = aalle + 1Y =D valle
n=0 n=0 n=0
Oikean puolen termit lahestyvat nollaa, kun N — oo. Siis my0s sarja
> (@0, yn)
n=0

suppenee avaruudessa E x F alkioon (X,Y'). Lauseen 3.22 toisen suunnan nojalla £ x F
on siis Banachin avaruus.

2. (i) Olkoot E ja F normiavaruuksia ja T : E — F lineaarinen ja avoin kuvaus. Osoita,
ettd T' on surjektio.

(ii) Anna esimerkki normiavaruuksien vélisesta jatkuvasta lineaarisesta surjektiosta joka
ei ole bijektio.

Ratkaisu 2.

Kohta (i). Olkoon 7" lineaarinen ja avoin kuvaus. Koska 7" on avoin, se kuvaa avaruuden
E avoimen yksikkékuulan Bg(0,1) avoimeksi joukoksi U = T'Bg(0,1). Koska T7'(0) = 0,
avaruuden F' nollavektori kuuluu joukkoon U. Koska U on avoin, niin pallo Bg(0,7)
sisaltyy joukkoon U sopivan pienella r > 0.

Olkoon nyt z € F mielivaltainen. Merkitddn «/ = 2-5—. Talloin ||2'||p = r/2, joten
2’ € Bp(0,7r) C U. Siis ' = Ty jollain y € Bg(0,1). Mutta nyt

2 2 2
r (el - Heley, el
T

r

Siis « on jonkin vektorin kuvavektori kuvauksessa T'. Koska x oli mielivaltainen, niin T’
on surjektio.

Kohta (ii). Adrellisulotteisissa vektoriavaruuksissa pitee seuraava tulos: Jos T : E — F
on surjektiivinen lineaarikuvaus, ja vektoriavaruuksilla £ ja F' on sama (&&rellinen) di-
mensio, niin 7" on bijektio. Osoitetaan, etta tdma ei valttamatta pade daretonulotteisissa
avaruuksissa. Tama antaa myos halutun vastaesimerkin.

Tutkitaan kuvausta 7' : £2 — (2, joka madritelliin kaavalla
T((L’l, Lo, T3, .. ) = (l‘g, T3, T4, .. )

On selvéd, ettd T on surjektio. Toisaalta T'(1,0,0,...) = (0,0,0,...) =T7(0,0,0,...). Siis
T ei ole injektio. Taten T' ei myoskaan ole bijektio.



3. Olkoon (ax)32, sellainen annettu reaalilukujen jono, etté

sarja Z axry, suppenee kaikilla jonoilla () € ¢.
k=1

Nayta, etta silloin (ax)32, € £*.

Ratkaisu 3. Kuten monisteen esimerkissa 7.7, maéaritellaan kuvaukset f, : cg — R kaavalla

n

fo(z) = Zakxk, kun z = (2x)kez, € Co.
k=1

Kuvaukset f,, ovat selvasti lineaarisia, ja lisdksi patee

n n
< sup |z - Z|6Lk| < (ZWJ) 2] o
1<k<n Pt =1

Avaruudessa ¢y kdytetdan normia || - ||, joten tdmé osoittaa ettd jokainen kuvaus f, on
rajoitettu kuvauksena ¢y — R. Itseasiassa saamme yllaolevasta operaattorinormille || f,,||

arvion .
£l <) lal.
k=1

Osoitetaan, ettd arviossa piatee myo0s yhtasuuruus. Téata varten méaaritelldaan kaikilla n
jono z(™ seuraavasti

n

E AT

k=1

()] =

1, kunk<njaa,>0
2 = —1, kunk<njaar <0
0, kun k > n.

(n

Tallsin 2™ € ¢, kaikilla n ja

n

[Far®l =3 =3 lail = (Z |ak|> .
k=1 k=1

k=1
Tama osoittaa toisen suunnan operaattorinormin arviosta, joten saadaan

n

1fall = D laxl.

k=1

Sovelletaan nyt Banach-Steinhausin lausetta lineaarikuvauksiin {f,, : n > 1}. Lauseen
nojalla jompikumpi seuraavista tapauksista toteutuu.

Tapaus 1. On olemassa M > 0 siten, etta

[fnll < M



kaikilla n > 1. Siispa

D la] = llfall < M
k=1

kaikilla n > 1. Mutta tasta arviosta seuraa, etta myos sarja

00
Dl
k=1

suppenee. Siis (a;) € (!, joten tapauksessa 1 tehtdvi on todistettu.

Tapaus 2. On olemassa x € ¢ siten, etta

sup [ fn ()] = o0 (1)

n>1

Toisaalta tehtavan oletuksen nojalla on olemassa raja-arvo

o n

E apry = lim E agry = lim f,(z).
n—oo n—oo

k=1 k=1

Siis jonon f,(x) tdytyy olla rajoitettu, miké on ristiriita ehdon (1) kanssa. Tehtavé on siis
todistettu.

4. Olkoot E,F ja G Banach avaruuksia. Kuvaus A : £ x ' — G on bilineaarinen, jos
kuvaukset A;(y) : x — A(z,y) ja Ax(x) : y — A(x,y) ovat lineaarisia kaikilla z € F ja
y € F.

Osoita, etta bilineaarinen kuvaus A on rajoitettu, eli
sup{[|A(z, )| : lz] < 1, Jlyll <1} < o0,

jos ja vain jos lineaarikuvaukset As(z) : F' — G ja Ai(y) : E — G ovat jatkuvia kaikilla
reljayelF.

Ratkaisu 4.

Suunta 1. Oletetaan, etté operaattorit Ay(x) ovat jatkuvia ja lineaarisia kaikilla x € E
ja operaattorit A;(y) ovat jatkuvia ja lineaarisia kaikilla y € F.

Sovelletaan Banach-Steinhausin lausetta lineaarisiin kuvauksiin
[As(x) 2 € B, Jallp < 1},

Lauseen nojalla jompikumpi seuraavista tapauksista toteutuu.

Tapaus 1. On olemassa M > 0 siten, etta

[As ()] < M



kaikilla x € E, ||z||g < 1. T&ll6in bilineaarinen kuvaus A on rajoitettu, silld jos (z,y) €
E x F, missé ||z||g < 1ja|ly||r <1, niin

[A(z, Y)lle = |A2(2)ylle < Mllyllc < M.

Siis tapauksessa 1 tehtava on todistettu.

Tapaus 2. On olemassa y € F' siten, etta

sup [A2(7)yllq = oo
zeE,||z||g=1

Mutta Ay(z)y = A(z,y) = Ai(y)x. Koska A;(y) on rajoitettu lineaarinen kuvaus, niin
[A2(y)zlle < My||z]|e
jollain vakiolla M, > 0. Siis

sup A (@)ylle = sup  ||Ai(y)zlle < M, < .
2€B|e| p=1 2€E, ]| =1

Tama on ristiriita, joten tapaus 2 on mahdoton.
Siispa A on rajoitettu bilineaarinen kuvaus.

Suunta 2. Oletetaan, etta
sup{[|A(z, y)llc : [|zlle < 1, [[yllr <1} = M < oc.
Olkoon x € E mielivaltainen. Talloin

sup{[[A2(z)yllc : lyllr < 1} = sup{[[As(z,y)llc - yllr <1}
= [zl zsuptlAlz/l[zlle, Yle - lyllr < 1}
< M|z||g,

silla vektorin z/||z||z normi on 1. Siis operaattori As(x) on rajoitettu. Vastaavasti
ndhdadn, ettd A;(y) on rajoitettu kaikilla y.

5. Olkoon (yx) jono Hilbertin avaruuden H vektoreita. Oletetaan, ettéd jokaisella = € H on
olemassa raja-arvo

lim (x|yy).
k—o0
Osoita, ettd sup; |lyx|| < oo.

Ratkaisu 5.

Maéritellaan lineaariset kuvaukset T, : H — K kaavalla Tpz = (x|yx). Jokainen kuvaus
T}, on rajoitettu, silla
Te| = (@, )| < ll2llmllyella



Cauchy-Schwartzin nojalla. Siis operaattorinormille pétee ||Tk| < |lyk||m. Toisaalta
1Tl = Nyl silla

| Teysl = |(yelye)| = llyxll-
Siis ||Tk|| = ||yx|| g kaikilla k.

Sovelletaan nyt Banach-Steinhausin lausetta kuvauksiin 7. Jompikumpi seuraavista tapauk-
sista patee.

Tapaus 1. On olemassa vakio M > 0 siten, ettd ||7;| < M kaikilla k. Mutta nyt
[yl = T3l < M

kaikilla &k, mika oli todistettavana. Tapaus 1 johtaa siis haluttuun lopputulokseen.

Tapaus 2. On olemassa x € H siten, etta

sup | Tyx| = oo.
keN

Mutta tehtavéan oletuksen nojalla on olemassa raja-arvo
lim (z|yx) = lim Tyx.
k—o0 k—oo

Siis jonon Tpx taytyy olla rajoitettu, miké on ristiriita. Tapaus 2 johtaa siis ristiriitaan,
joten vaite on todistettu.

6*! Olkoon T integraalioperaattori, jolle

Tf(z) = / K (2, 9) (y)dy.

missé K on mitallinen ydinfunktio, jolle kuvaus y — K(x,y) on integroituva jokaisella

€ [0,1]. Silloin T'f on pisteittdin hyvin mééritelty ainakin jos f € L*°(0,1). Oletetaan,
ettd K toteuttaa ns. Schurin testin: on olemassa ei-negatiiviset mitalliset funktiot p, q :
[0,1] — R, joille pétee (joillakin vakioilla A, B > 0)

1
| 1K@ty < Agte)  aikilla x € o.1]
0
ja
1
| 1K@t < Bpty) aikilla g € .1
0

Osoita, ettd talloin T laajenee jatkuvaksi lineaariseksi operaattoriksi 7' : L?*(0,1) —
L?(0,1) ja sen normille pitee
|IT] < VAB.

IN#ita tdhdelld merkittyjd tehtivid ei vilttiméitts ehditd kiymédn lapi harjoituksissa, eikd niitd tarvitse
tehda vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Téahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ ylimaaraiseksi haasteeksi.




Ratkaisu 6.

Tehtéva todistuu hieman monimutkaisella ketjulla arvioita, kayttden Cauchy-Schwarzin
epayhtélod ja tehtavin oletuksia hyviksi. Olkoon f € L*(0,1), talldin

172 = / T ()2 da

/ny dy | 2
/(/ | K (z,y)|p(y dy)(o Kz )|dy>~dx
/ (/ IKwy||f(y)!2d)
// !Kwy!\f()lddx

af [ )IK(xy)llf( ) 4oy
0o Jo p(y)

)P | okt glasay

dx

Siis [|Tf|l2 < VAB| f||2 kaikilla f € L>°(0,1). Koska L>(0,1) on tiheéissd avaruudessa
L?(0,1), operaattori T laajenee jatkuvaksi lineaariseksi operaattoriksi myds avaruuteen
L?(0,1).



Vihjeita:
T.3: [Argumentoi kuten luennoilla tai muistiinpanojen Esimerkissa 7.7., kidyttden Banach-
Steinhausin lausetta.]

T.4:  [Taikasana: Banach-Steinhausin lause, eli tasaisen rajoituksen periaate.]

T.5:  [Banach-Steinhausin lause ja sitd seuraava sovellus]



