FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

7. HARJOITUKSET (pe 28.3, 12-14 salissa B322)

1. Anna esimerkki jatkuvista lineaarisista kuvauksista S,T € L(E) (sopivassa Banach ava-
ruudessa F), joille patee ||ST||g < ||S||g||T||z. Voitko valita S =T ?

Ratkaisu 1.

Valitaan avaruudeksi £ = ¢2. Maaritelladn avaruudessa E kuvaus T : E — E seuraavasti.
Jos x = (21, x9,23,...) € E, niin

Tz = (0,21,0,23,0,z5,...).
Téll6in on varsin helppo ndhda, etté ||T'||g = 1. Toisaalta patee
T(Tz) = (0,0,0,...)
kaikilla € E. Siis T? = 0. Epayhtalo
0= 7"z < T|E =1
on siis aito. Tama antaa tehtdvassa halutun esimerkin, missa lisdksi S =T

2. Olkoon g € C'(0,1). Madritelldén operaattori T, asettamalla

Tyf(x) = gl(x)f(x).
(i) Osoita, ettd T, € L(C(0,1)), eli ettd se on jatkuva lineaarinen operaattori avaruudelta
C'(0,1) itselleen.
(ii) Johda kaava normille ||T,]|.
(iii) Milloin operaattori 7, : C'(0,1) — C(0, 1) on injektio?
(iv) Milloin operaattori T, : C'(0,1) — C(0, 1) on kééntyvé ja miké on sen kidnteisoperaattori?

Ratkaisu 2.

Kohta (i). Ensinnékin jatkuvien funktioiden kertolasku on jatkuva, joten 7, on hyv-
inmaaritelty. Lineaarisuuden tarkistaminen on triviaalia, silla pisteittainen kertolasku
f(x) = g(z)f(z) on lineaarinen laskutoimitus. Hyvéksytéan siis, ettd T, on lineaarinen
operaattori ja osoitetaan sen jatkuvuus osoittamalla, ettd T, on rajoitettu. Tata varten
tehdaan arvio

1Ty flloo = sup |g(x)f(x)| < sup |g(x)]- sup [f(z)| = [|gllcoll flloos
z€0,1] z€[0,1] z€[0,1]



miké osoittaa ettd T, on rajoitettu ja |7, < || g]|co-

Kohta (ii). Osoitetaan, ettéd ||T,|| = ||g||s. Tatd varten huomataan, etté jos f(z) =1 on
vakiofunktio niin

175 loc = sup |g(@)| = [lglloc = llgllool f]loo-
z€[0,1]

Téaten || 1| > [|g]|cc- Téssé epéyhtélossa patee yhtasuuruus, silléd kohdassa (i) todistettiin
vastakkainen suunta.

Kohta (iii). Koitetaan paatelld milloin 7}, on injektio. Olkoon T} fi(z) = T, fo(x) kaikilla
x € [0,1]. Talloin
g(x)(fi(x) — fo(x)) =0  kaikilla z € [0, 1].

Siis kaikilla x patee g(x) = 0 tai fi(x) = fo(x). Téastd voimme péatelld, ettd fi(x) = fo(z)
ainakin joukossa {z € [0,1] : g(z) # 0}. Jos nyt fi(x) = fo(x) pétee jossain vélin [0, 1]
tihedissd osajoukossa, niin jatkuvuuden nojalla fi(z) = fo(x) kaikilla x € [0,1]. Siis jos
joukko {z € [0,1] : g(z) # 0} on tiheéssa valilla [0, 1], niin kuvaus T}, on injektio. Toisaalta
jos joukko {z € [0,1] : g(x) = 0} siséltdd avoimen vélin, niin on helppo konstruoida kaksi
jatkuvaa funktiota f; ja fo jotka ovat samoja kaikkialla muualla paitsi talla avoimella
valilla. Talloin T}, f1 = T}, f2 joten T} ei voi olla injektio.

Siis T, on injektio jos ja vain jos joukko {z € [0,1] : g(x) # 0} on tiheéssé valilla [0, 1].

Kohta (iv). Osoitetaan ensin, etté jos g(zo) = 0 jollain zy € [0, 1] niin T} ei ole kidntyva.
Kurssin Lauseen 6.9 nojalla jokainen kaantyva operaattori on alhaalta rajoitettu, eli jos
T, on kaantyva niin

[T flloe = el flloo

jollain vakiolla a > 0 ja kaikilla f € C(0,1). Osoitetaan, etté téllaista vakiota ei voi olla
olemassa. Koska g(z9) = 0, jokaisella ¢ > 0 on olemassa vili I, = [zg — J, 29 + J] mille
lg(x)| < € kaikilla = € 1. N[0, 1]. Olkoon nyt f. jatkuva funktio, jolle patee f.(z) = 0 kun
x &¢I ja|fle = 1. Télloin

O‘“fenoo < “TgfeHoo = Sup |9<x)f<x)| <e
x€l.N[0,1]

Siis o < € kaikilla € > 0, mika on ristiriita. Taten T} ei ole kaantyva.

Toisaalta jos g(x) # 0 kaikilla = € [0, 1], niin myds funktio 1/g(x) kuuluu avaruuteen
C(0,1). Taten kuvaus Ty/, on jatkuva lineaarinen kuvaus avaruudelta C(0,1) itselleen.
Helposti nahdéan, etta T,Ty,,f = 11,41, f = f kaikilla f € C(0,1), joten T}/, on operaat-
torin T}, kddnteiskuvaus. Siis 7, on kééntyva jos ja vain jos g(z) # 0 kaikilla x € [0, 1].

3. Olkoon 1 < p < co. Esita jokin isomorfismi 7" : L?(0,1) — E  kun
a) £ =1P(—2,2), ja b) E=LP0,00).



Ratkaisu 3.

Kohta a). Etsitddn ensin bijektio h : [-2,2] — [0,1]. Voidaan valita h lineaariseksi
kuvaukseksi Lo
x
h(z) = :
0)="2

Olkoon nyt 1 < p < oo annettu. Jos f € LP(0,1), niin muuttujanvaihtokaavan nojalla

iy = [ 15 = [ 1500 s

x+2 211 x+ 2\
Z/Qf( 1 ) = Mf(T )

Tamé tarkoittaa, ettd | f|lzr0,1) = ||Tfl|zr(=2,2) kaikilla f € LP(0,1), kun kuvaus 7" :
LP(0,1) — LP(—2,2) maéritellddn kaavalla

1) = s f (557

On helppo tarkistaa, ettd 7" on lineaarinen kuvaus 7' : LP(0,1) — LP(—2,2). Se on
rajoitettu normilla ||T'|| = 1 koska se pitdd LP-normin ennallaan. Lisdksi sille on helppo
loytaa kaanteiskuvaus

dx.

T f(x) = 4YPf(4x + 2).

Ja tama kaanteiskuvaus on myos lineaarinen ja rajoitettu. Siis 7" on lineaarinen isomor-
fismi.

Tapauksessa p = oo valitaan kuvaus 7' : L>(0,1) — L*°(—2,2) ja sen kddnteiskuvaus

kaavoilla )
11 =1 (52) i T = fn+)

Néama lineaariset kuvaukset selvasti pitavat L°°-normin ennallaan ja ovat toistensa kaanteis-
kuvauksia.

Kohta b). Kuten kohdassa a), valitaan ensin jokin bijektio h : (0,00) — (0,1). Voidaan
esimerkiksi valita

Jos 1 <p<oojafelLP(0,1), niin

sy = [ Ve = [ 15 e

o0 1 L | > 1 x+2\ "
:/o ‘f<w+1) <x+1>2dx:/o <x+1>2/pf( 4 )

Télloin kuvaukselle T : LP(0,1) — LP(0, 00) joka mééritellddn kaavalla

Tf(x) = @ +11)2/pf (ggil) '

3

dx.




patee || fllr0.1) = || T f| zr(0,00) kaikilla f € LP(0,1). On jélleen helppo tarkistaa kuvauksen
T lineaarisuus ja rajoittuneisuus. Sille loytyy myos kaanteiskuvaus kaavalla

Tlf(x):#f (é—1).

Silla nyt

B 1 1 1 1
CEEE (%ﬂ)z/pf (#1 - )
= m(m + DY f(r4+1-1)
= f(z).
Vastaavasti T-17T'f = f kaikilla f. Siis 7" on lineaarinen isomorfismi.
Tapauksessa p = oo valitaan taas yksinkertaisesti

Tf(w>=f( ! ) ja T‘lf(x>=f(§—1).

z+1

4. Olkoon E Banachin avaruus ja T' € L(FE) operaattori jolle ||T%|| < 1 jollakin ko > 2. Yleista
Neumannin sarjaa koskeva lause yleistys, osoittamalla ettd myos talloin [ — 7T on kadntyva
(vrt. luentomonisteen lause 6.18) ja ka#anteisoperattorilla on esitys suppenevana sarjana

I-T)" = 1+T+T?*+T3+....
Ratkaisu 4.
Olkoon T' € L(E) operaattori jolle || T%| < 1 jollakin ky > 2. Osoitetaan, etti sarja
[+T+T*+T°+--

suppenee operaattorinormin suhteen. Merkitdin s = ||[T%]| < 1. Jos n on positiivinen
kokonaisluku, niin kirjoitetaan sille jakoyhtalo n = gko + r, missda ¢ > 0 ja 0 < r < k.
Talloin
T[] = T | < Tl T || < (1T = s T7]]-
Jos merkitéan vield M = supg<,y, ||77||, niin tdstd saadaan arvio
7] < Ms*. (1)

Voimme nyt arvioida sarjaa Y~ ||7"|| seuraavasti

00 oo ko—1 00
DoIT= 3D AT < Y koM st
n=0 q=0 r=0 q=0
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Oikeanpuolimmaisin sarja suppenee, silld s < 1. Siis my0s sarja

[+T+T*+T%+---
suppenee, koska se suppenee itseisesti ja rajoitetut operaattorit muodostavat Banachin
avaruuden. Merkitaan tata sarjaa symbolilla S ja sen osasummia

N

Sy = ZT".

Huomataan, etta
(I-T)Sy =1-TN*!

Arvion (1) perusteella ||[TV|| — 0, kan N — oo. Oikea puoli ylliolevassa yhtilossi
suppenee siis kohti operaattoria I. Vasen puoli taas suppenee kohti operaattoria (1 —17)5,

joten
I-7)S=1.

Vastaavasti identiteetista
Sy(I—-T)=1-TN"

nahdaan, etta
SI-T)=1

Siis operaattori I — T on kadntyva, ja sen kaanteisoperaattori on S.

5. Olkoon T' € L(H) Hilbertin avaruuden H jatkuva operaattori, jolle pétee
(Tz|z)] > c]|=||?
Néayta, ettd T' on kaantyva operaattori.

Ratkaisu 5.

Osoitetaan ensin, etta 1" on alhaalta rajoitettu. Cauchy-Schwarzin epayhtalon nojalla
cllz]* < |(Tla)] < || Tl

Siispa c||z|| < ||Tz| kaikilla z € H \ {0}. Tama& arvio patee myds kun z = 0.

Nyt on helppo osoittaa etta T on injektio, silla jos Tw = Ty niin ||z —y|| < ¢ | Tz —Ty|| =
0, mista seuraa r = y.

Osoitetaan operaattorin 7' surjektiivisuus. Naytetaan ensin, etta kuva-avaruus Im 7' on
suljettu. Olkoon (v,)neny C ImT jono vektoreita, joille v, — v € H kun n — oo. Osoite-

taan, etta v € ImT". Tata varten valitaan jokaisella n jokin z,, € H siten, etta Tz, = v,.
Koska 7" on alhaalta rajoitettu, niin

|Zn — zm| < CilHTxn — Tyl = Cil”vn — U |-



Koska vektorit (v,,)neny muodostavat Cauchy jonon, ndemme tésté arviosta ettd myds jono
(Zn)nen on Cauchy. Siis x, — = kun n — oo jollain z € H. Mutta koska T on jatkuva,
niin
Tr = lim Tz, = lim v, = v.
n—oo n—oo

Siis v € ImT'. Taten operaattorin T' kuva-avaruus on suljettu.

Osoitetaan nyt, ettd kuva-avaruuden Im 7" ortokomplementti on triviaali. Tamé osoittaa,
etta ImT" = H, silla jokainen H:n vektori voidaan ilmaista suljetun aliavaruuden Im H
ja sen ortokomplementin jisenien summana. Jos z € (Im7T)", niin (z,v) = 0 kaikilla
v € ImT. Talloin
c(x,z) < |(z, Tw)| = 0.
Misté voimme pédtelld, ettéd o = 0. Siis (Im 7)™ = {0}. Téten T on surjektio.
Koska T on injektio ja surjektio, silld on kddnteiskuvaus 7!, Tama kuvaus on lineaarinen,
silla lineaarisen kuvauksen kaanteiskuvaus on aina myos lineaarinen. Osoitetaan viela, etta
T—! on rajoitettu. Olkoon x € H. Merkitaan y = T~ 'x. Koska T on alhaalta rajoitettu,
niin
1 _ _ _ _
1T ]l = llyll < Tyl =TT a2l = ¢ 2]

Siis 77! on rajoitettu, eli 7" on kiintyva.



6* Osoita, etteivit avaruudet ¢! ja €% ole keskendin isomorfiset. Tee se kahdessa vaiheessa:

(i) Osoita induktiolla n:n suhteen suunnikasyhtalon yleistys:, kaikilla avaruuden % vek-
toreilla x1, zo, ..., x, pitee

+

Vasemmalla puolella summataan yli kaikkien mahdollisten etumerkkien valintojen, eli sum-
massa on 2" ! termis

(ii) vastaoletuksen mukaan on olemassa lineaarinen jatkuva ja kaantyva kuvaus T : 1 —
2, jolloin erityisesti jollakin positiivisella vakiolla C' > 0 pétee

CHz|lp < |ITzlle < Cllzl|ln kaikilla x € £

Sovella kohdan (i) identiteettid vektoreihin xy := T, 1 < k < n, missi e; on avaruuden
0! k:s yksikkovektori. Johda ristiriita riittavan suurilla n.

Ratkaisu 6.

Kohta (i). Todistetaan induktiolla tehtédvan identiteetti. Alkutapauksessa n = 2 identi-
teetti palaa muotoon

lor + @232 + o1 — 22l = 2 ([l + ll22ll72) ,

joka on tavallinen suunnikasyhtalo.

Oletetaan nyt, ettd vaite patee tapauksessa n ja tehdaan induktioaskel. Jos vektorit
T1,T9,...,The1 € 2 on annettu, niin tavallisen suunnikasyhtilon nojalla pitee

||]I1:|:$2:|:. . .:tl’n+$n+1|’?2+”l’1:|:$2:|:. . .:l:LL’n—In_HH?z =2 (Hl’l + i) +...+ anEQ + ||.Tn+1H§2) s

missa merkkien + valinta on sama jokaisessa lausekkeen xy + x5 + ... + z,, esiintymassa.
Summaamalla yli kaikkien naiden valintojen saadaan

Yo Eaa . Eay £,k =2 (Z oy o kB + ) y\xn+1y|§2> .
+ + +

Téssa summat Y, kdyvat lapi kaikki 27~! mahdollista etumerkkien valintaa. Erityisesti
Sou llwnsallZ = 2" | 2ny1]|%. Soveltamalla vield induktio-oletusta saadaan

Z ||ZE1 + To + ...+ Tn + ZL‘n_H”gz =2 (2n—1 [HZL‘ngQ + ||ZE2||§2 + ...+ ||l’n||?2} + 2n_1||$n+1||§2)
+

= 2" (lzallie + w2l + - -+ l2allee + lnsa i) -

Tama on haluttu identiteetti tapauksessa n + 1, joten induktiotodistus on valmis.



Kohta (ii). Tehdddn vastaoletus ettd on olemassa lineaarinen isomorfismi 7' : ¢! — (2.
Erityisesti on olemassa vakio C' > 0 siten, etté

CHz|lp < ||Tzlle < Cllzlln kaikilla =z € £

Olkoon jokaisella k vektori e, avaruuden ¢! standardi yksikkovektori (siis e, = (0,0,...,0,1,0,0, ..

missé ykkonen on kohdassa k). Merkitdan xy = T'ej, Talloin

@17 + |22llfe + - + [|2alle = |Terllz + | Tealle + - .. + || Tenll2
< C*(llexll + lle2llf + - - -+ llealln)
= nC?

Toisaalta jokaisella merkkien 4 valinnoilla patee

||x1 :|:$2:i::|:$n|’?2 = ||T<€1:|:€2:|:...:|:€n> H§2
>0 2|lestea£...Fe,ln

=n?C~ 2

Summaamalla yli kaikkien etumerkkien valintojen ja kayttamalla suunnikasepayhtalon
yleistysta, voimme paatya arvioon

2n—1n02 Z 2n—1n20—2

kaikilla n > 1. Tama on yhtipitaviai sen kanssa, ettd C* > n. Tama epiayhtalo ei pade
riittavan suurilla n, joten saadaan ristiriita. Siis avaruudet ¢! ja 2 eiviit ole lineaarisesti
isomorfiset.

),



