FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

2. HARJOITUKSET (pe 31.1, 12-14 salissa B322)

1. (i) Anna esimerkki jonosta joka suppenee avaruudessa ¢?, muttei suppene avaruudessa ¢'.

(ii) Anna esimerkki avaruuden ¢, rajoitetusta jonosta, 2™ (siis ||z, < C kaikilla
n > 1), jolla ei ole laisinkaan suppenevia osajonoja.

Ratkaisu 1.

(i) Méarittelemme jonon (a™),cy C €2 N ¢, jolla on raja-arvo avaruudessa ¢* muttei
avaruudessa ¢'. Tata varten valitsemme

™ =(1,1/2,1/3,...,1/n,0,0,...).
Osoitamme, ettd tdmé jono suppenee avaruudessa ¢2 alkioon
a = (1/k)k€N

Ensinnakin tunnetusti yliharmoninen sarja
= 1
D
k=1

suppenee, ja titen [jalls = (3, 1/1{;2)1/2 < oo. Siis alkio a todellakin on avaruudessa (2.
Toiseksi voimme laskea, etta

RN, N~ L
Ja—a =Yl — o’ = 3
k=1 k=n-+1

Tama suppenee kohti nollaa kun n — oo, johtuen edelleen yliharmonisen sarjan suppene-
misesta. Siis jonolla a(™ on raja-arvo avaruudessa ¢2.

Osoitamme, etti jonolla a(™ ei ole raja-arvoa avaruudessa ¢'. Tété varten laskemme, etté

. n " n 1
la®lh = _la”l = .
k=1 k=1

Nama luvut ovat harmonisen sarjan osasummia, joten koska harmoninen sarja hajaantuu
voimme péitelld, ettd [|a™||; — oo, kun n — co. Toisaalta jokainen jono, jolla on ole-
massa raja-arvo, on rajoitettu. Koska jono a™ ei ole rajoitettu avaruudessa (', ei silld
myoskaan ole raja-arvoa.

(ii) Maritelldin alkiot (™) € €2 seuravasti:

ng): , kunn=m
xfﬁ):O, kun n # m.



Talloin voimme laskea, etta

- 1/2
2]y = <Z [g;ﬁ@f) — (12)1/2 -1

m=0

Siis jono (w(”))neN on rajoitettu avaruudessa ¢2. Osoitamme, ettd silli ei ole suppenevia
osajonoja. Kun n; # ns, niin

o 1/2
) — 22|, = (Z [ —xﬁz?)f) = (P+ 1) =2

m=0

Siis jokaisen kahden jonon (2(™),cn alkion etiisyys on aina vakio v/2. Téstd niemme,
ettd mikddn jonon (z(™),cy osajono ei voi olla Cauchy, eli ei voi mydskiin olla suppeneva
avaruudessa (2.

2. Olkoon 1 < p < o ja olkoon d = (d,),=1 kiinted rajoitettu jono skalaareja. Tarkastellaan

diagonaalioperaattoria
Ay 0P — (P

Luennoilla naytettiin, ettd Ay on rajoitettu lineaarioperaattori /7 — /P kun 1 < p < o0.
Pateeko tama myos kun p = 1 tai p = oo 7 Onko A\ rajoitettu operaattori missdan naissé
avaruuksissa jos jono d ei olekaan rajoitettu? Laske kuvauksen Ay normi ||Ag||er—er-

Ratkaisu 2.

Osoitetaan ensin, etté jos jono d on rajoitettu, niin diagonaalioperaattori Ay : 7 — (P on
rajoitettu kun p = 1 ja p = oo. Tapaus p = 1 hoituu laskulla

Mgzl =Y [(Aaw), | = Y ldnzal < lldlloc > |2l = lld]looll]l1-
n=0 n=0 n=0

Tapauksessa p = oo taas voimme laskea, etta

[Agz|1 = sup [(Aaz),,| = sup |dpwn| < [|d]|oc sUp 2] = [|d|[o]|2[]oo-
neN neN neN

Siis A4 on rajoitettu myos avaruuksissa ¢! ja £>°. Saamme niistd arvioista myos operaat-
torin Ay normille yldarvion ||Ag||w—e < ||d||s, minkd voi todeta vastaavilla arvioilla myos
kun 1 < p < o0.

Osoitamme nyt operaattorinormille ||Ag||w_e ala-arvion ||Ag||p—e > ||d|l. TAma arvio
osoittaa myos, ettd operaattori Ay ei ole rajoitettu avaruuksissa (P ellei jono d ole ra-
joitettu. Todistamme tdmén ala-arvion 16ytamalla jonon ) € (7 siten, ettd kun k — oo,
niin
“Adx(k)Hp N ||d||
1™l .



Tamé osoittaa nimittdin ettd pienin mahdollinen vakio M, jolle epayhtalo |Aqz|, <
M ||x||, voi pated kaikilla = € 7, on M = ||d|| -

Koska maaritelman mukaan
|d||oe = sup|d,],
neN

niin voimme valita jonon indeksejéa (ny)ren Siten, etta
HdHoo = lim |dnk|
k—o0

Huomio! Indeksien nj ei valttdmétta tarvitse olla erillisid. Olkoon nyt p € [1,00].
Miéirittelemme jonon x(¥) € (P seuraavasti:

Tallsin |2 *)]|, = 1 kaikilla k ja p, kuten tehtiviissd 1. Kun 1 < p < oo niin

00 1/p
1Agz®]), = (Z Idmxﬁ,'f)}p) = (|dn, ") = |d, .
m=0

Tapauksessa p = oo taas
1Aa2™|loo = sup |dpm )| = sup{0, |dp, [} = |du, |-
meN

Joka tapauksessa naemme, etta kun k& — oo, niin

[Aaz ™,

—— =\d,,. | = [|d||sc-
= ldn| = 1)

Siis ||Agller—er > ||d]|oo, kuten haluttiin.

3. Olkoon 1 < p < ¢ < oo. Néayta, ettd ||z|, < [|z]|, kun x = (x,) € (7. Piittele, ettd
fCcPCcliCepkunl<p<qg<oo.

Ratkaisu 3.

Esitamme kaksi tapaa ratkaista tehtava.

Tapa 1. Osoitetaan ensin epayhtalo ||z||, < ||z||: kaikilla x € ¢*. Maaritelmén mukaan

00 M
ol = 3"l = Jim S [,
n=0 n=0

00 1/q M 1/q
Jeelly = (Z rxnrq> = Jim_ (Zmrq) .

3
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Epéayhtélon ||z]|, < ||z|/: toteamiseksi riittéisi siis osoittaa, etté

Sl < (Zw) (0.1)

kaikilla M € N. Kun M = 1, tama epayhtalo on muotoa
ol + |21|* < (o] + [21])*.

Téamén kahden muuttujan epayhtélon voi todistaa esimerkiksi merkitsemalld t = |z |/|xo]
ja etsimélld derivoimalla funktiolle f(¢) = (1+¢)?—1—¢¢ minimi positiivisten reaalilukujen
joukossa.

Voimme nyt osoittaa epayhtélon (0.1) induktiolla muuttujan M suhteen. Jos epdyhtéld
patee tapauksessa M, niin tapauksessa M + 1 saamme

M+1 M+1 q
NE (z \m) F ol < (z \m) |

n=0

missa olemme kayttaneet tapauksen M = 1 epayhtaloa uudestaan viimeisessa arviossa.
Induktion nojalla epayhtélo (0.1) siis pétee.

Osoitetaan nyt epayhtalo ||z||, < ||z]|, kaikilla z € /7, missd 1 < p < ¢ < oo. Merkitéén
¢ = q/p > 1. Annetulla jonolla x € % méirittelemme my6s uuden jonon

' = (|zol?, |1 [P, |z2|?, . . ).

Talloin 2’ € ¢*, silla oletuksen x € ¢ mukaan ||z’ = Yo |za|P < co. Siis ensimmaisen
tapauksen nojalla patee epayhtalo

12"llg < l"]]1-

Kirjoitetaan tama epayhtalo auki ja saadaan:

00 p/q 00
(z w) <3l
n=0 n=0

Ottamalla p:mnes juuri puolittain saamme halutun epayhtélon ||z||, < ||z]|,.

Tapa 2. (By Vitali Soitu) Olkoon x € ¢?. Merkitsemme a = ||z|,. T4ll6in saamme arvion

1/p
2a] = ()7 < (Z‘””"‘p> -

eli |xx|/a < 1 kaikilla k. Koska p < ¢ niin

P q
(@) > <@> kaikilla k
a a
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Nyt saamme arvion

o0 1/p [ee) 1/27 /
]l |zl \" |zn\* g™
a nz% a - ;; a ad/p
Siis ||z]|#/? < a?/?, ja koska a = |||, niin ||z, < ||z|,, kuten haluttiin.

Lopuksi voimme molemmilla tavoilla osoitetusta epayhtalosta paatella, etta jos p < ¢
ja x € (P niin talloin myos x € (9. Siispa 7 C ¢4 kun p < ¢. Lisdksi huomaamme etté
jos x € (P niin sarja Z;’ozo |z, [P suppenee. Téten tunnetusti sarjan jésenet suppenevat
kohti nollaa, eli lim,,_,, |z,[’ = 0. Voimme siis paitella ettd x € co, joten ¥ C ¢, kaikilla
p € [1,00).

4. Jos f € C(0,1), asetetaan

Tf(a:)_f(l)+/0 2 dt, w01

Osoita tarkasti, ettd T on hyvin méaritelty ja jatkuva (eli rajoitettu) lineaarinen kuvaus
T:C(0,1) - C(0,1). Bonustehtava: Maaraa T:n normi [|7|.

Ratkaisu 4.

Osoitetaan ensin, ettd T’ on hyvin mééritelty. Jos f € C(0,1), niin my6s funktio f(¢3) on
jatkuva vélilld [0, 1]. Tall6in integraali

/01 f(t3) at

on olemassa Analyysi 2:n tiedoilla. Siis funktio

Tie) = 1)+ [ @@= s+ [ pe)a

on toisen asteen polynomina jatkuva valilla [0,1]. Siis T'f € C(0,1), joten T on hyvin
maaritelty.

Osoitetaan nyt, ettd 7' on lineaarinen. Olkoon tata varten f,g € C(0,1) ja A € K.
Talloin

T+ o)) = [+ 9D+ [ 7+ d
:f(1)+g(1)+x2/0 f(t%) dt+x2/0 g(t®)dt = Tf(x) + Tg(z)
ja

TO)(x) = (1) + o / AF() dt = AT f(x),

0
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joten T on lineaarikuvaus. Etsitaan nyt operaattorin 7' normi ja osoitetaan taten samalla,
ettd se on rajoitettu (ja siis jatkuva). Ensinnékin saamme normille yld-arvion seuraavasti

ITfllo = [1£(1) + 22 / () dt] < (D)) + |22 / F(E%) di]|

1
=|f(1 3Nd - o d
£ >r+r/0 £t dt] < |1£] +/Mufu i
= 2| f]w.

siis || T||c(0,1)—c0,1) < 2. Toisaalta jos f(t) = 1 kaikilla ¢, niin

1
Tf(:(;):1+x2/ Ldt =1+ 2%
0

Talloin || fllee = 1 ja [|Tf||ec = 2, joten my6s || T'||c(0,1)—c0,1) = 2. Siis
ITllcon—c01) = 2.

5. Varustetaan avaruus C'(0, 1) normilla

I = ([ ras) "

(osoitamme myShemmin luennoilla, ettd kyseessa on todellakin normi). Osoita tarkasti ,

ettd normiavaruus (C(0,1),] - ||2) ei ole tdydellinen.

Ratkaisu 5.
Selitimme ensin hieman, miksi avaruus C'(0,1) ei ole tdydellinen normin || - ||2 suhteen.
Normiavaruus (C(0, 1), || - [|2) sisdltyy itseasiassa suurempaan avaruuteen (L%(0,1), ]| - [2),

joka on taydellinen normiavaruus. Taméa avaruus maaritellaan tarkemmin luentomateri-
aalissa ja kurssilla Reaalianalyysi 1, mutta oleellista on etta se sisaltaa jatkuvien funktio-
den ohessa epéjatkuvia funktioita, joille normi || - || on hyvinmaédritelty. Jatkuvat funktiot
ovat lisiksi tihedssi avaruudessa L?(0, 1), mistd seuraa, ettd on epdjatkuvia funktioita joita
voimme approksimoida jatkuvilla funktiolla normin || - || mielessd. Tété ideaa kaytdmme
myo6s taman tehtavan ratkaisussa.

Osoitetaan, ettd on olemassa Cauchy-jono (fy,)nen C (C(0,1),]-||2), jolla ei ole raja-arvoa
avaruudessa C'(0,1). Maarittelemme jonon seuraavasti

I, kan0<z<1/2
folx)=¢ 1—-2n(zx—1/2), kun1/2<x<1/2+1/(2n)
0, kunl1/2+1/(2n) <z <1.

Kaikilla n voimme tarkistaa, ettd méaarittelemdmme funktiot f,, ovat jatkuvia valilla [0, 1]
tarkistamalla, ettd toispuoleiset raja-arvot pisteissda 1/2 ja 1/2+1/(2n) tasmadvat. Funk-
tiot f, suppenevat pisteittdin kohti ei-jatkuvaa funktiota

1, kin0<z<1/2
f(x)—{ 0, kan1/2 <z <1.
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Tama funktio f on paloittain vakiofunktiona Riemann-integroituva, joten voimme puhua
esimerkiksi normeista || f — f,||2. Osoitamme ensin, etta

lim [|f = fu]l2 =0.
n—00

Tama hoituu yksinkertaisesti laskemalla, etta

1/2 1/2+1/(2n) 1
||f—fn|]§:/ ]1—1|2daz—|—/ |1—2n(x—1/2)—0]2da:+/ 0 — 0|%dx
0 1/2 1/241/(2n)
1/2+1/(2n)
:/ 11 —2n(z — 1/2)|*dx
1/2

1/241/(2n)
- / (4n*(z — 1/2)* —4n(z — 1/2) + 1) dx
1/2

1/(2n)
= / (4n2x2 —4nx + 1) dx
0

1/1)\° 1/1\% 1
—4n?= (=) —dn= | —) +—
3\ 2n 2\ 2n 2n
1
- 6n’

Téama suppenee nollaan kun n — co. Voimme nyt paatelld, ettd jono (f,)n.en on Cauchy,
koska sillé on raja-arvo normissa ||-||2. Toisaalta raja-arvo on yksikésitteinen, joten funktio
f on jonon ainoa mahdollinen raja-arvo normissa || - [|o. Koska f ei ole jatkuva, ei jonolla
ole raja-arvoa avaruudessa C'(0,1), joten avaruus ei ole tdydellinen normin || - || suhteen.

6* Olkoon = = (z):°, skalaarijono, jolle ||z||; < co. Osoita, ettd talloin logaritmi ¢P-normista,
log(||x||,), on konveksi funktio parametrin 1/p funktiona.

Ratkaisu 6.

Palautetaan mieleen, ettd funktio f(z) : [a,b] — R on konveksi, jos
tfy) + (1 =) f(ye) > f(tyr + (1 —t)y2)  kaikilla y1,y2 € [a,0] jat € [0,1].

Olkoon nyt z € ¢* annettu. Talloin Tehtdvin 3 nojalla myds x € ¢, missa 1 < p < oo.
Tavoitteemme on osoittaa, ettd funktio log ||z||, on konveksi parametrin 1/p funktiona, eli
etta funktio

f(y) =log||zl[1/
on konveksi. Olkoon yi,ys € [1,00) ja t € [0,1]. T&lléin

tf(yr) + (1= 1) f(y2) = tlog (Z |xn|1/y1> + (1 —1)log <Z Ixnll/”)

n=0

o0 ty1 o0 (l_t)yQ
:log <Z|xn‘1/y1> <Z|xn|1/y2> ’
n=0 n=0

Y2



kun taas

00 tyr+(1—t)ya
f(tyl + (1 — t)y2> = log (Z ‘xn‘l/(ty1+(1t)y2)> .

n=0

Tavoitteemme on siis osoittaa epayhtalo

o v/ oo (1-t)y2 00 ty1+(1—t)y2
(Z |xn|1/y1> (Z |$n|1/y2> > <Z ’xnyl/(tyl-i-(l—t)yz)) ) (02)

Kaytamme tata varten Holderin epayhtaloa eksponenteilla

tyr+ (1 =ty . tyr + (1 —)ys
pP= Ja g =
tyr (1 —=1)ys

On helppo tarkistaa, etta p ja q ovat toistensa Holder-konjugaatteja. Sovelletaan Holderin
epayhtaloa jonoihin

a, = |xn|t/(ty1+(1—t)yz) ja b, = |xn|(1—t)/(ty1+(1—t)y2)'

Holderin epayhtalon nojalla

0 /r / 1/q 0o
<Z aﬁ) (Z bg) > Z anby,.
n=0

n=0

Kirjoittamalla taméa auki saamme

00 tyr/(tyi+(1-)y2) / o (1=t)y2/(ty1+(1-1)y2)
t ty1+(1—-t)ys (1—-t) ty1+(1-t)yo
|xn| ty1+(1-t)yg tyg E |an|ty1+(1—t)y2 (I-t)y2
_ n=0

_l’_

3
o

t 1-t
’g;n’ ty1+(1—ty2  tyi+(1—t)yz |

NE

>

Il
o

n

Mika sievennettyna antaa

0o ty1/(ty1+(1-t)y2) / (1-t)y2/(ty1+(1—t)y2) 00
1 1 1
(m) (St > 3

n=0

Korottamalla tdméa puolittain potenssiin ty; 4+ (1 — t)y. antaa halutun epéyhtélon (0.2).



