FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

1. MALLIVASTAUKSET

1. Olkoon A C F normiavaruuden FE osajoukko. Osoita, maaritelmista ldhtien, ettd A on
tihed avaruudessa E jos ja vain jos A N B # () jokaisella avaruuden E avoimella pallolla
B = B(z,r) (téssd siis x € F ja r > 0 ovat mielivaltaisia).

Ratkaisu 1.

Mééritelmian mukaan A on tihed avaruudessa E jos A = E. Koska A C E, tidmi on
yhtépitivis sen kanssa, ettd, £ C A. Toisin sanottuna jokaisen z € F tiytyy siis kuulua
sulkeumaan A. Sulkeuman méiritelmén nojalla timé on yhtépitivid sen kanssa, ettd
kaikilla » > 0 joukko A N B(z,r) on epdtyhja. Siis A on tihed E:ssd jos ja vain jos
AN B(z,r) # 0 kaikilla x € E ja r > 0, kuten haluttiin.

2. Osoita, ettia ¢y on avaruuden c, ja puolestaan ¢ avaruuden ¢ aliavaruus. Onko ¢y tihedssa
avaruudessa ¢ 7 Onko c tiheassa avaruudessa (> 7

Ratkaisu 2.

Palautetaan ensin mieleen maaritelmat

co={x = (z,)pey € £*°: lim z, =0}
n—oo

seké

c={x=(x,);>, € £ : lim z, on olemassa.}.
n—oo

Maaritelmistd huomataan selvasti sisaltymiset ¢y C ¢ C £°°.

Osoitetaan, ettd ¢y on avaruuden c aliavaruus. Koska c¢qg C ¢, riittad osoittaa etta cq
toteuttaa vektorialiavaruuden aksioomat. Nama hoituvat seuraavasti:

1. 0=(0,0,0,...) € co, sillé lim,,_yoe 0 = 0.

2. Jos x € ¢y jay € ¢y, niin x + y € ¢y, silla

lim (z, +y,) = lim x, + lim y, =0+ 0= 0.
n—oo n—o0

n—oo
3. Jos x € ¢ ja a € K, niin ax € ¢y, silla

lim (ax,) =a lim z, =a-0=0.
n—o0 n—oo

Siis ¢y on avaruuden c¢ aliavaruus.

Osoitetaan, ettd ¢ on avaruuden (> aliavaruus. Koska ¢ C £, riittad osoittaa etta c
toteuttaa vektorialiavaruuden aksioomat. Naméa hoituvat seuraavasti:

1. 0=1(0,0,0,...) €c,silla0 € ¢ C c.



2. Josx € cjay € ¢, niin ¢ +y € ¢, silla jos raja-arvot lim,, . =, ja lim, .., x, ovat
olemassa niin talloin kurssin Analyysi 1 tietojen perusteella

lim (z, + y,) = lim z,, + lim y,.
n—00 n—o00 n—00

3. Jos x € cjaa € K, niin ax € ¢, silld jos raja-arvo lim,,_,. &, on olemassa niin talléin
kurssin Analyysi 1 tietojen perusteella

lim (az,) = a lim z,.

Siis ¢ on avaruuden £*° aliavaruus.

Osoitamme, ettad avaruus ¢y ei ole tihedssa avaruudessa c. Maaritelladn ensin alkio e =
(1,1,1,...) € c. Tehtdvén 1 perusteella riittda osoittaa, ettd pallo B(e,1/2) ei sisélla
yhtéén avaruuden ¢y alkiota. Huomataan, ettd jos x = (x,)7>, € B(e,1/2), niin kaikilla
n € N patee

20 — 1] < JJz —ef|o <1/2.

Téten z,, > 1 —1/2 = 1/2. Ei siis ole ainakaan mahdollista, ettd lim z,, = 0, joten x ¢ ¢.
Siis ¢p ei ole tiheassa avaruudessa c.

Osoitamme, ettd avaruus c ei ole tihedssd avaruudessa ¢>°. Méaritellaan ensin alkio ¢/ =
(1,-1,1,—1,...) € ¢~ (siis €/, = 1 parillisilla n ja e/, = —1 parittomilla n). Tehtavén
1 perusteella riittdéd osoittaa, ettéd pallo B(e’,1/2) ei sisdlld yhtdan avaruuden c alkiota.
Huomataan, etté jos z = (2,)5°, € B(€’,1/2), niin seuraavat arviot patevét

Parillisila n € N, |z, — 1| < ||z — €[] < 1/2.
Parittomilla n € N, |z, + 1] < ||z — €¢/||oc < 1/2.

Tasta voidaan arvioida, etta

Parillisillan € N, z, >1—1/2 =1/2.
Parittomillan e N, z, < -1+41/2=—1/2.

Misté saadaan esimerkiksi, etta jos n on parillinen niin
Ty — Tpi1| = Tp — xpyp > 1/2 —(—1/2) = 1.

Toisaalta tdmé osoittaa, ettd jono x = (x,)52, ei ole Cauchy, silld muuten pétisi
lim,, o0 |2, — Zpy1| = 0. Siis jonolla z ei ole raja-arvoa, joten x ¢ ¢. Tama osoittaa, etté
c ei ole tihea avaruudessa (.

3. Miaritelladn ’jatkuvien funktioiden avaruus C(0,1)! valilla [0, 1] asettamalla
C(0,1) :=={f:[0,1] = K| f on jatkuva},

ja varustamalla se normilla || f||oc := supepoq) [ f(#)]. Osoita, ettd C(0,1) on normiavaruus
nayttamalla ettd se on avaruuden B([0, 1], K) aliavaruus.

! Joskus merkitéin myos C([0, 1]).



Ratkaisu 3.

Kurssin Analyysi 1 perusteella tiedetdan, etta jatkuva funktio suljetulla valilla saa suurim-
man ja pienimmén arvonsa. Siis erityisesti jos f € C(0,1), niin

[flloc = sup_[f(t)] < o0,
t€0,1]

eli maaritelmén mukaan f kuuluu my6s avaruuteen B(]0, 1], K). Siis C'(0,1) C B([0, 1], K).
Tarkistetaan viela vektorialiavaruuden aksioomat.

1. 0 € C(0,1), silld jokainen vakiofunktio on jatkuva.

2. Jos f € C(0,1) ja g € C(0,1), niin kurssin Analyysi 1 tietojen perusteella funktio
f + g on jatkuva. Siis f + ¢ € C(0,1).

3. Jos f € C(0,1) ja a € K, niin kurssin Analyysi 1 tietojen perusteella funktio af on
jatkuva. Siis aof € C(0,1).

Olemme osoittaneet, ettd C(0,1) on avaruuden B([0, 1], K) aliavaruus. Kurssimonisteen
Lauseen 2.9 nojalla C'(0, 1) on tdten normiavaruus.

4. Maaritellddn edellisen tehtdvan avaruudessa uusi normi || - ||* asettamalla

|| = / ().

Niytd, etta myos talloin (C'(0, 1), ||-]|*) on normiavaruus. Ovatko avaruuden C(0, 1) normit
|- lloo ja || - ||I* ekvivalentteja?

Ratkaisu 4.

Néytetaan, ettd (C'(0,1),] - [|*) on normiavaruus. Avaruus C(0,1) on tunnetusti vektori-
avaruus, joten riittdé osoittaa ettd tehtavéssd méadritelty normi || - ||* my6skin toteuttaa
normin aksioomat (mééritelmé 2.3). Namé hoituvat seuraavasti.

1. Olkoon f,g € C(0,1). Talloin
f = d d
I+l = [ 15O +alde < [ Q101+ a0 ar
= [ 15wl + [ lgteride =151 + gl
0 0

joten kolmioepayhtélo (aksiooma (N1)) toteutuu.
2. Jos f € C(0,1) ja a € K, niin

1 1 1
laf|* = / af ()]t = / ol £(8)]dt = | / F®lde = lalll ]

joten aksiooma (N2) toteutuu.



3. Selvésti ||0]|* = fol |0|dt = 0. Jos taas f ei ole identtisesti nolla niin voimme valita
pisteen xy € [0, 1] siten, ettd f(xg) # 0. Télloin jatkuvuuden perusteella on olemassa
J siten, ettd jos |xg — | < 4, niin

[f (o) = f(2)| < [f(20)|/2  Jatéten [f(z)| > |f(xo)]/2.

Toisaalta nyt

1
= d d
i = [z [ o
> / (1 (xo)l/2) dt > 6 (z0)|/2 > 0.
[0,1]N[zo—d,20+4]

Siis [[f[|* # 0.
Osoitetaan, ettd normit || - || ja || - ||* eivit ole ekvivalentteja avaruudessa C'(0,1). Tavoit-
teenamme on osoittaa, etta ei ole olemassa vakiota C', jolle patee arvio

1flle < C|fII*  kaikilla f € C(0,1). (0.1)
Tarkastelemme tétéd varten funktiojonoa f,(t) = t". Huomaamme, etta

|fn|oo = sup t" = ]-a
te[0,1]

1

1 1 1

| ful” :/ t"dt = ——1" — 0" = .
0 n+1 n+1 n+1

= n + 1 voi olla mielivaltaisen suuri, mika osoittaa etta vakiota

kun taas

| *

Siis osamaara | fr|eo/|fn
C' kuten yhtalossa (?77?) ei voi olla olemassa.

5. Osoita, ettd normiavaruus ¢y on separoituva.

Ratkaisu 5.

Kéaytamme téssi tehtavéssa hyodyksi sitd, ettd skalaarikunta K (joko R tai C), jonka yli
avaruus ¢y on maaritelty, on myos separoituva. Kunnalla R on nimittain numeroituva
tihed osajoukko @ ja kunnalla C puolestaan osajoukko Q +iQ := {q1 + iq2 : ¢1, 92 € Q}.
Koitamme sdastaa hieman notaatiossa ja merkitd molemmissa tapauksissa kunnan K nu-
meroituvaa tiheaa osajoukkoa symbolilla K.

Tavoitteenamme on nyt siis loytaa numeroituva tihea osajoukko myos avaruudesta cg.
Huomataan, etta jonot muotoa

r = (r1,%2,...,25,0,0,0,...),

eli jonot joiden jasenet x, ovat nollasta poikkeavia vain aarellisen monella n, kuuluvat
avaruuteen cg. Maaritelldan avaruuden ¢y osajoukko S seuraavasti:

Si={r = (zn);2 € ¢o : Tp € Ky kaikilla n € N, z,, # 0 vain dérellisen monella n € N}.

4



Joukko S on selviasti numeroituva, silla se on numeroituva yhdiste seuraavista numeroitu-
vista joukoista:

S1=19(g0,0,0,0,...) €co: qo € Kpun }
S2 = {(Q(L Q17070707 . ) €Co:qo,q1 € Knum}
53 = {(QO, ql?Q27070a07 .- ) €¢:qo, 91,492 € Knum}

Osoitamme nyt, ettd S on tihea avaruudessa c¢y. Tehtavan 1 perusteella riittaa valita
mielivaltainen © = (2,)2%, € co sekid sidde r > 0 ja osoittaa, ettd S N B(x,r) # 0.
Konstruoimme nyt tahan joukkoon alkion ¢ seuraavasti.

Avaruuden ¢y madritelméan perusteella lim,,_,, x, = 0. On siis olemassa sellainen N € N,
etta
|z,| <r/2 kaikilla n > N. (0.2)

Kéytetdan nyt hyvéaksi joukon K, tiheytta skalaarikunnassa K. Jokaisellan € {0,1,..., N}
voimme valita alkion ¢, € K., siten, etta

\zn — qn| < 1/2. (0.3)
Maéritelladn nyt alkio ¢ = (¢1,¢2,...,q9n,0,0,0,...) € S. Voimme laskea, ettd
T—q=(T1—q, T2~ G2, -, TN — qN, TN41, TN 42, TN 43, - - -)-

Toisaalta arvioiden (?7) ja (?77?) perusteella jokainen jonon x — ¢ jésen on itseisarvoltaan
pienempéd tai yhtd suurta kuin r/2. Siis ||z — ¢||s < 7/2, joten ¢ € B(x,r), kuten
halusimme osoittaa. Avaruus ¢y on titen separoituva.

6" Osoita etté jokainen darellisulotteisen vektoriavaruuden R™ normi on ekvivalentti standardin

Euklidisen normin || - ||; kanssa.
Ratkaisu 6. Olkoon || - ||, jokin avaruuden R™ normi. Osoitamme, ettd se on ekvivalentti
normin || - ||2 kanssa, toisin sanottuna ettd on olemassa positiiviset vakiot ¢ ja C' siten, ettd

cllzlla < ||z« < Clz]|2  kaikilla x € R™.

Osoitamme ensin epéayhtalon ||z||,. < Cllz||;. Tété varten kdytdmme avaruuden R™ stan-
dardia ortogonaalista kantaa e;, j = 1,2,...,n. Kirjoitetaan annettu vektori x kannan

avulla muodossa x = » 7_, aze;. Tilloin voimme arvioida

n n n n n
lzlle = (1D ases|| <D lasllleslls < o | D lasl? [ D llesll2 = lallay | D llesli2,
j=1 . J=1 J=1 J=1 Jj=1
missé olemme kayttdneet seké kolmioepéayhtalod normille || - ||, ettd Cauchyn epéayhtalda.

Nyt jos méarittelemme vakion C' kaavalla




niin ||z[[. < C||z||2 kaikilla € R™, kuten haluttiin.

Huomio. Epéyhtalosta [|z|. < C||lz|l2 voimme itseasiassa padtelld, ettd normi || - ||,
ajateltuna kuvauksena || - ||« : (R", ]| - ||2) + [0,00) on jatkuva. Itseasiassa se on C-
Lipschitz, silla kolmioepayhtalon avulla voimme arvioida, etta kaikille x,y € R™ patee

Mzl =1yl < llz =yl < Cllz = ylla.

Osoitetaan nyt epayhtalo c||z|ls < ||z[l.. Merkitdin R™:ssd yksikkopallon kuorta S™! =
{z € R" : ||z| = 1}. Talléin S™ ! on tunnetusti kompakti joukko normiavaruudessa
(R™ ]| - [|]2). Edellisen huomion mukaan normikuvaus || - ||« on jatkuva, joten se saavuttaa
yksikkopallon kuorella S"~! myds pienimmén arvonsa. Merkitddn titd arvoa kirjaimella
c. Ei ole mahdollista, etta ¢ = 0, silla ||z|[, = 0 jos ja vain jos x = 0. Taten ¢ > 0. Jos nyt
valitsemme mielivaltaisen vektorin z € R™\ {0}, niin vektori z/||z||; kuuluu yksikkopallon
kuorelle, silla

1 1
z|| = ——|z|l. = 1.
lzllzlly el
Edellisen nojalla patee talloin myés, etta
’ 1
—zx|| >ec
[l ],
Toisaalta voimme nyt paatella, etta
1 1
c < ||[——z| =—|%|
lllz 1L el

Titen c||z||y < [|z]s kaikilla z € R™\ {0}. Toisaalta epiayhtilo on triviaali kun x = 0,
joten olemme osoittaneet, ettd normit || - ||2 ja || - ||« ovat ekvivalentteja.



