FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

11. HARJOITUKSET (pe 2.5, 12-14 salissa B322)

1. Olkoon H kompleksikertoiminen Hilbert-avaruus ja S,T € L(H). Néyta, etta
(i) (ST)* =T*S".
(ii) Jos S on kadntyvi ja itseadjungoitu , niin myos S~! on itseadjungoitu.
(iii) Jos S on itseadjungoitu, niin my6s T*ST on itseadjungoitu.
Ratkaisu 1.
Kohta (i). Olkoon z,y € H. Tallgin

(STxly) = (Tx|S™y) = (2|T"S57y).
Toisaalta (STz|y) = (z|(ST)*y). Koska z ja y ovat mielivaltaisia, taytyy olla (ST)* =
T*5*.

Kohta (ii). Olkoon operaattori S itseadjungoitu ja kddntyva. Jos x,y € H ovat mielival-
taiset, niin

(S~laly) = (S7'2|SS™y) = (S"S ™ x[S™y) = (SS™"aly) = (x[S7'y).

Tama osoittaa, etta S on itseadjungoitu.

Kohta (iii). Olkoon S itseadjungoitu ja z,y € H. Kohdan (i) nojalla
(T*ST) =T*(T*S)* =T"S*(T*)* =T"ST.
Siis operaattori T*ST on itseadjungoitu.

2. Olkoon S € L(H), missd H on kompleksinen Hilbert-avaruus. Todista, ettd A € o(.S)

jos ja vain jos A € o(S*). Padttele tésté ettéd itseadjungoidulle operattorille S pétee aina
o(S) C R. Tee tamé seuraavissa vaiheissa:

(i) Osoita, etté jos (S — A)z =0 jollain z € H \ {0}, niin A € R.

(ii) Valitse mielivaltainen A € o(S). Paittele, ettd operaattori S — A ei voi olla sekd
injektio ettd surjektio. Kéyta kohtaa (i) tapaukseen, misséd S — A ei ole injektio.

(iii) Oleta, etti S — ) ei ole surjektio. Osoita, ettd kuvaus S — X ei tillsin ole injektio.
Kayta tahén seuraavaa aputulosta:

(iv) Jos T': H — H on lineaarinen operaattori, niin (Im 7')* = Ker T*.

(v) Johda lopputulos kohdasta (iii).



Ratkaisu 2.

Palautetaan mieleen, ettd operaattorin S spektri o(S) koostuu niistd kompleksiluvuista A,
joille operaattori S — X ei ole kddntyva (tdssd A merkitsee myos operaattoria x +— Azx).

Osoitetaan, ettd operaattori S — A on kifntyvé jos ja vain jos operaattori S* — A on
kaantyva. Huomataan, ettd jos z,y € H niin

((S = Nazly) = (Szly) — (Aaly) = (2]S™y) — (z[Ay) = (2[(S* = V).
Siis operaattorit S — A ja S* — X ovat toistensa adjungaatteja. Operaattori on kéintyvi

jos ja vain jos sen adjungaatti on kdantyva, joten vaite on todistettu.

Siis A € ¢(9) jos ja vain jos A € o(S*).

Oletetaan nyt, ettd S on itseadjungoitu. Ensinnékin jos (S — M)z = 0 jollain = € H \ {0},
niin

Mz|r) = (\z|z) = (Sz|2) = (2|S7) = (2| \2) = A(2|2).
Siis taytyy olla A = A, eli A € R.

Olkooon nyt A € o(S). Téalléin operaattori S — A ei ole bijektio. Jos se ei ole injektio, on
olemassa x € H \ {0} siten, ettd (S — A\)z = 0 ja tdten A € R. Voidaan siis olettaa, ettd
S — X ei ole surjektio.

Osoitetaan nyt valitulos. Jos T': H — H on lineaarinen operaattori, niin
(Im T)* = Ker T".
Meille itseasiassa riittdd vain sisiltyminen (Im 7)* C Ker T%. Titd varten, jos x €
(Im T)*, niin
0= (z|Ty) = (T"z|y) kaikilla y € H.
Siis taytyy olla T*x = 0, eli z € Ker 7. Saadaan siis haluttu sisaltyminen. Yhtasuuruus
jatetdaan harjoitustehtavaksi.

Sovelletaan aputulosta operaattoriin 7' = S — A\. Koska T ei ole surjektio, aliavaruus
(Im T')* on epétriviaali. Koska (Im T)*+ C Ker T™, my6s aliavaruus Ker T* on epétriviaali.
Koska

T =(S—\"=8 -,

on téten olemassa jokin x € H \ {0} siten, ettd

(S — Nz =0.
Edellisen nojalla tiytyy siis olla A\ = \. Siis \ € R, kuten haluttiin.
Téaten o(5) C R.

3. Olkoon H kompleksinen Hilbert-avaruus. Operaattori ' € L(H) on positiivinen mikali
(T'z|x) > 0 kaikilla = € H.



(i) Néyté, ettd kahden positiivisen operaattorin summa on positiivinen.
(ii) Onko kahden positiivisen operaattorin S, 7 yhdiste ST aina positiivinen?

(iii) Osoita, etta T? on positiivinen mikéli 7' on itseadjungoitu. Onko tulos voimassa
myos operaattorille 7% ?

Ratkaisu 3.

Kohta (i). Jos S ja T ovat positiivisia, niin
((S+ T)zlz) = (Szfr) + (Tz|r) = 0
kaikilla = € H. Siis S + T on positiivinen.
Kohta (ii). Mé&aritelladn matriisit
1 -1 . 10
=4 7] wos=[o 0]

Tulkitaan matriisit operaattoreina C? — C2. Molemmat ovat positiivisia operaattoreita,

silla
(Ta|z) = (21— 22)T1 + (22 — 21)T5 = (21 — 22)(T1 — T2) = |11 — 25> > 0
ja
(Sz|z) = 2177 + 0 - T3 = |21]* > 0.
Toisaalta

(STz|z) = (11 — 22)TT + 0 - T3 = |11]* — 277
Tama ei valttamatta ole positiivinen reaaliluku kaikilla z = (z1,25) € C2. Siis ST ei ole
positiivinen.
Kohta (iii). Jos T on itseadjungoitu, niin 7% on positiivinen silla

(T2x|x) = (Tx|Tx) = ||T:13||%I > 0.

Olkoon nyt H # {0} Hilbertin avaruus. Méadritelldén itseadjungoitu operaattori 7" kaavalla
Tx = —x. Talloin T = T. Operaattori T ei selvisti ole positiivinen, joten tulos ei ole
yleisesti voimassa operaattorille 7.

4. (i) Olkoot a,b € C kompleksilukuja joille
Aa+AbeR  kaikilla XeC.
Néayta, etta silloin a = b.

(ii) Né&yta ettd jokainen positiivinen operaattori (kompleksisella Hilbert-avaruudella) on
itseadjungoitu.



Ratkaisu 4.

Kohta (i). Olkoon a ja b kompleksilukuja kuten tehtédvanannossa. Huomataan, etta
Aa + \a@ = 2Re(\a) € R.
Siis oletuksen mukaan myés A(b—a) = Aa+ Ab— (Aa + Aa) € R kaikilla A € C. Téamé on
mahdollista ainoastaan silloin, kun b = @. Siis a = b.
Kohta (ii). Olkoon x,y € H. Sovelletaan kohtaa (i) lukuihin
a= (Tzly) ja b= (z[Ty).

Lasketaan ensin, etta

Aa+ \b = NTxly) + Mz|Ty)
= (T Ax|y) —i—X(Ty\x)
= (TXx|y) + (Ty|A\z).
Toisaalta
(T(Ax +y)[Ax +y) = (TAz|Az) + (TAzly) + (Ty|Az) + (Tyly).
Siis

A+ Nb = (Thz|y) + (Ty| z) = (T(Ax + y)| Az +y) — (Thz|\z) — (Tyly).

Koska T' oli positiivinen operaattori, yllaolevan yhtalon oikeammaisella puolella jokainen
termi on reaalinen. Siis my6s vasen puoli on reaaliluku kaikilla A € C. Kohdan (i) nojalla
taytyy olla a = b, eli

(T'zly) = (x[Ty)

kaikilla z,y € H. Siis T' on itseadjungoitu.

5. Olkoon T : L?(0,1) — L?(0,1) yksinkertaisin Volterra operaattori, eli
1f@) = [ ()
0

(i) Néyta, ettd T : L*(0,1) — L%*(0,1) on kompakti operaattori.
(ii) Osoita, ettd ||T"]| — 0 as n — oc.

Ratkaisu 5.

Kohta (i). Osoitetaan ensin, ettd Volterran operaattori 7' on kompakti lineaarinen oper-
aattori avaruudesta L?(0,1) avaruuteen C(0,1). Tarkistetaan, etta jos f € L?*(0,1) niin
TfeC(0,1). Tama onnistuu arviolla

1/2

xT+€ xr+e 1/2 xT+€
/ f(t)dt‘é(/ 1dt) (/ If(t)|2dt> < Vel fllzzom,

(1)

Tf(z+e)=Tf(x)] =




missi olemme kayttineet Cauchy-Schwarzin epayhtiloa. Selvésti T : L2(0,1) — C(0,1)
on myos rajoitettu operaattori.

Osoitetaan nyt Arzela-Ascolin lauseen avulla, ettd joukko T'(Brz(0,1)) on relatiivisesti
kompakti. Ensinnakin joukko on rajoitettu sup-normin suhteen, silla 7" on rajoitettu
operaattori. Toiseksi joukon funktiot ovat yhtdjatkuvia. Nimittain jos € > 0, valitaan
§ = €% ja talloin kaikilla x,y € [0, 1] joille |x — y| < & pétee arvion (1) nojalla

IT5() ~ THW) < VIl o < VG- 1=
Siis T on kompakti kuvauksena L*(0,1) — C(0,1).

Osoitetaan vield, ettd joukko T'(Br2(0,1)) on relatiivisesti kompakti myds avaruudesa
L?(0,1). Palautetaan mieleen, ettd patee arvio

1l 2200 < Ml flle,)s

kaikilla f € C'(0,1). Siis avaruuden L?(0, 1) topologia on karkeampi joukossa C(0, 1) kuin
avaruuden C(0, 1) tavallinen topologia. Erityisesti jokainen relatiivisesti kompakti joukko
avaruudessa C(0,1) on relatiivisesti kompakti myos avaruudessa L?*(0,1). Siis joukko
T(B2(0,1)) on relatiivisesti kompakti myos avaruudessa L?(0,1).

Kohta (ii). Osoitettiin jo tehtdvian HARJ4/TEHT6* mallivastauksessa (kun valitaan
K(t,s) =1).

6*! Osoita, ettd edellisen tehtavin Volterra-operaattorille patee o(T) = {0} (tdméa osoittaa,
etta ei-itseadjungoidut — jopa kompaktit — operaattorit kayttaytyvat aivan eri tavoin kuin
itse-adjungoidut).

Ratkaisu 6.

Huomataan, ettd Volterran operaattori T : L*(0,1) — L?(0,1) ei ole kiddntyvda. Taméa
osoitettiin jo tehtavan 5 kohdassa (i) kun naytettiin, ettd T kuvaa avaruuden L?*(0,1)
funktiot jatkuviksi funktioiksi. Volterran operaattori ei siis ole surjektio. Taten operaat-
tori T'="T — 0 ei ole kddntyva, joten 0 € o(T).

Olkoon nyt A # 0. Osoitetaan, ettd operaattori T — A on kadntyvé. Kirjoitetaan se

muodossa .
T—A=-)X[1—-—=].
(1-3)

Jotta tdma operaattori olisi kddntyvé, riittada nayttaa etta operaattori 1—7'/\ on kdantyva.
Téta varten tarvitsee tehtdvan HARJ7/TEHT4 nojalla riittdd 16ytdd jokin kokonaisluku
ko > 2, jolle patee

1T/ M)l < 1. (2)

INiita tahdelld merkittyjd tehtiivid ei vilttiméitti ehditd kiiymiin lipi harjoituksissa, eiki niité tarvitse
tehdé vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Tahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ yliméaaraiseksi haasteeksi.



Kéytetddn nyt tehtavin HARJ4/TEHT6* todistusta hyviksi (kun valitaan K(¢,s) = 1).
Malliratkaisussa naytettiin, etta jollekin vakiolle Ky patee

K?’L
T2 < —F
n!

kaikilla n > 1. Erityisesti

n

K,
T/N ]2 < —9 .
I@/N) e < 52

Epayhtalon oikea puoli lahestyy nollaa, kun n — oco. Valitsemalla n riittavan suureksi,
saadaan vasen puoli pienemmaéksi kuin yksi. Siis ehto (2) toteutuu, ja operaattori 7' — A
on kadntyva. Téten A ¢ o(T'), kun A # 0.

Siis o(T) = {0}.




