FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

5. HARJOITUKSET (pe 28.2, 12-14 salissa B322)

1. Jono e,(t) = e*™™ = (cos(nt) + isin(nt)), n € Z, on ortonormaali avaruudessa L*(0,1).
Laske funktion g¢(¢) =t Fourier kertoimet (gle,). Kirjoita tilannetta vastaava Besselin
epayhtalo.

2. Olkoon M Hilbertin avaruuden E aliavaruus. Osoita, etta aina

(M*)*+ =M.
3. Mikéli Hilbertin avaruuden alkiolle x ja jonolle (z,,) patee
(xnly) — (z]y) kaikilla y € E,

niin sanomme etta x,, suppenee kohti alkiota x heikosti avaruudessa E.

(i) Olkoon (e,) ON-jono E:ssi. Osoita, ettd e, — 0 heikosti kun n — oo.

(ii) Totea, ettd kohdan (i) nojalla heikko suppeneminen ei implikoi normikonvergenssia.
Osoita kuitenkin, etté jos jono (x,) suppenee kohti vektoria = heikosti ja lisdksi lim,, o ||z, || =
|||, niin silloin lim, . ||z, — || = 0.
4. Tassa tehtavassa tarkastellaan Hilbertin avaruutta L%(0, 1).
(i) Esim. sovella Gram-Schmidtin ortogonalisointia, ja etsi ortonormaali kanta joukon
M = {1,z,2%}
virittamalle aliavaruudelle

(i) Mika on funktion z3 etdisyys aliavaruudesta M, eli ratkaise minimointitehtava

1
min/ la + bx + cz® — 2**dx
a,b,c 0

(iii) Totea, ettd projektio Py : L?(0,1) — M voidaan kirjoittaa integraalioperaattorina

Py f(x) = / K(z,9)f(y)dy.

Mika on ytimen K eksplisiittinen lauseke?



5. Osoita, etté luentomonisteen sivulla 86 esimerkissé 4.43 méadritelty Haarin systeemi (h,,(z))%, C
L*(0, 1) on Hilbert-avaruuden L?(0, 1) kanta etenemélld seuraavien askeleitten kautta (kiyttden
mittateorian tietoja, kaikkia yksityiskohtia ei tarvita, selvé idea riitt&é):

(i) Totea ensin, ettd konstruktion nojalla Haarin systeemi tuottaa ortonormaalin jonon
(ii) dyadisten véilien Ay karakteristiset funktiot xa, € span{h, : n € N} kaikilla k,
(iii) x¢ € span{h, : n € N} kaikilla avoimilla joukoilla G C [0, 1],
(iv) xa € span{h, : n € N} kaikilla mitallisilla joukoilla A C [0, 1],
(v) kaikki yksinkertaiset funktiot f € span{h, : n € N}
(vi) vihdoin L?*(0,1) = span{h,, : n € N} .

6! Tarkastellaan sisdtulon (f|lg) = 7~ Y2 [*° f(z)g(x) e~ dz miiradmia painotettua L
avaruutta, eli Hilbertin avaruutta £ = L*(w), w(z) = e /\/x.

(i) Osoita, ettéd jokainen polynomi P(x) € F, ja etta kaikille polynomeille P ja @ pétee
(P1ALQ) =(A-P|Q)
missid A ¢ = —¢'(x) + 2z¢(x) ja A_¢p = ¢/ (x).

(ii) Hermiten polynomit H,, n =0,1,2,3,... maaritellddn kaavalla H,(z) = (—1)”6””211‘1—””6*’”2.
Osoita, ettd funktiot e, := (2"n!)"Y2H, muodostavat ortonormaalin jonon Hilbertin

avaruudessa £ = L*(w).

IN&itéa tdhdelld merkittyjd tehtivid ei valttimattd ehditd kdyméin lipi harjoituksissa, eiké niitd tarvitse
tehda vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Tahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ ylimaaraiseksi haasteeksi.



Vihjeita:
T.2:  [(i)Muista Besselin epayhtald!]

T.5:  [(i): Osoita, ettéd kyseinen joukko on suljettu ja konveksi.]

T.6:  [Osoita, ettd Ay H,(x) = Hpy1(x) ja A_H,(x) = 2nH,_1(x). Voit olettaa tunnetuksi,
ettd [* e dr = /7. ]



