FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

4. HARJOITUKSET (pe 21.2, 12-14 salissa B322)

p—

. Osoita, ettd avaruudet LP(0,1), p € [1,00] \ {2} eivit ole Hilbert-avaruuksia.

2. Olkoon E Banach-avaruus. (i) Oletetaan, ettd ¢ : E — E on kuvaus, jolle kolminkertainen

iteraatti ¢ := ¢ogog on aito kontraktio. Osoita, ettd yhtalolla z = ¢(x) on yksikésitteinen
ratkaisu F:ssa.

(ii) Olkoon ¢ : E — E on kontraktio (joka ei valttdmétta ole aito). Onko télléin aina
yhtalolla = ¢(z) ratkaisu E:ssi ?

3. Olkoon F sisatuloavaruus ja x,,r € E, n € N, vektoreita joille
(@) llzall = NIzl ja(b) (walz) = [lz]?, kunn — oo

Néyté, ettéd jos molemmat ehdot (a) ja (b) ovat voimassa, silloin ||z, — x| — 0 kun n — oo,
mutta kumpikaan ehto erikseen ei tahan riita.

4. Nayta, etta vektorit fi, k € Z ovat keskendan ortogonaalisia avaruudessa L?(0, 1), kun

fr(z) =™k 2 < [0,1].

[9)

. (i) Osoita, etta Hilbert-avaruuden L?(0, 1) osajoukosta
1/2 1
{f e L*0,1) : / flx)dz =0 ja f(z)dz =1}
0 1/2

16ytyy (avaruuden L?(0,1)) normin minimoiva alkio. Osaatko keksiid mika kyseinen alkio
on?

(ii) Osoita, ettei avaruuden C(0,1) osajoukosta
1/2

{feC(0,1) : i (x)dz =0 ja » f(z)dx =1}

16ydy (avaruuden L?(0, 1)) normin minimoivaa alkiota!

6*! Olkoon K : [0,1] x [0,1] — R jatkuva funktio. Tarkastellaan Volterran operaattoria
T:C(0,1) — C(0,1),

TF(#) = /OtK(t, 5) f(s)ds.

IN#ita tdhdelld merkittyjd tehtivid ei vilttiméitts ehditd kiymédn lapi harjoituksissa, eikd niitd tarvitse
tehda vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Téahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ ylimaaraiseksi haasteeksi.
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Osoita, etta riittdvan suurilla n operaattorin T iteraatti 7™ on kontraktio avaruudessa
C(0,1). Osoita tdmén tuloksen ja HT4/Teht.5 avulla etté jokaisella g € C(0, 1), integraali-
yhtalolla

£(t) + / K(t,s)f(s)ds = g(t), ¢ € [0,1],

on yksikésitteinen ratkaisu f € C'(0,1).



Vihjeita:
T.1:  [Testaa suunnikasepéayhtdlod sopivilla helpoilla funktioillal]
T.5:  [(i): Osoita, ettéd kyseinen joukko on suljettu ja konveksi.]

T.8: [Selvitd minkélaisen lisdtekijan antaa mdadrddmattoman integraalin iterointi n kertaa
perakkéin. |



