FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

3. HARJOITUKSET (pe 7.2, 12-14 salissa B322)

HUOM: Talla kertaa tehtavid enemmén, koska viikolla 6 ei ole luentoja. Viikolla 7 luennot
normaalisti, lisaksi laskarien tilalla pe 14.2, 12-14 salissa B322 ylimaaréinen luento.

1. (i) Osoita, ettd avaruuksille LP(0,1) (véli (0,1) on varustettu tavallisella Lebesguen mi-
talla) pétee
L"(0,1) C LP(0,1) jos 1<p<r<oo. (0.1)

Todista se nayttamalla, etta aina
1l < N flleray jos 1<p<r<oo.

(ii) Tarkista, ettd inkluusio (0.1) on aito jos r > p.

(iii) Onko inkluusio (0.1) voimassa jos véli (0,1) korvataan reaaliakselilla, eli tarkastel-
laan avaruuksia LP(R) ?

2. Todista Minkowskin epayhtalo funktioille: jos samassa mitta-avaruudessa maaritellyille
mitallisille funktioille f ja g patee f,g € LP, missa ja 1 < p < oo,niin silloin

1+ gllp < [1£llp + llgllp-

3. Tarkastellaan avaruuden C'(0, 1) osajoukkoja M, varustettuna normilla || f||loc = sup,epo1y | f(2)]-
Onko M Banach-avaruus, kun

a) M ={feC(0,1): f(x)=0kun 0 <z < 1/2}.
b) M ={f€C(0,1): f(0) =0ja f(1) =1},
c) M={feC(0,1): [ flx) =0}

4. Olkoon f,(z) = (=1)"2"/n kun n € N. Suppeneeko sarja > f,, avaruudessa C(0,1) ?
Suppeneeko se absoluutisesti?

5. Tarkastellaan LP-avaruuksien maaritelmaa kun 1 < p < oo. Luentomonisteessa on mm.
todistettu (lue kyseinen kohtal!), ettd ekvivalenssiluokkien yhteenlasku on hyvin mééritelty,
elijos f, g, f,g € LPsekd f(x) = f(z) mk. zjag(r) = g(x) mk. z, niinsilloin f+g = f+7g
mk. z.

Mieti huolellisesti vaatiiko seuraava vektoriavaruudelta vaadittava ominaisuus perustelemista:
jos f,g,h € L®) . niin



6. Olkoon Lip(0, 1) sellaisten funktioiden f : [0,1] — R joukko, joille

1 fllip = |£(0)] + sup 22— o o

Tallaisia funktioita kutsutaan Lipschitz-funktioks:

Néytd aluksi, ettd Lip(0, 1) on vektoriavaruus ja etté || - ||Lip on normi. Osoita sen jilkeen,
ettd (Lip(0,1), || - [|Lip) on Banachin avaruus.

7. Olkoon E Banachin avaruus, ja M C FE suljettu vektorialiavaruus. Tekija avaruus E/M
koostuu ekvivalenssiluokista jotka saadaan samaistamalla vektorit x,y € F mikali v —y €
M. Alkion z € E maardamaa ekvivalenssiluokkaa merkitaan symbolilla x4+ M. Erityisesti
siis x + M =y + M jos ja vain jos x —y € M.
(i) Tarkista, ettd tekijaavaruuden E/M laskutoimitukset (z+M)+(y+M) = (z+y)+M
jaXz+ M) =X+ M kun z,y € E ja A € K ovat hyvin mééariteltyja, eli ettd ne eivéit
riipu edustajien z,y valinnoista.

(ii) Néayta, ettd kaava ||z + M| := inf{||lx — m|| : m € M} méiéirittelee normin tekija-
avaruuteen E /M. Totea, ettd téille normille patee ||z + M|| < ||z kaikilla z € E.

(iii) Missa kohtaa kohdassa (ii) tarvittiin sité tietoa, etté aliavaruus M on suljettu?

8*! Osoita, etta tehtavissa 7 madritelty normiavaruus (E/M, || - ||) on Banachin avaruus.

IN&itéa tdhdelld merkittyjd tehtivid ei valttamattd ehditd kidyméin lipi harjoituksissa, eiké niitd tarvitse
tehda vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Tahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ ylimaaraiseksi haasteeksi.



Vihjeita:

T.1:  [Vihje: Kohdassa (i) kdytd Holderin epayhtéloa sopivilla funktioilla ja eksponentilla.]
T.2:  [Vihje: matki jonoavaruuksien Minkowskin epayhtélon todistusta.]

T.4:  [Muista Analyysi IT:sta tuttu Leibnitzin lause vuorottevista sarjoista.

T.8: [Idea. On osoitettava, ettd jokainen avaruuden E/M absoluuttisesti suppeneva sarja
Yo llzn + M|| < oo todella suppenee tekijaavaruudessa £/M. Maaritelmén nojalla jokaisella
n € N 16ytyy sellainen edustaja y, € x, + M, ettd ||y,|| < 2|z, + M||. Talléin sarja Y yn
suppenee E:ssé oletuksen nojalla. Nayta etta y + M =) (x, + M), missd y = > yn.]



