FUNKTIONAALI-ANALYYSI. (kevat 2014)

2. HARJOITUKSET (pe 31.9, 12-14 salissa B322)

1. (i) Anna esimerkki jonosta joka suppenee avaruudessa £?, muttei suppene avaruudessa ¢'.

(ii) Anna esimerkki avaruuden ¢, rajoitetusta jonosta, x™ (siis |||, < C kaikilla
n > 1), jolla ei ole laisinkaan suppenevia osajonoja.

2. Olkoon 1 < p < o ja olkoon d = (d,)52, kiinted rajoitettu jono skalaareja. Tarkastellaan
diagonaalioperaattoria
Ag: 07— (P,
missa siis
Aa(dn)nZy = (Ann)y

n=1"

Luennoilla naytettiin, ettd Ay on rajoitettu lineaarioperaattori /# — /? kun 1 < p < o0.
Pateeko tama myos kun p = 1 tai p = oo 7 Onko A\, rajoitettu operaattori missdan naissa
avaruuksissa jos jono d ei olekaan rajoitettu? Laske kuvauksen Ay normi ||Ag||er e

3. Olkoon 1 < p < ¢ < oo. Nayta, ettd ||z|, < ||z]|, kun = = (x,) € . Paittele, etta
tcrPclicCepkunl<p<qg<oo.

4. Jos f € C(0,1), asetetaan

Tf(z)= f(1) +/0 2% f(t) dt, z € [0,1].

Osoita tarkasti, ettd 7" on hyvin médritelty ja jatkuva (eli rajoitettu) lineaarinen kuvaus
T:C(0,1) — C(0,1). Bonustehtava: Maaraa T:n normi ||7T||.

5. Varustetaan avaruus C'(0,1) normilla

i = ([ ras) "

(osoitamme myohemmin luennoilla, ettd kyseessd on todellakin normi). Osoita tarkasti ,
ettd normiavaruus (C(0,1), ] - ||2) ei ole tdydellinen.

6*! Olkoon x = (x)°°, skalaarijono, jolle ||z||; < co. Osoita, etté talloin logaritmi ¢P-normista,
log(||z]|,), on konveksi funktio parametrin 1/p funktiona.

IN#ita tahdelld merkittyjd tehtivid ei vilttiméittd ehditd kiymédn lapi harjoituksissa, eikd niitd tarvitse
tehda vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Téahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ ylimaaraiseksi haasteeksi.



Vihjeita:
T.2:  [Tutki aluksi sellaista jonoa x = (z,,) € ¥ jolle ||z||, = 1.]

T.5:  [Voit esimerkiksi tdydentéé yksityiskohdat luennoilla mainittuun esimerkkiin ei-suppenevasta
Cauchy-jonosta (f,,), missd fu,(xr) = 1 kun 0 < z < 1/2, fu.(x) = 1 — 2n(x — 1/2) kun
1/2<2<1/2+1/2nja f(z) =0kun 1/2+1/2n <z < 1/2]

T.6:  [Holderin epayhtald.]



