FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI. (kevit 2014)

1. HARJOITUKSET (pe 24.9, 12-14 salissa B322)

1. Olkoon A C FE normiavaruuden E osajoukko. Osoita, méaritelmista ldhtien, ettd A on
tihea avaruudessa E jos ja vain jos A N B # () jokaisella avaruuden E avoimella pallolla
B = B(x,r) (téssé siis x € E ja r > 0 ovat mielivaltaisia).

2. Osoita, etta ¢y on avaruuden ¢, ja puolestaan ¢ avaruuden ¢ aliavaruus. Onko ¢y tihedssa
avaruudessa ¢ 7 Onko ¢ tihedssa avaruudessa > 7

3. Miaritelladn ’jatkuvien funktioiden avaruus C(0,1)! vililla [0, 1] asettamalla
C(0,1):=={f:[0,1] = K| f on jatkuva},

ja varustamalla se normilla || f||oo = sup,eo 1 | f()]. Osoita, ettd C'(0,1) on normiavaruus
nayttamalla ettd se on avaruuden B([0, 1], K) aliavaruus.

4. Maaritelldén edellisen tehtdvan avaruudessa uusi normi || - ||* asettamalla
1
I = [ 17
0
Néyta, ettd myo6s talloin (C'(0,1), ||-|]*) on normiavaruus. Ovatko avaruuden C'(0, 1) normit
Il lloo ja |l - |I* ekvivalentteja?

5. Osoita, ettd normiavaruus ¢y on separoituva.

6*? Osoita ettd jokainen direllisulotteisen vektoriavaruuden R”™ normi on ekvivalentti stan-
dardin Euklidisen normin || - ||, kanssa.

! Joskus merkitién myos C([0, 1]).

2Niitd tahdelld merkittyja tehtavia ei valttamatta ehditd kdymédn lipi harjoituksissa, eikd niité tarvitse
tehda vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Tahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ ylimaaraiseksi haasteeksi.



Vihjeita:
T.4:  [Tarkastele jonoa (f,)32, avaruuden C'(0,1) alkioita, missé f,(t) := ", kun t € [0, 1].]

T.5: [Totea ensin, ettéd ns. finiittiset jonot x = (z,,)92,, joille x, # 0 vain #dérellisen monella
n, ovat tihedssd avaruudessa c.]



