FUNKTIONAALI-ANALYYSI. (kevat 2014)

10. HARJOITUKSET  (ti 15.4, 10-12 salissa C124) Huom aika ja paikka!

1. Olkoon FE aarellisulotteinen normiavaruus. Nayté, etta jokainen lineaarinen funktionaali
f : E — K on jatkuva, toisin sanoen, E* = ET.

2. Néytd, ettd on olemassa jatkuva lineaarinen funktionaali ¢ : L>(0,1) — R jolle ¢(f) = f(3)
kaikilla jatkuvilla funktioilla f : [0,1] — R.

3. Olkoon g € C(0,1) kiinnitetty jatkuva funktio [0,1] — R. Tutki Arzela-Ascolin lauseen
avulla onko joukko {gs : 0 < s < 1} relatiivisesti kompakti avaruudessa C'(0,1), kun

gs(t) =g((s+1)/2), te][0,1]jase]0,1].

4. Olkoon E Banachin avaruus ja (z,)neny € E jono. Sanotaan, ettd (z,) suppenee heikosti
avaruudessa E kohti vektoria x € E, jos 2*(z) = lim, *(z,) kaikilla * € E*. (Merkinta:
T, — x kun n — 00).

Tutki, suppeneeko jono (e,) heikosti avaruudessa X kun kun e, = (0,...,0,1,0,...)
(ykkonen n:ssi paikassa), ja

(i) X = Co.
(i) X =/t
(iii) X =0 <p<oo.

5. Olkoot F ja F' Banach-avaruuksia. Operaattori 7' € L(E, F) on aéarellisulotteinen mikéli

jollakin m > 1 on olemassa vektorit x4, ...,z seka y7, ...,y joille patee
Tx = Z yre(T) T
k=1

(i) Osoita etté jokainen darellisulotteinen operaattori on kompakti.

(ii)) Osoita ettd T' € L(E, F') on &éarellisulotteinen jos ja vain jos kuva-avaruus T'(E) on
ddrelliulotteinen (avaruuden F aliavaruus).

6*! Olkoon Banach-avaruuden E duaaliavaruus E* separoituva. Osoita, ettd E on separoituva.
Pateeko kadnteinen tulos ?

IN#ita tdhdelld merkittyjd tehtivid ei vilttiméitts ehditd kiymédn lapi harjoituksissa, eikd niitd tarvitse
tehda vaikka haluaisikin taydet pisteet laskareista. Téahtitehtavat saattavat olla huomattavankin vaikeita, ja ne
on tarkoitettu ’afficionadojen’ ylimaaraiseksi haasteeksi.



Vihjeita:

T.1:  [Tarkastele kantavektorien kuvia.]

T.2: [Huomaa, ettd C'(0,1) C L*(0,1) on suljettu aliavaruus (helppo) ja sovella Hahn-
Banachia.]

T.3: [Funktion g tasaisesta jatkuvuudesta on hyotya.]

T.6:  [Olkoon (z) tihed jono avaruudessa E ja valitse alkiot x,, € FE, joille ||z,|| = 1 ja
zh(x,) > (1/2)||xf]| kaikilla n. Osoita sopivan Hahn-Banachin version avulla, ettd suljettu
lineaarinen verho span{z, : n € N} = E.]



