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Yhtalonratkaisu on koulusta tuttua, mutta usein sitd tehddan mekaanisesti sen
kummempia ajattelematta. Jotta pystytaan ratkaisemaan monimutkaisempia yhté-
16ité, on kuitenkin tdrkeda ymmértda, mita yhtalonratkaisussa tapahtuu.

Yhtalonratkaisussa on kaksi suuntaa

Ryhdytaan ratkaisemaan yhtaloa /o + 2 = —x:

Vit2=—g
(Vi +2) = ()’

T+ 2 =2
—2?4+24+2=0

—1+,/1—-4(-1)-2
€Tr =

—2

—1+3

xr =
-2
r=—1taizx =2
Saadaan siis kaksi ratkaisua, x = —1 ja x = 2. Ensimméinen luvuista todellakin

on yhtélon ratkaisu, silli /=142 = /1 = 1 ja —(—1) = 1. Toinen luvuista ei
yllattien toteutakaan yhtilod, silli V242 = V4 = 2 # —2. Siten © = 2 ei ole
yhtélon ratkaisu! Mikéa meni vikaan?

Ensimmaéinen ongelma on, etta yhtaloita kirjoittaessa ei ole kerrottu, miten allekai-
set yhtalot liittyvét toisiinsa. Ovatko ne kenties yhtapitavia? Vai onko jalkimmaéi-
nen aina edellisen looginen seuraus? Néitd suhteita voidaan ilmaista ekvivalenssi-
ja implikaationuolilla tai sanallisesti.



Esimerkiksi yhtilot z + 2 = 2% ja —2% + 2 + 2 = 0 ovat yhtépitivii. Toisin sanoen
ensimmaisestd yhtilostd seuraa toinen ja toisesta ensimmaéinen. Eli  + 2 = 22, jos
ja vain jos —22+x+2 = 0. Tama tarkoittaa sitd, ettd yhtilsilla on tamélleen samat
ratkaisut. Asian ilmaisemiseen voidaan kayttda myos ekvivalenssinuolta:

T+ 2=a’
& —24rx42=0.

Aiempi yhtéalonratkaisuyritys tuottaa ylimadraisia ratkaisuja, silla yhtaloketjun kak-
si ensimmaista yhtaloa eivat ole yhtapitaivid. Tama johtuu toiseen potenssiin ko-
rottamisesta. Tutkitaan hieman tarkemmin, mita toiseen potenssiin korottaminen
tekee yhtélolle.

Oletetaan, ettd a,b € R. Jos luvut a ja b ovat samoja, niiden neliét ovat samoja.
Tamén asian ilmaisemiseen voidaan kayttdd implikaationuolta: ¢ = b = a? =
b2. Jos taas kahden luvun neliét ovat samoja, luvut eivit vilttiméttd ole samoja.
Esimerkiksi lukujen 2 ja —2 neliot ovat samat. Ei siis voi kirjottaa a? = b? = a = b.
Niin ollen ei mydskiin voida kiyttda ekvivalenssinuolta: ei piade a? = b* < a = b.

Edellisen nojalla pitee vz + 2 = —z = (v/z + 2)? = (—z)?. Laitetaan vield kaikki
nuolet paikoilleen alussa esitettyyn yhtaloketjuun:

Vr+2=—x

= (Vo +2)*=(-2)
& r+2=2"
& —2’+zx+2=0
—1+4/1—4(-1)-2
=~ T =
—2
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—2
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Nyt nédhdaan, miksi yhtalonratkaisu meni pieleen. Jos y/x +2 = —z, niin joko
x = —1 tai x = 2. Kaikki yhtélon ratkaisut 16ytyvét siis joukosta {—1,2}. Toiseen
suuntaan ei voida kuitenkaan padtella mitdan, eli ehdosta "z = —1 tai z = 27 ei

seuraa, ettd v/x + 2 = —z. Siksi tulokseksi saatiin yliméariisia lukuja, jotka eivét
ole yhtélon ratkaisuja.

Kirjoitetaan viela lopuksi huolellisesti yhtalon ratkaisu. Se tehdaén kahdessa osassa.



Ratkaisu: Ratkaistaan yhtédlo v/x + 2 = —z. Nahdaan, etté
Vr+2=—x

= (Vz+2)*=(-2)
= z+2=21"
= —2’4+r+2=0
—1+,/1—-4(-1)-2
= =
—2
N —1+3
Tr =
—2

= x=-—1taix=2.

Nyt tiedetdan, etta jos yhtédlo /o + 2 = —x pétee, niin x = —1 taiz = 2.
Yhtalon ratkaisuja ovat siis joko z = —1 tai x = 2 tai molemmat.

Tarkistetaan sijoittamalla, mitka kaikki ovat ratkaisuja. Huomataan,
etti /—1+2 = /1 =1 ja —(—1) = 1, joten luku —1 on toteuttaa

yhtalon «x +2 = —zx. Siten x = —1 on yhtalon ratkaisu. Toisaalta
V2+2=+4=2+# -2, joten luku 2 ei toteuta yhtiloa eiké siten ole
ratkaisu.

Siten yhtélon ainoa ratkaisu on z = —1.

Huomaa, edella yhtalonratkaisun vélivaiheisiin kirjoitetttiin implikaationuolet, vaik-
ka ekvivalenssinuolikin olisi sopinut moneen paikkaan. Ekvivalenssinuoliten anta-
masta lisatiedosta ei téssa tapauksessa olisi kuitenkaan mitdan hyotyé, silla niita ei
kuitenkaan voi kayttaa joka vélivaiheessa.

Ylipaataan ekvivalenssinuolia ei kannata kayttda, ellei niita valttamdttd tarvita. Jos
parjaat implikaationuolella, kdyta sita. Ekvivalenssinuolen tapauksessa pitda nimit-
tdin aina tarkistaa ettd vaitteet todella ovat yhtéapitavia. Se jaa helposti tekemétta
tai ainakin aiheuttaa lisdvaivaa niin kirjoittajalle kuin lukijallekin. Jos kirjoittaa
A & B taytyy nimittédin tarkistaa kaksi asiaa: véitteestd A taytyy seurata véite B
ja véitteestd B taytyy seurata viite A.

Jopa seuraavanlainen merkintatapa saattaa olla hamaava:
T+ 2 =2 || — 2
& 24+ r+2=0
Viivan oikealla puolella oleva kommentti perustelee, kuinka ratkaisu etenee ylhaélta

alas. Ekvivalenssinuoli tarkoittaa sita, etta paattelyn pitda olla totta myos alhaalta
ylos. Sité ei kuitenkaan perustella millaan tavalla.



Koulusta tuttuja 1. ja 2. asteen reaalilukuyhtaloitd saa ratkaista ekvivalenssien
avulla, silld tiedamme, mité operaatioita yhtéloille saa tehda niin, ettd yhtapitavyys
séilyy. Voidaan esimerkiksi kirjoittaa

2r+3=1
& 2 = —2
& = -—1.

tai

Seuraavat yhtalot ovat yhtapitavia:

2r+3=1
20 = —2
r=—1.

Monimutkaisempia yhtéaloita pitaa kuitenkin késitella suurella varovaisuudella, sil-
14 ne eivat valttamatté ratkea ekvivalenssien avulla kuten alun esimerkista nédhtiin.
Sama pétee hieman eksoottisempiin yhtéloihin, joiden muuttujat eivét ole luku-
ja, vaan vaikkapa matriiseja. Niiden ratkaisussa implikaatioiden kayttaminen on
yleensé jarkevampéa ja turvallisempaa kuin ekvivalenssien.

Kuinka osoittaa kaksi lauseketta samoiksi?

Oletetaan, etti a,b € R. Osoitetaan, ettd (a + b)? = a® + 2ab + b*:

(a+b)?* =a*+2ab+b*
(a+b)(a+b) =a® + 2ab + b*
aa + ab + ba + bb = a* + 2ab + b?
a® + ab+ ab+ b* = a® + 2ab + b*
a® + 2ab + V* = a® + 2ab + V*
a® + 2ab + b* — (a® + 2ab+ b*) = 0
0=0.

Koska paadytéaan lopputulokseen, joka on aina tosi, véite patee. Vai olemmeko itse
asiassa todistaneet yhtadn mitaan?



Ennen kuin pureudutaan edellisen todistuksen ongelmiin, tutkitaan toista esimerk-
kia. Osoitetaan, ettda 3 = 17:

3=17 -0
0-3=0-17
0=0.

Paadytaan lopputulokseen 0 = 0, joka on aina tosi. Siis 3 = 17.

Edellinen todistus ei varmastikaan ole patevi. Sen rakenne on kuitenkin aivan sa-
manlainen kuin ensimmaéisen todistuksen, joten ensimmaéisessa todistuksessakin on
jotain pielessé.

Ensinnékin ongelmana on, ettd kummassakaan todistuksessa ei ole kerrottu, miten
allekain kirjoitetut yhtalot riippuvat toisistaan. Kirjoitetaan jalkimmaisen todistuk-
sen yhtaloketju uudelleen kayttaen implikaatio- ja ekvivalenssinuolia:

3=17
= 0-3=0-17
& 0=0.

Olemme siis itse asiassa osoittaneet, ettd jos 3 = 17, niin 0 = 0. Toisin sanoen
lahdimme liikkeelle vaitteestd (3 = 17) ja lopputuloksi tuli jotain, joka jo tiedettiin
(0 = 0). Matemaattisen todistuksen pitéisi kulkea aivan toiseen suuntaan! Sen, mité
halutaan todistaa, on oltava lopputulos. Siksi todistus ei toimi.

Kirjoitetaan sitten uudelleen todistuksista ensimmaéinen. Nyt jokaisen véliin sopiikin
ekvivalenssinuoli:

(a+b)?* =a*+2ab+b*
& (a+b)(a+b)=a*+2ab+ 1’
& aa+ ab+ ba+ bb = a® + 2ab + b*
&  a®+ab+ab+ b =a®+ 2ab+ b
& a®+2ab+ b = a® + 2ab + b
& a®+2ab+ b — (a® +2ab+b%) =0
& 0=0.
Nyt tiedetiin, ettd viite 0 = 0 on yhtipitdvi viitteen (a + b)? = a® + 2ab + b?
kanssa. Koska 0 = 0 pitee, myds (a + b)? = a® + 2ab + b? pétee.
Vaikka edellinen todistus on loogisesti pateva, se on melko monimutkainen. Jokai-
sen ekvivalenssinuolen kohdalla on tarkistettava, etta edellisesté vaitteestd seuraa

jalkimmainen ja jalkimmaisestéd edellinen. Tuntuu myo6s hieman kummalliselta, etta
yhtéalon oikea puoli pysyy samanlaisena ldhes todistuksen loppuun saakka.



Kirjoitetaan todistus uudelleen jarkevammalla ja helpommalla tavalla. Lahdetéaan
liikkkeelle yhtélon vasemmasta puolesta ja muokataan sita:

(a+b)* = (a+b)(a+Db)
= aa + ab + ba + bb
= a® 4 ab + ab + b
= a? + 2ab + 2.

Néin olemme osoittaneet, ettd (a + b)? = a* + 2ab + b*. Ekvivalenssinuolia ei itse
asiassa tarvittu lainkaan.

Katsotaan viela yhden esimerkin avulla, miten todistaa kaksi lauseketta samoiksi
selkedsti ja helposti. Talld kertaa halutaan osoittaa, etta luku 1 toteuttaa yhtalon

Va2 —x +4 = 22 + 1. On siis osoitettava, ettd /12 — 1 +4 = 12 + 1. Lasketaan
ensin yhtalon toinen puoli:

VI2—1+44=/1+3=V41=2,

ja sitten toinen puoli:
P+l=1+1=2

Koska molemmista laskuista tulee sama tulos, patee yhtalo Va2 — o +4 = 22 + 1,
kun x = 1. Siis luku 1 toteuttaa yhtilon Va2 —x +4 = 22 + 1.

Ohjeita yhtaloiden ratkaisemiseen
e Yhtéloita ei voi vain kirjoittaa allekkain kertomatta, miten yhtalot riippuvat
toisistaan. Kayta nuolia tai sanoja.

e Kaikki yhtélot eivit ratkea yhtapitavia yhtaloitd muodostamalla. Eréds tapa
ratkaista yhtédlo on johtaa siitd uusia yhtaloita ja tarkistaa lopuksi, mitka
saaduista ratkaisuista ovat alkuperaisen yhtélon ratkaisuja.

e Muista, etta ekvivalenssinuolessa on kaksi suuntaa.
o Al kiyti ekvivalenssinuolta, jos implikaationuoli riittaa.

o Ald kiyta nuolia, jos parjait suomen kielen sanoilla. Yhtélonratkaisussa nuolet
ovat kuitenkin usein kdytannollisia.

e Koulusta tutut 1. ja 2. asteen yhtalot saa ratkaista samaan tapaan kuin en-
nenkin. Yhtéloiden keskindinen riippuvuus on kuitenkin ilmaistava nuolin tai
sanoin.

e Vilta todistuksia, jotka paattyvét johtopaatokseen 0 = 0.



