Algebra I
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Harjoitus 9

Tehtavien viimeinen palautuspéiva: pe 28.3.2014 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 11.4.2014 klo 19.30

Tehtavasarja I

1. Rengas My(Z3) koostuu kaikista 2 x 2 -matriiseja, joiden alkiot ovat kunnassa Zs.
Tutkitaan tamén renkaan alkioita

2 2 . 2 1
A= [0 21 ja B= [0 21 .
Osoita, ettd matriisi A on matriisin B kadnteismatriisi.

2. Tutkitaan jélleen esimerkissa 12.6 on esiteltyd Boolen rengasta (P(X), A, N), mis-
si X = {0,1}. Merkitdan A = {0}. Maarita A® — 24 + 3.

3. OlkoonR rengas, a € R ja n € Z. Osoita, ettd na = an. (Neuvo: Induktio.)

Tehtavasarja 11

4. Lue lause 14.3 ja sen todistus. Selvita itsellesi todistuksen valivaiheet selittdvan
lukutavan mukaisesti. (Ks. harjoitus 8 tehtéva 5 tai luentokalvot.) Kirjoita seli-
tyksesi ylos.

5.% Osoita, ettéd jokaisessa kokonaisalueessa D pétee niin sanottu supistamissddanto:
jos ab = ac ja a # 0 joillakin a, b, ¢ € D, niin b = c.

6. Anna esimerkki renkaasta ja sen alkioista, joille edellisen tehtavin supistamissaéan-
to ei pade.

Tehtavasarja 111
Tutustu polynomeja kéasitteleviaan lukuun 21.

7. Rengas Zg[X| koostuu polynomeista, joiden kertoimet ovat renkaan Zg alkioita.
Tutkitaan polynomirenkaan Zg[X] alkioita

P=3X?4+4X -1, Q=2X>+3X, R=8X°*+3X*+X+11

(a) Maaritd renkaan Zg[X] alkio PQ.
(b) Osoita, ettd P+ Q = R.



(c) Mika on polynomin P(Q) aste?
8. Tutkitaan polynomirenkaan Z3[X|] alkioita
P=X?4+2X*+1, Q=2X’+X+1 ja S=4X>+2X?-2
Mitka naistd polynomeista ovat samoja?
9. Maarita edellisen tehtavan polynomeja vastaavat polynomikuvaukset. Mitka ku-
vauksista ovat samoja?
Tehtavasarja IV

Tutustu lukuihin 15.1 ja 15.2, joissa késitellddn normaaleja aliryhmié ja sivuluokkien
laskutoimituksia.

10. Ryhméan Ss aliryhmén H = {(1), (13)} vasemmat sivuluokat mééritettiin har-
joituksen 7 tehtévassa 1. Maarita aliryhmén oikeat sivuluokat. Onko aliryhmé
normaali?

11. Ryhmall& Zg on aliryhm& H = ([4]16). Onko H normaali?

12. Jatkoa edelliseen tehtévaan. Koska H on normaali aliryhmé, joukossa Zig/H voi-
daan maaritella laskutoimitus ehdolla

([a]lﬁ + H) + ([b]lﬁ + H) = [&]16 + [b]lﬁ + H.

Mika joukon
Zwe/H ={H, (116 + H, [2l16+ H, 3|16+ H}

alkioista on ([1]16 + H) + ([3]16 + H)? Enta ([3]16 + H) + ([3]16 + H>7

Tehtavasarja V
13.* Matriisiryhmalld G Ly(R) on aliryhmé
S ={a € GLy(R) | det(a) = 1}.
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Ovako sivuluokat aS' ja bS samat?

Merkitaan

14. Maarita kaikki ryhmén Zy x Zg aliryhmét.

Ylimaarainen tehtava

15. Osoita, ettéd renkaassa yhteenlaskun vaihdannaisuus seuraa renkaan méaritelmén
muista ehdoista. Kyseinen ehto on siis periaatteessa turha. (Jos kdytit apunasi
renkaan laskusdantojé, varmista, etta niiden todistamisessa ei kédytetty yhteenlas-
kun vaihdannaisuutta.)



