Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevat 2014

Harjoitus 7

Tehtavien viimeinen palautuspéiva: pe 14.3.2014 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 28.3.2014 klo 19.30

Tehtavasarja 1

1. Maaritd ryhméan S5 aliryhmén B = {(1), (13)} vasemmat sivuluokat eli méérita jouk-
ko S3/B. Mista tiedat 1oyténeesi kaikki sivuluokat?

2. Ryhmalla Sg on aliryhma
H ={(1),(13),(16), (36), (136), (163)}.

Ovatko sivuluokat (135)(426)H ja (15)(2634)H samat? Ratkaise tehtédva maaritté-
méttéd sivuluokkien alkioita.

Tehtavissa 3-5 tutkitaan ryhméa R x R ja sen aliryhmaa H = {(a,2a) | a € R}.
3. Piirra tasokoordinaatistoon kuva aliryhmésté H.

4. Piirréd kuvat sivuluokista (2, —1)+H, (—1,1)+H ja (4, 3)+H. Miltd nayttés aliryhméan
H vasenten sivuluokkien joukko (R x R)/H? Tarkkoja perusteluja ei tarvita.

5.* Osoita tasmaéllisesti, ettéd sivuluokat (2, —1) + H ja (4,3) + H ovat samat.

Tehtavasarja 11

Tutustu Lagrangen lausetta kasittelevat lukuun 10.3.

6. Ryhmélla Z¢ on aliryhma H = {[0]16, [4]16, [8]16, [12]16}. Mitd Lagrangen lause kertoo
aliryhman H indeksisté eli (vasempien) sivuluokkien lukuméérasta? Méérita sivuluo-
kat. Piirrd vield lopuksi havainnekuva, jossa nakyvét kaikki joukon Zis/H alkiot.

7. Miké on ryhméan Z aliryhman 10Z indeksi? Miksi sen maarittamiseen ei voi kéyttaa
Lagrangen lausetta?

8. Oletetaan, ettd G on ryhmé ja H sen aliryhma. Olkoot a,b € G. Tadydenna lemman
10.5 todistusta ja todista seuraava viite.

Jos aH = bH, niin a='b € H.



Tehtavasarja II1
9. Miki on jakojaannos, kun 754 + 21990 jaetaan luvulla 87 Kongruensseista on apua.
10.* Voiko joukossa Zs maaritella laskutoimituksen kaavalla
[a]s * [b]s = [[a] + [bl]s?
11. Voiko joukossa Z, maaritella laskutoimituksen kaavalla
(] * [b]n = [a® — 5b],,?
Tehtavasarja IV

12. Maiaritd kompleksiluvun z = 1/2 +1/3/2i virittdma aliryhmé ryhmaéssa (C*, ). Piirra
aliryhmén alkiot koordinaatistoon. Keksi ainakin kaksi ryhméé, jotka ovat rakenteel-
taan samanlaisia kuin (z).

Vihje: Kompleksilukujen eksponenttiesityksestda on apua. Tietoa kompleksiluvuista
loytyy kurssikirjan liitteesta.

Tehtavasarja V

Tutustu renkaita kasittelevaan lukuun.

13. Osoita, ettd (Z,®, ®) rengas, kun kokonaislukujen laskutoimitukset & ja ® maéaéritel-
laédn seuraavasti:

mon=m+n+1 ja m®n=mn+m-+n.

14 Merkitaén 57 = {2 | a € Z}. Miksei 37 ole rengas tavallisen yhteen- ja kertolaskun
suhteen?

Luvussa 12.3 kerrotaan, kuinka kokonaisluvut voidaan tulkita renkaan alkioiksi.

15. Tutkitaan rengasta Zg = {[0s, [1]2, ..., [5]¢}. Mitd renkaan alkioita ovat kokonaislu-
vut 3, 8 ja —27 Perustele vastauksesi.

16. Esimerkissd 12.6 on esitelty Boolen rengas (P(X),A,N), missa X = {0,1}. Mita
renkaan alkioita ovat kokonaisluvut 0, 4 ja —37 Perustele vastauksesi.

Renkaan alkiota kutsutaan yksikoksi, jos silla on kdanteisalkio kertolaskun suhteen.

17. Osoita, etté [3]4 on renkaan Z4 yksikko. Mitd muita yksikoitd renkaassa Z4 on?

Ylimaarainen tehtava
18. Mitka seuraavista vaitteista pitdavat paikkansa?

(a) Jos G on syklinen ryhmé ja G # {e}, niin G:114 on vihintaéan kaksi eri virittajaa.
(b) Adrettomalla sykliselld ryhmalld ei voi olla kolmea eri virittdjda.



