Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevat 2014

Harjoitus 6

Tehtavien viimeinen palautuspéiva: pe 21.2.2014 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 21.3.2014 klo 19.30

Tehtavasarja 1

Tutustu kirjan lukuun 8, jossa kéasitellaédn syklisid ryhmia.

1. Ryhmalld Zg on aliryhma H = {[0]16, [4]16, [8]16, [12]16}. Onko olemassa alkiota, joka
virittda aliryhmén H? Toisin sanoen, onko H syklinen?

2. Onko ryhmén Ss aliryhma {(1), (25), (34), (25)(34)} syklinen?
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on syklinen. (Laskutoimituksena on matriisien kertolasku.)

3. Osoita, ettd matriisiryhma

4. Oletetaan, ettd G on ryhma, jonka neutraalialkio on e. Oletetaan liséksi, etta alkiolle
g € G pitee ¢g° = e. Lauseen 6.2 mukaan (g) = {¢" | n € Z}, mutta toisaalta
tiedetddn, etta (g) = {e, g, ¢, ¢>, g*}. Miten selitit timin? Minne katoavat potenssit
d°,¢%9"... ja gt g2, ...7 Voit havainnollistaa selitystisi kuvan avulla.

Tehtavasarja 11

5.* Oletetaan, ettd G on ryhmé ja g € G. Oletetaan lisaksi, etta o(g) = 4. Selvita lauseen
6.9 avulla alkioiden g* ja g kertaluvut. (Kurssikirjan 1. painoksessa lauseen numero

on 6.7.)

6. Oletetaan, etta G ja H ovat ryhmia ja f: G — H on ryhmaisomorfismi. Osoita, etta
jos H on syklinen, niin my6s G on syklinen.

Tehtavasarja I11

Ryhmalla Zg on aliryvhmd H = {[0]s, [4]s}. Méaaritelldén joukon Zg relaatio ~ seuraavasti:
la]s ~ [b]s, jos —[a]s+ [b]s € H.
Kyseessa on ekvivalenssirelaatio samaan tapaan kuin harjoituksen 5 tehtévassa 13.
7. Mita alkioita on jadnnosluokan [1]g ekvivalenssiluokassa?

8. Maarita kaikkien ekvivalenssiluokkien alkiot. Montako ekvivalenssiluokkia on yhteen-
sa?



Tehtavasarja IV
Ryhdy tutustumaan kurssikirjan lukuun 10, jossa kasitelladn aliryhman sivuluokkia.

9. Tutkitaan ryhmén Zg aliryhmaa H = {[0]s, [4]s}. Maaritd sivuluokan [2]s + H alkiot.
Vertaa tulosta tehtavién 8. Mita huomaat?

10. Tutkitaan ryhmén Ss aliryhmdd B = {(1), (23)}. Maaritd sivuluokan (12)B alkiot.
Péteeko (12)B = (123)B?

11. Ryhmalla Q on aliryhmé Z. Maarita sivuluokan % + Z alkiot.

12. Pateeko % +7Z = —g 4+ 77 Miten voisit tarkistaa asian tasmallisesti?

Tehtavasarja V
13. Onko joukko H = {o € S7 | o(1) = 2} ryhmén S aliryhméa?

14.* Onko joukko H = {0 € S7 | 0(1) = 1} ryhméan S; aliryhma?

Tehtavasarja VI
15.* Olkoon G ryhma ja g sen alkio. Osoita, ettd (g) = (g7 !).

Neuvo: Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi ndyttamallé, ettd kumpikin on toisen osa-
joukko.

16. Selitd omin sanoin kayttdmatta matemaattisia symboleita, mita edellisessa tehtavissa
osoitettiin. Téssé ei ole tarkoitus selittda todistuksen valivaiheita, vaan ainoastaan
tulos, jonka todistettiin. Lyhyt vastaus siis riittda!

17. Seuraavassa on lueteltu tamén kurssin kasitteita. Valitse niista viisi, jotka ovat mie-
lestési kaikkein keskeisimpia. Perustele valintasi.

aliryhmé, bijektio, ekvivalenssiluokka, ekvivalenssirelaatio, isomorfismi, jaan-
nosluokka, kertaluku, kongruenssi, kdanteisalkio, laskutoimitus, laskutoi-
mitustaulu, liitAnnaisyys, monikerta, neutraalialkio, permutaatio, potenssi,
ryhmaé, sykli, syklinen ryhmaé, symmetrinen ryhma, vaihdannaisuus, vasta-
alkio, virittaminen.

Ylimaardinen tehtava
18. (a) Listaa kaikki ryhmén Sy alkiot. (Alkiot kannattaa luokitella sen mukaan, mil-
laisia niiden sykliesitykset ovat.)
(b) Kuinka monen ryhméan Sy alkion kertaluku on kaksi?

(¢) Kuinka monta kolmen alkion aliryhméé ryhméssa S, on?

Lisdhaaste: tee sama ryhmélle Ss.



