Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2014

Harjoitus 5

Tehtavien viimeinen palautuspéaiva: pe 14.2.2014 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 14.3.2014 klo 19.30

Tehtavasarja 1

1. Oletetaan, ettd a,b € R. Laske matriisien [{ ¢] ja [§ ] tulo. Matriisikertolaskusta
voit lukea tarvittaessa kurssikirjan liitteesta.

2. Tarkastellaan kddntyvien 2 X 2 -matriisien ryhméé G Lo(R). Laskutoimituksena on
matriisien kertolasku. Talla ryhmalld on aliryhma

U—H(l) ﬂyaeR}.

Néyté, ettd kuvaus f: U — R, [} 4] — a on ryhméisomorfismi. (Ryhmén R lasku-
toimitus on luonnollisesti yhteenlasku.)

3. Jatkoa edelliseen tehtdvaan. Olet nyt osoittanut, etta ryhmét (U, -) ja (R, +) ovat
isomorfisia. Selitd omin sanoin, miten tdma niakyy ryhmien alkioiden ulkomuodossa
sekéd ryhmien laskutoimituksissa.

4. Tuloryhmélld R x R on aliryhmd H = {(a,2a) | a € R}. Osoita, ettd ryhmé
(R, +) on isomorfinen ryhmén (H,+) kanssa. (Ryhméssa H laskutoimituksena on
komponenteittain méaritelty yhteenlasku.)

Tehtavasarja 11

Tutustu kirjan lukuun 6.1, jossa késitelldan aliryhmén virittadmistéa.

5. Merkitdén Q* = Q \ {0}. Mitka seuraavista alkoista ovat ryhmén Q* aliryhmaéssé
(3)7

6. Mééritd ryhméan Z aliryhmat (10) ja (—10).

Tehtavasarja I11

Tassa kohtaa kurssikirjan 1. ja 2. painos poikkeavat hieman toisistaan. Jos omistat 1.
painoksen, taytyy sinun ryhtya tutustumaan lukuun 6.2.

7. Mééarita ryhmén Zg5 aliryhmé ([10]y5). Jotta perustelusi on tasmaéllinen, kéyta lem-
maa 6.6. (Ensimmaisessd painoksessa lemman numero on 6.7.)



8. Edellisen tehtavén vastaus on ([10]15) = {[0]1s, [5]15, [10]15}. Kuitenkin maéaritel-
méan mukaan alkion [10]y5 virittAmaéssa aliryhméssa pitéisi olla kaikki alkion [10];5
kokonaislukumonikerrat. Miké aliryhmén alkioista on 4 - [10];57 Enta (—2) - [10]7

9. Tutkitaan matriisiryhmén GLs(R) alkiota A = [ % §]. M&éarita aliryhma (A). Mika
aliryhman alkioista on A®? Enta A=27

Tehtavasarja IV

10. Maarita seuraavien ryhméan Sg alkioiden kertaluvut:

(14), (253), (14)(253).

11. Tutkitaan korttipakkaa, jossa on kymmenen korttia. Sekoitetaan kortteja niin, etta
otetaan pakan péalta neljan kortin pino ja laitetaan se pakan alle. Kuinka monen
sekoituskerran jalkeen ollaan takaisin lahtotilanteessa?

Vihje: Edellisen tehtdvin havainnoista on hyotya.

Tehtavasarja V

Kertaa ekvivalenssirelaation kasite kurssilta Johdatus yliopistomatematiikkaan tai tutus-
tu lukuun 9, jossa késitelladan ekvivalenssirelaatioita.

12. Maaritelladn kokonaislukujen joukossa relaatio ~ ehdolla
a ~ b, jos luvussa a on yhtd monta numeroa kuin luvussa b.
Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio. Miltd nayttivit sen ekvivalenssiluokat?
13. Maaritelladn kokonaislukujen joukossa relaatio ~ ehdolla
a~b, jos —a+beTZ.
Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio. Mika tuttu relaatio on itse asiassa kyseessa?

14. Jatkoa edelliseen tehtédvaan. Maarita luvun 11 ekvivalenssiluokka. Missa yhteydessa
olet aiemmin tormannyt tdhan joukkoon?

Tehtavasarja VI

15.* Olkoon f: G — H ryhmaéisomorfismi. Osoita, etté jos G on vaihdannainen ryhma,
my6s H on vaihdannainen ryhma.

16. Onko jadnnosluokkaryhma Zg isomorfinen symmetrisen ryhmén S3 kanssa?

Ylimaarainen tehtava

17. Ovatko ryhmat (R*,-) ja (C*,-) isomorfiset?



