Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2014

Harjoitus 4

Tehtéavien viimeinen palautuspéiva: pe 7.2.2014 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 21.3.2014 klo 19.30

Tehtavasarja I

1. Jaannosluokkien joukko Zg = {[0]s, [1]s, [2]6, [3]s, [4]6, [D]¢} on ryhmé jaannosluokkien
yhteenlaskun suhteen. Kirjoita ryhman laskutoimitustaulu.

2. Etsi nelja jaannosluokkaryhman Zg aliryvhmaa. Perustele vastauksesi.

3. Aliryhmat ovat aina ryhmié. Aliryhméan méaritelmassé ei kuitenkaan suoranaisesti sano-
ta mitadn tallaista. Selitd lyhyesti omin sanoin, miksi aliryhmén maaritelméasta seuraa,
ettd se on ryhma.

Tehtavasarja 11
4. Laske ryhméssé S5 tulo o7, kun
(a) o= (125)(34) ja 7 = (25)(34)
(b) o = (132) ja 7 = (15).

Anna vastaus syklimuodossa.

5. Maaritd ryhmén Sg permutaatioiden (13)(254) ja (34) kdédnteisalkiot. Perustele vastauk-
sesi.
6.* Ratkaise yhtalo (34)z(13)(254) = (132) ryhméssa Ss.

Neuvo: Jos kaytat ekvivalenssinuolia, muista perustella niiden kéytto.

Tehtavasarja 111

Tutustu kirjan lukuihin 5.1 ja 5.2, jotka kasittelevat ryhmien kertotauluja ja isomorfisuutta.

7. (a) Kirjoita jaannosluokkaryhmén Zs yhteenlaskutaulu.
(b) Ryhmaélla Sy on aliryhma H = {(1), (134), (143)}. Kirjoita H:n kertotaulu.

(¢c) Ryhmat Zs ja H ovat isomorfiset. Etsi kertotaulujen avulla vastaavuus naiden
kahden ryhman valille.

8. Symmetriselld ryhmalld Sy on aliryhméd H = {(1),(1234), (1432), (13)(24)}. Kirjoita
ryhméan H kertotaulu. Tiedetédan, ettd neljan alkion ryhmid on vain kaksi erilaista.
Kumpi niista H on, neljan alkion syklinen ryhma vai Kleinin neliryhma?



9.* Kirjoita tuloryhmén Zs x Zy yhteenlaskutaulu. Tuloryhmén laskutoimitus maaritellaan
komponenteittain:

(lal2, [b]2) + ([c]2, [d]2) = ([al2 + [cl2, [b]2 + [d]2)  kaikilla [a]s, [b]2, [c]2, [d]2 € Zs.
Onko Zs X Z4 neljan alkion syklinen ryhma vai Kleinin neliryhméa? Perustele vastauksesi.
Tutustu kirjan lukuun 5.3, jossa annetaan varsinainen maéaaritelma isomorfisuudelle.

10. (a) Osoita, ettd kuvaus f: Z — 17Z, f(a) = 17a on bijektio.
(b) Osoita, ettd ryhmét (Z,+) ja (17Z,+) ovat isomorfiset.

Tehtavasarja IV

11. (a) Oletetaan, ettd H on ryhmén Z aliryhmd, jossa on alkio 5. Keksi viisi muuta
alkiota, jotka ovat valttamatta aliryvhmassa H.

(b) Oletetaan, ettd K on ryhmén Sg aliryhmaé, jossa on alkio (254). Pystytko 10ytdmaan
viisi muuta alkiota, jotka ovat valttamaéatta aliryhméssd K7 Kuinka monta alkiota
loydat?

12. (a) Keksi jokin ryhmén Z aito aliryhmé, jossa on alkio 5.
(b) Keksi jokin ryhmén S aito aliryhma, jossa on alkio (254).

Tehtavasarja V
Tehtavissa 13-14 tutkitaan ryhmaa G ja sen osajoukkoa
Z ={g € G| zg = gz kaikilla x € G}.

13. Kuvaile omin sanoin ilman matemaattisia symboleita, millaisista alkioista joukko Z
koostuu.

14. Osoita, ettd Z on ryhmén G aliryhmé.?
15. Tee itsellesi késitekartta, jossa ovat ainakin seuraavat kasitteet:

aliryhma, bijektio, isomorfismi, kéanteisalkio, laskutoimitus, laskutoimitus-
taulu, liitdnnaisyys, monikerta, neutraalialkio, potenssi, ryhma, vaihdannai-
suus, vasta-alkio

Ylimaarainen tehtava

16. Selvitd, mika tetraedri on. Madrité tetraedrin symmetriaryhmén alkiot. (Tietoa sym-
metriaryhmisté 10ytyy luvusta 11.)

Lisdhaaste: Selvitda muiden Platonin kappaleiden symmetriaryhmét.

Kartuta matemaattista sivistystéasi

17. Katso tv-sarja Futuraman jakso The Prisoner of Benda (tuotantokausi 6, jakso 10).
Tasta tehtavasta ei jaeta lisapisteité.

Kyseistd aliryvhméd kutsutaan ryhmén G keskukseksi.



