Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2014

Harjoitus 3

Tehtéavien viimeinen palautuspéiva: pe 31.1.2014 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 14.2.2014 klo 19.30

Tehtavasarja 1
1. Onko H = {7" | n € Z} ryhmén (Q,+) aliryhméa?
2 Onko H = {7" | n € Z} ryhmén (Q\ {0}, -) aliryhma?
3. Onko (Ki2,®) ryhmén (Z,+) aliryhma?

Tehtavasarja 11

Lue kirjasta kappale 4.1, jossa kasitellian permutaatioita. Seuraavissa tehtévissa tutkitaan permu-

taatioita
(1 2 3 45 (1 2 3 4 5\ . (1 2 3 4 5
4123 "TT32154) P73 254 1)
4. Piirrd kuvat permutaatioista o, 7 ja p. Voit valita mielestdsi parhaan tavan havainnollistaa
permutaatiota.

Lue sitten kappale 4.2, jossa késitelladn permutaatioiden tuloa.

5. Laske tulot 0 o7, 7 0 0 ja g o p. Muista laskujérjestys!
Lue vield kappaleesta 4.3 permutaation radoista.

6. Méaarita permutaatioiden o, 7 ja p radat. Kuvista on apua.

Tehtavasarja 111

Kirjan luvussa 4.3 kerrotaan permutaation sykliesityksesta.

7. Seuraavassa on annettu permutaatioiden sykliesityksia. Piirrd permutaatoista kuvat, joista
nékyy, miten permutaatio kuvaa maarittelyjoukon alkioita.

(a) ryhmén S, alkio (1324)
(b) ryhmén Sg alkio (1324)
(c¢) ryhméan Sj alkio (14)(253)

8. Mitké seuraavista véitteista pitdvat paikkansa?

(a) Ryhmén Sg alkiot (16)(35) ja (35)(16) ovat samat.
(b) Ryhmaén S, alkiot (134) ja (143) ovat samat.
(c) Ryhmén Sg alkiot (236) ja (362)(4)(5) ovat samat.

(1234567 .a6_1234567
4136705 2 ! “\1 32645 7]

Kirjoita permutaatioiden « ja 3 sykliesitykset. Pelkké vastaus riittda ratkaisuksi.

9. Maéaritellaan



Tehtavasarja IV

10. Luettele jadnnosluokkien [6]19 ja [26]10 alkiot. Vaikuttaako silta, ettd [6]19 = [26]107

11. Ovatko jédédnnosluokat [—3]5 ja [21]5 samat? Miten ongelman voi ratkaista tasmaéllisesti, jadn-
nosluokkien alkioita méérittdmatta?

12. Jaannosluokkien joukossa Z,, voi méaritella yhteenlaskun kaavalla [a],, + [b],, = [a+b],. Osoita,
etta

(a) [3]5 + [6]5 = [4]5
(b) [5]7 + [3]7 = [1]7.

Mita tuttua laskutoimitusta jadnnosluokkien yhteenlasku muistuttaa?
13.* Pateeko [—6]3 + [2]3 = [4]37 Perustele vastauksesi.

14. Muotoile tulos, jonka seuraava todistus todistaa.

Oletetaan, etta z,y,z € Z jax =y (mod a) sekid y = z (mod a). Nyt a | (z —y) ja
a | (y — z). On siis olemassa k,l € Z, joille patee ka = = — y ja la = y — z. Téasta
seuraa, etti * — 2z = (x —y) + (y — 2) = ka+la = (k + l)a. Siten a | (x — 2), eli
r =2z (mod a).

Tehtavasarja V
15. (a) Oletetan, ettd G on ryhmé, jossa on alkiot a ja b. Seuraavassa on ratkaistu yhtalo z2a® =
xb. Yhtalonratkaisussa on kuitenkin virhe. Korjaa virhe ja kirjoita kelvollinen ratkaisu.
Osoitetaan, ettd yhtilon ratkaisu on o = ba~2. Huomataan, etti
(ba=?)?a® = ba *ba"%a® = (ba ?)b.
Siten = ba~? toteuttaa yhtilon, eli se on yhtilon ratkaisu.
(b) Oletetaan, etta edellisessid kohdan ryhmé on kellotauluryhmé (K7, ®). Oletetaan lisdksi,
ettd a = 4 ja b = 2. Mika téassa tapauksessa on yhtalon ratkaisu?

16.* Tutkitaan ryhmad G = {a, b, c,d, e, f}, jolla on seuraavanlainen laskutoimitustaulu:

+la b ¢ d e f
a|f d a e b c
ble ¢ b f a d
cla b ¢ d e f
d{b a d c f e
eld f e a c b
flc e f b d a

Maaérita seuraavat alkiot:
(a) —d (b) 3a + 2e (c) (—4)f.
17. Oletetaan, ettéd (G, +) on vaihdannainen ryhmad, jolla on neutraalialkio e. Osoita, etta joukko
H ={a € G| 3a=e} onryhmén G aliryhmaA.
Yliméaarainen tehtava

18. Lauseessa 3.17 on osoitettu, ettd kahden aliryhméan leikkaus on aina aliryhmé. Milloin kahden
aliryhmén yhdiste on aliryhma?



