Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevat 2014

Harjoitus 2

Tehtéavien viimeinen palautuspéiva: pe 24.1.2014 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 7.2.2014 klo 19.30

Tehtavasarja I

1. Voiko joukossa N maidritelld laskutoimituksen * kaavalla a * b = a? — 2b + 57?

2. Merkitdén X = {0,1,2}. Voiko potenssijoukossa P(X) madritelld laskutoimituk-
sen A kaavalla AAB = (A\ B)U(B\ A)?!

3. Osoita, etté rationaalilukujen joukossa ei voi méaritella laskutoimitusta ® kaavalla

m k m+k

n 1 n2+12

Téassd m,k € Z jan,l € Z\ {0}.

4.* Olkoon * joukon S liitdnnainen laskutoimitus. Oletetaan, etta joukon S alkioilla
x ja y on kiddnteisalkiot. Osoita, ettéd alkiolla x x y on kdanteisalkio.

Tehtavasarja 11

Tutustu kurssikirjan lukuun 3, joka kasittelee ryhmia. Talla kurssilla on kdytossa ryh-
mén madaritelmé, joka on Kkirjoitettu hieman eri muotoon kuin kirjassa. Maéaritelma
loytyy tehtaviapaperin lopusta.

5. Maaritellddn joukkossa S = {X,Y, Z} laskutoimitus O seuraavan laskutoimitus-
taulun avulla:

O|x Y 2
XX ZY
Y|Y X Z
Z|Z Y'Y

Onko (S,0) ryhméa?

6.* Maaritelladn joukossa R\ {0} laskutoimitus & kaavalla x @ y = 3zy. Osoita, etté
(R\ {0}, ®) on ryhma.

7. Suljetulla vélilla I = [—2, 2] voidaan mééiritelld laskutoimitus [ kaavalla a [ b =
max{a,b}. Onko (I,[J) ryhm&?

LOperaatiota A kutsutaan symmetriseksi erotukseksi.



Tutustu kurssisivulla olevaan tekstiin, joka kasittelee yhtalonratkaisua.

8. Oletetan, ettd (G,-) on ryhmé, jossa on alkiot a ja b.

(a) Seuraavassa on ratkaistu yhtdlo aza™' = b. Yhtélonratkaisussa on kuitenkin
virhe. Etsi tuo virhe.

Nahdaén, etta

ara =D
= aulz=0
= er=b
= x=0

Jos yhtalolla siis on ratkaisu, se on x = b. Koska aba™t = aa™'b =
eb = b, on x = b tosiaankin yhtalon ratkaisu.

(b) Kirjoita edellisen kohdan yhtélolle patevé ratkaisu.
Tehtavasarja 111
Tutustu kurssikirjan lukuun 3.6, joka késittelee aliryhmia.

9. Osoita, ettd A = {5, 10,15} on kellotauluryhmén K75 aliryhmé. Apuna kannattaa
kayttaa joukon A laskutoimitustaulua.

10. Oletetaan, ettd H on kellotauluryhmén Ky, aliryhmé, jossa on alkio 8. Osoita,
ettd seuraavat alkiot kuuluvat aliryhmaan H:

20,16, 12, 4.
11. Onko Ry = {x € R |z > 0} ryhméan (R \ {0}, ) aliryhma?

Tehtavasarja IV

Jatkossa tulemme tarvitsemaan lukuteorian tietoja. Tutustu lukuihin 7.1 ja 7.5 joissa
kasitellaan jaollisuutta ja kongruenssia.

12. Mitké seuraavista pitavat paikkansa?

8| —64, 4|11, 0|5

13. Mitké seuraavista vaitteista patevat?

(a) 8=50 (mod 6) (b) 13=4 (mod 11) (¢) —4=11 (mod 5)

14. Keksi nelja alkiota, jotka ovat joukossa [5]r.



Tehtavasarja V

15.* Tutkitaan ryhméaa G = {a, b, ¢, d}, jolla on seuraava laskutoimitustaulu:

Q QLo oS
QR QUL OO
o Q9 Q.

QUL O o
QU O Q|

Méarita alkiot b* ja d=2. (Pelkké vastaus ei riitid. Muista perustelut.)

16. Olkoon G ryhmé. Oletetaan, ettd (zy)? = z?y®. kaikilla z,y € G. Osoita, etté
ryhmé G on vaihdannainen.

Tehtavasarja VI

Seuraavalla tehtavalla voit korvata minka tahansa tdhdettoméan tehtavan.

17. Kurssikirjassa on osoitettu, ettd ryhméan laskutoimitustaulussa kukin alkio esiintyy
jokaisella rivilla ja jokaisessa sarakkeessa tasmalleen kerran.

Oletetaan, etté darellisessa epatyhjassa joukossa S on méaritelty laskutoimitus .
Jos kukin joukon alkio esiintyy laskutoimitustaulun jokaisella rivilla ja jokaisessa
sarakkeessa tédsmélleen kerran, onko (5, *) véilttamatta ryhma?

Ryhman maaritelma

Maaritelma. Joukko G laskutoimituksella x varustettuna on ryhmd, jos seuraavat eh-
dot ovat voimassa:

(G1) Laskutoimitus % on liitdnndinen.
(G2) Joukossa G on neutraalialkio laskutoimitukselle .

(G3) Jokaisella G:n alkiolla on kdanteisalkio laskutoimituksen * suhteen.

Ryhméan maéritelman ensimmaéiseen lauseeseen siséltyy viite siitd, ettd * on joukon G
laskutoimitus. Kun siis osoitetaan pari (G, ) ryhméksi, on tarkistettava, etta * on todel-
lakin joukon G laskutoimitus. Tamé tarkoittaa sité, etta kaikille joukon G alkiopareille
pitda pystyd maarittaméaan laskutoimituksessa tasmélleen yksi tulos, ja tuon tuloksen
taytyy olla joukon G alkio. (Kurssikirjassa mainittu ehto (GO0) sisdltyy néihin ehtoihin.)



