Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevat 2014

Harjoitus 12

Tehtéavien viimeinen palautuspéiva: pe 25.4.2013 klo 19.30
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 2.5.2013 klo 19.30

Tehtdvid voi korjata vain kerran!

Tehtavasarja I

1. Totta vai tarua?

(a) Jokainen sivuluokka on aliryhma.
(b) Jokainen aliryhmé on sivuluokka.
(¢) Jokainen jaannosluokka on sivuluokka.

2. Ryhmaélla Z on aliryvhmé H, jossa tiedetdan olevan alkiot —24, 12 ja 36. Ovatko sivu-
luokat 5 + H ja 29 + H samat?
Tehtavasarja 11
Tehtévissa 3-5 késitelladn matriisiryhméaéd G L, (R) ja sen osajoukkoa

S ={a € GL,(R) | det(a) = 1}.

3. Osoita, ettd S ryhméan GL,,(R) on normaali aliryhmé.

Newvo: Normaalisuuskriteeri on tassa kateva. Muista myo6s osoittaa joukko aliryhméksi.

4. Miksi sivuluokkajoukko GL,(R)/S on ryhm&?
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Piteekd aSbS = ¢S? Enté (aS)™t = bS?

5. Merkitaan

6.* Madrité alkion 2 + Z kertaluku tekijiryhméssé Q/Z.

Tehtavasarja I11

7. Miten ryhmahomomorfismismin ydin ja kuva liittyvat kuvauksen injektiivisyyteen ja
surjektiivisuuteen? Selitd omin sanoin, mista yhteydet naiden kéasitteiden valila johtu-
vat.

8. Millainen isomorfismi homomorfismista f: Z x Z — Z, f(a,b) = b saadaan ryhmien
homomorfialauseen avulla?

9.* Osoita ryhmien homomorfialauseen avulla, ettd ryhmét 6Z/18Z ja Zs3 ovat isomorfisia.

Neuvo: Apuna on kaytettava sopivaa kuvausta f: 6Z — Zs.



Tehtavasarja IV
10. Listaa kaikki joukon A = {P € Zy[X] | deg(P) = 2} alkiot.

11. Anna esimerkki kahdesta renkaan Z3[X| eri polynomista, joita vastaava polynomiku-
vaus on vakiokuvaus

fI Zg-)Zg, f(I):l

Vinkki: Varo, ettet vahingossa anna samaa polynomia kahdella eri tavalla kirjoitettunal!
Toisen polynomin asteeksi kannattaa valita kolme.

12. Onko renkaan Z3[X] polynomi X3 + 2X + 2 jaoton?

Tehtavasarja V

13. Onko polynomirenkaan Z;[X] alkio 3X? — 2X yksikko?

14. Tutkitaan ryhméé Zsg ja sen aliryhmééd I = ([4]s). Sivuluokkien joukossa Zg/I voidaan
maaritelld kertolasku kaavalla

(a+1)-(b+1)=ab+ 1.
Talloin joukko Zg/I on rengas. Madarita renkaan Zg/I kertotaulu.

Mika on renkaan ykkosalkio? Onko rengas kokonaisalue?

Samalla tavalla tavalla kuin ryhmista saadaan tekijaryhmié, renkaista saadaan tekijarenkai-
ta, mista saatii esimakua jo edelld. Tutustu lukuun 16, jossa kasitelladn ideaaleja ja tekija-
renkaita

15. Osoita, ettd I = ([4]s) on renkaan Zg ideaali. Miten tdmé liittyy siihen, ettd sivuluok-
kien joukossa voidaan maéritella kertolasku?

Tehtavasarja VI

16. Laadi kasitekartta kurssilla kasitellyista asioista. Selitd kartassasi kasitteiden véliset
yhteydet. Merkitse karttaan jollakin tavalla kaikkein keskeisimmaét késitteet.

Ylimaaraisia tehtavia
Tehtavillda 17-18 voi korvata minka tahansa tahdettomén tehtivan.

17. Oletetaan, ettd G = (g) on &érellinen syklinen ryhmé, jossa on n alkiota. Osoita
ryhmien homomorfialauseen avulla, ettd Z, = G.

Seuraavassa tehtavéssé todistetaan niin kutsuttu Cayleyn lause. Se osoittaa, etta jokainen
ryhmé voidaan tulkita jonkin symmetrisen ryhmén aliryhmaksi.

18. Oletetaan, ettd G on ryhmaé. Tutkitaan ryhméaé Sg, joka koostuu kaikista ryhmén G
alkioiden permutaatiosta.

(a) Oletetaan, ettd g € G. Osoita, ettd kuvaus f;: G — G, f,(x) = gz on bijektio.
Toisin sanoen f, € Sg.

(b) Edellisen kohdan nojalla voidaan maaritelld kuvaus ¢: G — Sg kaavalla p(g) =
f4- Osoita, ettd ¢ on ryhmahomomorfismi.

(c) Osoita, ettd ¢ on injektio. Padttele tamén avulla, ettd ryhméalla Sg on aliryhma,
joka on isomorfinen ryhmén G kanssa.



