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2. kurssikoe
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Ratkaisuehdotus

1. (12 pistetta) Tutkitaan kuvausta f: 3Z — Zz, f(a) = [a/3]7.

(a) Osoita, ettd f on homomorfismi.
(b) Seuraavassa on yritetty osoittaa, ettd kuvauksen f ydin on 217Z. Todistus ei kuitenkaan
ole pétevi. Selita lyhyesti, miké todistuksessa on vialla, ja korjaa sen jélkeen todistus.

"Oletetaan, ettd a € 217Z. Nyt a = 21k jollakin k € Z. Huomataan, etté

fla) = f(21k) = [Tk]7 = [0]7.
Siten Ker f = 212

(c¢) Millainen isomorfismi homomorfismista f saadaan ryhmien homomorfialauseen avulla?
Mika alkio kuvautuu kyseisessd isomorfismissa alkiolle [2]77

Ratkaisuehdotus:

(a) Oletetaan, ettd a,b € 3Z. Nyt f(a+b) = [(a +b)/3]7 = [a/3+ b/3]7 = [a/3]7 + [b/3]7 =
f(a) + f(b). Siten kyseessda on homomorfismi.

(b) Todistuksessa on osoitettu vain, ettd 21Z C Ker f.
Todistus korjaantuu, kun siihen lisdtdan seuraava osio:
"Oletetaan, ettd a € Ker f. Nyt f(a) = [0]; eli [a/3]7 = [0]7. Tésta seuraa, ettd a/3 = Tm
jollakin m € 7Z, ja edelleen, ettd a = 21m. Siten a € 21Z. Nain on osoitettu, etta
Ker f C 21727

(c) Jotta voidaan soveltaa ryhmien isomorfialausetta, pitdé ensin selvittdd kuvauksen f
kuva. Osoittautuu, ettd kuva on koko maalijoukko. Jos nimittéin [k|; € Z;, niin f(3k) =
[3k/3]7 = [k]7. Siten jokaiselle maalijoukon alkiolle kuvautuu jotain, eli Im f = Z.

Nyt ryhmien homomorfialauseen avulla saadaan isomorfismi

f:32)217 — 7,  f(a+217) = [a/3];.

Huomataan, etti f(6 + 217Z) = [2]7, joten sivuluokka 6 4 217 on etsitty alkio.

2. (12 pistettd) Ryhmén Zy x Z,4 aliryhméstd H tiedetdén, ettd siind on kaksi alkiota.

(a) Kuinka monta sivuluokkaa H:lla on?

(b) Piirrd kuva sivuluokkien joukosta (Z, x Z,)/H. Voit itse valita havainnollistustavan,
joka kuvaa mielestési parhaalla tavalla joukon rakennetta.

(c) Oletetaan, etté erds H:n sivuluokista on {([1]2, [1]4), ([1]2, [3]4)}. Maarita muut H:n si-
vuluokat.

Ratkaisuehdotus:



(a) Ryhméssé Zy x Z,4 on alkioita 2 - 4 = 8. Lagrangen lauseen mukaan sivuluokkien luku-
méérd on 8/2 = 4.
(b) Kuvassa tulee nikya nelja sivuluokkaa, jossa on jokaisessa kaksi alkiota.

(c) Aloitetaan maarittdmalla H:n alkiot. Ensinndkin H on aliryhmé, joten siind on neutraa-
lialkio ([0]2, [0]4). Lisdksi H:n tulee sisaltaa alkio —([1]2, [1]4) + ([1]2, [3]4) = ([0]2, [2]4),
silla ([1]2, [1]4) ja ([1]2, [3]4) kuuluvat samaan sivuluokkaan. Koska H:ssa on kaksi alkio-
ta, on kaikki H:n alkiot loydetty. Méaritetaan sitten sivuluokat:

Koska loydettiin neljé eri sivuluokkaa, ovat kaikki sivuluokat téssa.
Arvosteluperusteita:

(a) (4 pistetta)
(b) (2 pistettd) Yhden pisteen saa siitd, ettd kuvasta ilmenee, ettd sivuluokkia on nelj.
Toisen pisteen saa siité, ettd kuhunkin sivuluokkaan on piirretty kaksi alkiota.

(c) (6 pistetta) Jos ratkaisussa on maaritetty, joukot g+ {([1]z, [1]4), ([1]2,[3]4)} kaikilla g €
Zo X 74, saa ratkaisusta 2 pistetta. Jos H:n alkiot on arvattu oikein, mutta perusteluja
ei ole, saa ratkaisusta kaksi pistettd. Jos on viitetty, ettd H = {([1]2,[1]4), ([1]2, [3]4)},
ei ratkaisusta saa pisteité.

3. (6 pistettd) Tutkitaan rengasta R = {a, b, ¢, d}, jolla on oheiset laskutoimitustaulut:

+la b ¢ d a b c d
ala b ¢ d ala a a a
blb ¢ d a bla b ¢ d
clc d a b cla ¢ a c
dld a b ¢ dla d c b

(a) Miké on renkaan R ykkosalkio?
(b) Onko alkio d yksikko?
(c) Onko R kokonaisalue?

Ratkaisuehdotus:

(a) Ykkosalkio on b, silld kertotaulusta nahtéén, ettd se on kertolaskun neutraalialkio.
(b) Alkio d on yksikko, silld se on oma kaanteisalkionsa (d - d = b).

(c) Kyseessi ei ole kokonaisalue. Huomataan nimittiin, etti c¢-c = a = 0. Kuitenkaan c ei
ole renkaan R nolla-alkio.

4. (6 pistetta)

(a) Miké on renkaan Zg[X] polynomin 18 X7 + 13X* — 3X aste?

(b) Olkoon R tehtévisséd 3 kasitelty rengas. Médritd renkaan R[X] polynomin X? — 3X + 2
juuret.



Ratkaisuehdotus:

(a) Huomataan, etti renkaassa Zg pitee 18 = 0 ja 13 = 1. Siten 18X7 + 13X* + 3X =
0X3 4+ X4 +3X = X*+ 3X. Nyt nihdaén, ettd polynomin aste on nelja.

(b) Tulkitaan ensin polynomin kertoimet renkaan R alkioiksi. Téssé téytyy kayttaa hyvéiksi
sitd tietoa, ettd renkaan ykkosalkio on b. Nyt —3 = —(3b) = —(b+b+b) = —d =b ja
2 = b+ b = c. Siis kyseessi on polynomi X? + bX + c. Koska b on renkaan ykkésalkio
eli b = 1, saadaan polynomi vield yksinkertaisempaan muotoon X? + X + c.

Etsitdédn polynomin juuret sijoittamalla vuorotellen kaikki renkaan R alkiot polynomiin:

a*+a+tc=a+atc=c
V+btec=b+b+c=a
+ctre=a+tctc=a
EP+d+c=b+d+c=c.

Koska a on renkaan R nolla-alkio, ovat polynomin juuret b ja c.
5. (12 pistetta)

(a) Miten tekijaryhmét ja normaalit aliryhmaét liittyvét toisiinsa?
(b) Oletetaan, etta G on syklinen ryhmaé, jolla on normaali aliryhmé N. Osoita, etta tekija-
ryhmé G/N on syklinen.

Ratkaisuehdotus:

(a) Jos ryhmén G aliryhméd N on normaali, voidaan sivuluokkien joukossa G /N mééritelld
laskutoimitus - ehdolla gV - AN = ghN. Talloin sivuluokkien joukko on ryhma. Sité
kutsutaan ryhman G tekijaryhmaksi aliryhméan N suhteen.

(b) Olkoon a ryhmén G virittdja. Osoitetaan, ettd aN virittda ryhman G/N. Tété varten
riittaa nayttad, etta jokainen ryhman alkio on alkion a/N potenssi.

Oletetaan, ettd x* € G/N. Nyt © = gN jollakin ¢ € G. Koska G on syklinen, pétee
g = a" jollakin n € Z. Kurssin tulosten perusteella + = gN = a"N = (aN)". Siten alkio
aN virittdd ryhmén G/N.

Arvosteluperusteita:

(a) (4 pistettd) Pelkéstd normaalin aliryhmén méaritelmésta ei saa pisteitd, vaan jokin yh-
teys normaaliuden ja tekijaryhmien valilla pitda olla mainittuna.

(b) (8 pistettd) Jos syklisyyden mééritelmé ei ole oikein, ei tehtévisti saa pisteité.



