Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
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Ratkaisuehdotus

1.

2.

(a) Mitké seuraavista laskuista on laskettu oikein?
Bls + [7]s = [5]s (=24 + [3la = [=7l4 — [4ls = [6]5

Perustele vastauksesi.

(b) Méaritellaan rationaalilukujen joukossa laskutoimitus * ehdolla
axb=a—10+b.

Osoita, ettéd laskutoimituksella on neutraalialkio. Onko luvulla 2 kéan-
teisalkiota laskutoimituksen * suhteen?

Ratkaisuehdotus:

a) Jadnnosluokkien yhteenlaskun méaaritelmén mukaan [3]s+[7]s = [3+7]s =
[10]s. Osoitetaan, etta [10]s # [5]s. Koska erotus 10 — 5 = 5 ei ole jaollinen
luvulla 8, ei padde 10 = 5 (mod 8). Siten [10]s # [5]s, ja lasku on laskettu
vaarin.

Lasketaan sitten toinen laskuista: [—2], + [3]s = [-2 + 3]s = [1]4. Koska
1 —(—7) = 8 on jaollinen luvulla 4, patee 1 = —7 (mod 4). Siten [1]4 = [7]4.
Nain ollen lasku on laskettu oikein.

Tutkitaan vield viimeistéd vaitettd. Huomataan, etté [4]5 + [6]5 = [10]5 = [0]5
ja [6]5 + [4]s = [10]5 = [0]5. Koska [0]5 on jaannosluokkien yhteenlaskun
neutraalialkio, on [6]5 jadnnosluokan [4]; vasta-alkio. Toisin sanoen —[4]; =
[6]s-

b) Osoitetaan, ettd neutraalialkio on 10. Oletetaan, ettd a € Q. Nyt a* 10 =
a— 10+ 10 = a ja 10 x a = a0 — 10 + a. Siten neutraalialkio on 10.

Osoitetaan, ettd luvun 2 kaanteisalkio on 18. Nahdéan, ettd 2 x 18 = 2 —
10+ 18 =10 ja 18 x 2 = 18 — 10 + 2 = 10. Koska molemmissa tapauksissa
saadaan tulokseksi neutraalialkio, on alkion 2 kdanteisalkio 18.

(a) Miten maaritelldédn ryhméisomorfismi?

(b) Jos ryhmien vélilld on isomorfismi, ryhmét ovat rakenteeltaan samana-
laiset. Isomorfismin médritelméssa ei kuitenkaan suoranaisesti sanota
mitaan téllaista. Selitd lyhyesti omin sanoin, miksi isomorfismin méa-
ritelmésté seuraa, ettd isomorfisten ryhmien algebralliset ominaisuudet
ovat samanlaiset.



(c) Ryhmalla (Q\ {0}, ) on aliryhmd H = {20" | n € Z}. Osoita isomorfi-
suuden maaritelmén perusteella, ettd ryhmé (Z, +) on isomorfinen ryh-
mén (H,-) kanssa.

Ratkaisuehdotus:

a) Oletetaan, etta G ja H ovat ryhmia. Kuvaus f: G — H on ryhméisomor-
fismi, jos seuraavat ehdot patevit:

(a) f on bijektio.
(b) Kaikilla a,b € G pétee f(ab) = f(a)f(b).

b) Oletetaan, ettd G ja H ovat isomorfisia ryhmid. Koska ryhmien vélilla on
bijektio, vastaa jokainen G:n alkio tdsmélleen yhta H:n alkiota ja jokainen
H:n alkio tédsmaélleen yhta G:n alkiota. Toisesta isomorfismin ehdosta puoles-
taan seuraa, etta ryhmien laskutoimitukset ovat samanlaiset. Téstéa seuraa,
ettd ryhmien algebrallinen rakenne on samanlainen.

c) Osoitetaan, ettd kuvaus f: Z — H, f(n) = 2" on ryhmaéisomorfismi.

Osoitetaan ensin, ettd f on bijektio. Aloitetaan injektiivisyydestd. Olete-
taan, etti a,b € Z ja f(a) = f(b). Nyt siis 20 = 20°. Téstd seuraa, etté
logy 20° = logy, 20 ja edelleen a = b. Siten kuvaus on injektio. Osoitetaan
sitten surjektiivisuus. Oletetaan, etta h € H. Nyt h = a" jollakin n € Z.
Huomataan, ettéd f(n) = 20" = h. Siten f on surjektio.

Osoitetaan vield toinen isomorfisuuden ehto. Oletetaan, ettd a,b € Z. Nyt

fa+b) = 20T = 20%20° = f(a)f(b).

Siten kuvaus f on isomorfismi. Koska ryhmien vilille 16ytyi isomorfismi, ryh-
mat ovat isomorfiset.

(a) Maaritd ryhmén Sg alkion (425)(136) virittdma aliryhmé ((425)(136)).
Mika on alkion (425)(136) kertaluku? Perustele vastauksesi huolellisesti.

(b) Anna esimerkki syklisestd ryhmésté, joka on dareton. Miké on keksimési
ryhmén virittaja?

Ratkaisuehdotus:
a) Tutkitaan alkion (425)(136) potensseja:

(425)(136)" = (425)(136)
(425)(136)% = (425)(136)(425)(136) = (245)(163)
(425)(136)% = (425)(136)(425)(136)* = (425)(136)(245)(163) = (1).



4.

Koska kolmannella potenssilla saatiin tulokseksi ryhmén neutraalialkio, on
kaikki aliryhmaén alkiot 16ydetty:

((425)(136)) = {(1), (425)(136), (425)(136)?} = {(1), (425)(136), (245)(163)}.

Alkion (425)(136) kertaluku on edelld mééritetyn aliryhmén alkioiden luku-
méérd. Siten kertaluku on kolme. (Vaihtoehtoisesti voi todeta, ettd pienin
positiivinen eksponentti, jolla saadaan neutraalialkio, on 3. Siis kertaluku on
kolme.)

b) Esimerkiksi ryhmé (Z, +) on déreton syklinen ryhmé. Ensinnékin kyseessa
on aareton ryhma, silld kokonaislukuja on darettomaésti. Ryhma on syklinen,
sill&d sen virittda alkio 1:

(VV={n-1|neZ}={n|nel}=12

(a) Olkoon G vaihdannainen ryhmaé, jolla on aliryhmét H ja K. Osoita, etta
aliryhmien tulo HK = {hk | h € H, k € K} on ryhmén G aliryhma.

(b) Anna esimerkki ryhmésta G ja sen aliryhmista H ja K, joiden tulo H K
ei G:n ole aliryhma.

Ratkaisuehdotus: a) Koska G on ryhmé, niin HK C G. Oletetaan, etta
x,y € HK. Talloin on olemassa hy, hy € H ja kq, ke € K, joilla pétee

Tr = hlkl ja Yy = hgk’z.
(H1) Nyt ryhmén G vaihdannaisuuden nojalla
TY = hlklhgkg = hlhgk}lkg.

Koska H ja K ovat aliryhmia, patee hihe € H ja kiky € K. Siten
ry € HK.

(H2) Ryhmén G neutraalialkio e kuuluu aliryvhmiin H ja K ja e = ee, joten
ec HK.

(H3) Tiedetiin, ettd alkion x kéidnteisalkio on k; 'hy'. Koska ryhmé on vaih-
dannainen, péitee z=! = hi k7! Koska H ja K ovat aliryhmia, tiede-
tadn, ettd hy' € H ja k;' € K. Siten 2y € HK.

Néin ollen H K on ryhma.

b) Valitaan G = S3, H = ((12)) ja K = {((13)). Koska (12)? = (1) ja
(13)* = (1), patee H = {(1), (12)} ja K = {(1), (13)}. Nyt
(

}-
HE = {(1)(1),(1)(13), (12)(1), (12)(13)} = {(1), (13), (12), (132)}.
Tama ei ole aliryhmé, koska esimerkiksi (13)(12) = (123) ¢ HK.
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