Topologia I

Harjoitus 9

Viikko 15 (8.4.-12.4.2013)
Ratkaisuehdotuksia (OT), 6 sivua

1. (osin 11:5) Tutki, suppenevatko seuraavat jonot (z,) avaruuden R?® euk-
lidisessa metriikassa. MyoOnteisessa tapauksessa madritd jonon raja-arvo.

(i) Tn = (%767”, (_1)n)7

(i) x, = (%,e*”,n),

(ili) @, = (sin(1+41),1, 5).

Ratkaisu. Tehtdvd saadaan ratkaistua hyodyntédmalla Lausetta 11.11,
jonka mukaan tehtdvéin jokaiseen jonoon (x,,) liittyvit suppenemiskysymyk-
set palautuvat projektiojonoihin (pr,(x,)), (pry(z,)) ja (prg(x,)). Naihin
jonoihin puolestaan pystymme hyodyntdmé&an kurssilla Analyysi I opittuja
tietoja.

(i) Jono (x,) ei suppene. Tadmén osoittamiseksi tarvitsee tutkia vain jonoa
(pry(z,)) = ((—1)"). Huomataan, etta jokaisella n € N on voimassa
Top, =1 € B(1,1/2) ja 9,41 = —1 € B(—1,1/2). Siten ei ole olemassa
sellaista lukua ny € N, ettd x,, € B(a,1/2) kaikilla n > ng ja jollakin
a € R, joten jono (prs(z,)) ei suppene. Edelleen Lauseen 11.11 nojalla
jono (z,) ei suppene.

Jonon (prs(z,)) suppenemattomuuden voi my6s nédhdé lauseiden 11.4
ja 11.17 nojalla: jonolla (prs(z,)) on eri pisteisiin suppenevat vakio-
osajonot (1) ja (—1), joten itse jono (prs(x,)) ei voi supeta.

(ii) Jono (x,) ei suppene. Tutkitaan jonoa (prs(z,)) = (n). Kurssin Ana-
lyysi I tietojen nojalla tieddmme, ettd suppenevan reaalilukujonon tulee
olla rajoitettu ja etta jono prs(z,) ei ole rajoitettu. Siten jono (prs(x,))
ei suppene, joten Lauseen 11.11 nojalla jono (z,) ei suppene.

(iii) Jono (x,) suppenee. Kurssin Analyysi I nojalla tieddmme, ettd on
voimassa 1 — 1, 1/(n?) — 0 ja

1
1+ - 1. 1
Fo o (1)

Siten ndemme, ettd pétee pry(z,) — 1 ja pry(z,) — 0. Kurssin
Analyysi I nojalla tieddmme lisdksi, ettd sinifunktio on jatkuva, joten
Lauseen 11.8 ja raja-arvon (1) nojalla on voimassa

pry (2,) = sin (1 + %) — sin(1).
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Yhdistamaélla edelliset havainnot ja kayttdmalla Lausetta 11.11 saadaan
siis z,, — (sin(1),1,0). O

2. (11:4) Olkoon joukko X varustettuna diskreetilld {0, 1}-metriikalla d.
Milla ehdolla avaruuden X pistejono (z,) suppenee metriikan d suhteen?

Ratkaisu. Olkoon (z,) avaruuden (X, d) suppeneva jono, ja merkitaan
a = lim,,_, x,. Talloin siis jokaisella € > 0 on olemassa sellainen n. € N,
ettd kaikilla n > n. on voimassa z,, € B(a,e). Erityisesti siis on olemassa
sellainen ny € N, etté kaikilla n > n; on voimassa x,, € B(a, 1) = {a}. Toisin
sanoen on olemassa sellainen n; € N, ettd x,, = a kaikilla n > n;. Jokaisen
avaruuden (X, d) suppenevan jonon on siis oltava vakiojono lukuunottamatta
aarellistd maardaa indekseja.

Olkoon sitten (y,) sellainen avaruuden (X,d) jono, ettd on voimassa
Yn = b € X lukuunottamatta aérellistd maaraa indekseja n. Talloin joukko
A={n e N : y, # b} on siis aarellinen, joten voidaan valita luku
m = max A. Siten jokaisella € > 0 ja n > m on voimassa y, = b € B(b,¢),
joten suppenemisen méaaritelméan nojalla patee y, — b. Siten jokainen jono,
joka on vakiojono lukuunottamatta aarellistd madrda indeksejé, suppenee
avaruudessa (X, d).

Yhdistamalld edelliset havainnot saadaan poikkeuksellisen tarkka suppe-
nemisehto:

T, — a < x, # a vain darellisen monella indeksilla n.

Yleensa jonojen suppenemista ei voida karakterisoida néin tarkasti, mutta
kuten olemme jo aiemmin huomanneet, monet ehdot saavat yksinkertaisem-
man muodon diskreeteissa avaruuksissa. [J



3. Tarkastellaan funktiojonoa (f,) jatkuvien funktioiden muodostamassa
normiavaruudessa C[0, 1], missd f,(t) = /™ kun ¢ € [0,1] jan € N.
Néayté, ettd f, — 1 kun n — oo max-normin | - |, suhteen, missi [g|o =
maxec(o,1) |9(¢)| kun g € C[0,1] ja 1(t) = 1 kaikilla ¢t € [0,1]. Muistutus:
valiarvolauseesta on hyotya.

Ratkaisu. Tehtévissé tutkitaan siis metristd avaruutta (C|0, 1], d), jossa
metriikka d on méaritelty ehdolla d(f,g) = |f — g|w. Ratkaistaan tehtéva
kahdella tavalla, joista ensimmaéinen tapa kayttda vihjeen mukaisesti véliar-
volausetta ja toinen tapa nojautuu muihin kurssin Analyysi I tuloksiin.

Tapa 1.
Huomataan heti, ettéd kaikilla n € N on voimassa
n— oo = () —1(t)| = n(t) — fa(0)].

= Tl = o Un(0) = 10)] = g Un(0) = £,0)
Eksponenttifunktion ja funktion z — x/n, n € N jatkuvuuksien ja derivoitu-
vuuksien nojalla funktio f,, on jatkuva vililla [0, 1] ja derivoituva valilla ]0, 1|
jokaisella n € N. FErityisesti funktio f,, on siis jatkuva vélilld [0,¢] ja de-
rivoituva vélilla |0, ¢] jokaisella n € N ja jokaisella ¢ € ]0,1]. Siten véliar-

volauseen nojalla jokaisella n € N ja jokaisella t € |0, 1] on olemassa sellainen
5,5 S }O, t[, etta

fu(t) = fn(0) = fL(&)(E = 0). (2)
Koska f,,(t) € [1,€] ja f/(t) = (1/n)f.(t) kaikilla n € N ja kaikilla ¢ € [0, 1],
(

niin yhtélon (2) nojalla patee

Falt) = £ 0)] = 112601 = - 1Fu(€)] < 3)

kaikilla n € N ja kaikilla ¢ € ]0, 1].
Olkoon sitten ¢ > 0 ja n. = 1 + [e/e]’. Tilléin kaikilla n > n. on
volmassa

S|

(3) e

[fo = oo = max [ f(t) = fu(0)] < max — =

e
— <e&.
te[0,1] tel0,1] n n

Siten suppenemisen maaritelman nojalla on voimassa f, — 1.

'"Funktio [-] : R — Z on niin sanottu kattofunktio. Sen palauttaa reaaliluvun z arvoksi
pienimmén kokonaisluvun, joka on suurempi kuin luku z. Esimerkiksi [7] =4 ja [—1/2] =
0. Vastaavalla logiikalla mééritelld&n niin sanottu lattiafunktio |-| : R — Z.
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Tapa 2.

Kurssin Analyysi I nojalla tieddmme, ettd funktio f,, on derivoituva valilla
[0, 1] kaikilla n € N, joten se saavuttaa suurimman arvonsa jommassakum-
massa vélin [0, 1] péétepisteessi tai pisteessé ¢t missa f)(t) = 0. Koska aina
fo(t) = Let/™ > 0, sekéi f,(0) =1 ja f,(1) = /" > 1 kaikilla n € N, niin

1

d(fn,1) = max |[f,(t) — 1| = fu(1) =1 =en — 1.

t€[0,1]
Koska funktio x +— e* on jatkuva, niin Lauseen 11.8 nojalla on voimassa
d(fu, 1) =en —1— € —1=0,

joten Lauseen 11.3 nojalla f, — 1. [J

4. (11:7) Olkoon z, = (cos(nm/2),sin(nr/2)) € R? kun n € N. Maériti
jonon (z,) kasautumisarvot. Hae kullekin kasautumisarvolle jokin sitd kohti
suppeneva osajono (zp, ).

Ratkaisu. Muistetaan, etta sini- ja kosinifunktiot ovat 27-periodisia: on
voimassa

sin(a) =sin(a +n-27) ja cos(a) = cos(a +n - 2)

kaikilla @ € R ja kaikilla n € Z. Siten huomataan, ettd kaikilla m,n € N

patee
m . /mm
cos (727 sin (22
2 2

(
_ (Cos (m—i—n-ZW) sin (%+n'2ﬂ'>>

2
(m+4n)r\ . [((m+4n)m
= |cos| ——— ) ,sin | ———
2 2
= Tm+4n-
Erityisesti siis
T = Tiaan = (0,1),
Ty = Xoqan = (_170)a
T3 = T3pan = (0,-1) ja
Ty = T4tan = (1,0)



kaikilla n € N, joten jono (x,) saa vuorotellen vain neljaa eri arvoa. Koska
Tivan € B(x;,e) kaikillan € N, i € {1,2,3,4} ja ¢ > 0, niin parit (0,1),
(—1,0), (0,—1) ja (1,0) ovat jonon (z,) kasautumisarvoja. Muita kasautu-
misarvoja jonolla (x,) ei ole: jos y € R*\ {(0,1),(—1,0),(0,—1),(1,0)}, niin
talloin x, ¢ B(y,€,/2) kaikilla n € N kun valitaan €, = min;c1,9343 d(2;,y).

Siten jonolla (z,) on tasan nelja kasautumisarvoa: (0, 1), (—1,0), (0,—1)
ja (1,0). Niitd kohti suppenevat osajonot ovat (Tn, ;) = (T144n), (Tn_,,) =
(x2+4n)7 (xn(o,q)) = (x3+4n) ja (xnu,o)) = (I4+4n). O

5. (oleellisesti 11:3) Pidetén tunnettuna, ettd on olemassa bijektio ¢ : N — @,
missé Q on rationaalilukujen joukko, eli Q = {¢, : n € N} kun merkitdén
¢n = q(n), n € N. Jos z € R on mielivaltainen reaaliluku etsi sellainen jonon
(gn) osajono (g, ), ettd g, — x kun k — oo R tavallisessa metriikassa.
Pééttele: jokainen reaaliluku x € R on jonon (g,) kasautumisarvo.

Idea. Perustele miten voidaan valita perdkkain sellaisia indekseja ny < ng <
..., ettd |z — gy, | < kaikilla k € N.

Ratkaisu. Ennen varsinaista osajonon valitsemista muistetaan aluksi,
ettd kahden eri reaaliluvun valista 16ytyy aina rationaaliluku. Siten jokaisella
r € Rjae > 0 pitee B(r,e) N Q # (. Osoitetaan, ettd tdstd seuraa, etta
jokaisesta kuulasta 10ytyy ddrettoman monta rationaalilukua. Tehdaan vas-
taoletus: on olemassa sellainen r € R ja sellainen € > 0, etta kuulassa B(r, ¢)
on vain darellisen monta luvusta r eroavaa rationaalilukua sq, so, ..., 5. Téal-
16in voidaan valita se luku s € {sy, S9,..., St}, jolle on voimassa d(r,s) =
min{d(r,s;) : i € {1,2,...,k}}. Téstéd kuitenkin seuraa, ettd lukujen r ja s
vélista ei 10ydy yhtdkdan rationaalilukua, mikéd on ristiriita. Siten kaikissa
avaruuden R avoimissa kuulissa on ddrettomaésti rationaalilukuja.

Olkoon sitten x € R mielivaltainen reaaliluku. Osoitetaan, etté téalloin on
olemassa sellainen jonon (g,) osajono (¢, ), etté ¢,, — x. Valitaan indeksit
ny seuraavasti:

Olkoon n; € N sellainen luku, etta |x — ¢, | < 1.

1
Olkoon ny € N sellainen luku, ettd ny > ny ja |x — g,| < 7

1
Olkoon n,, € N sellainen luku, ettd n,, > n,_; ja |z — qn,,| < —.
m

Téllaiset indeksit voidaan valita, silld aiemman havainnon nojalla jokaisella



k € N kuulassa B(x,1/k) on ddrettomén monta rationaalilukua. Néin valittu
osajono (g, ) suppenee kohti lukua x mééritelmén nojalla.

Koska edelld osajono ¢,, — x kun k — oo, niin jokainen z € R on jonon
(¢n) kasautumisarvo (Lause 11.18).

6. (11:9) Olkoon X metrinen avaruus ja (z,) pistejono avaruudessa X.

Olkoon
A ={a€ X :aon jonon (x,) kasautumisarvo}.

Néayté, ettd A on suljettu joukko avaruudessa X. Vihje: néyta esimerkiksi,
ettd sulkeuma A C A. Lauseista 11.6 ja 11.18 on silloin hyotyé.

Ratkaisu. Niytetéfin vihjeen mukaisesti, ettdi A C A. Téstd seuraa
Lauseen 6.8 nojalla, ettd A = A, jolloin A on suljettu.

Olkoon z € A. Téllsin Lauseen 11.6 nojalla on olemassa sellainen joukon
A jono (a,), ettd a, — x. Olkoon € > 0. Koska a,, — z, niin a; € B(z,¢)
jollakin k£ € N. Koska joukko B(z,¢) on avoin, on olemassa sellainen ¢,, > 0,
ettd B(ag, £q,) C B(x,¢). Koska piste a; on jonon (z,,) kasautumisarvo, niin
jokaisesta pisteen aj ympéristosta 16ytyy ddreton méara jonon (x,) pisteita.
Erityisesti siis x,, € B(ax, €q,) dérettoméan monella indeksilld m € N. Siten
T € B(z,¢e) ddrettomén monella indeksilld m € N, joten piste x on jonon
(z,) kasautumisarvo ja & € A. Pisteen x mielivaltaisuuden nojalla A C A,
joten Lauseen 6.8 nojalla joukko A on suljettu. [
Vaihtoehto: Jos x € A, niin Lauseen 11.6 nojalla on olemassa sellainen joukon
A jono (ay), ettd a,, — z. Olkoon k € N mielivaltainen. Koska a; € A, niin
x, € Blay, %) aarettoman monella indeksilla n. Siten voidaaan valita sellaisia
kasvavia indeksejd ny < ng < ..., ettd x,, € B(ay, %) jokaisella k € N (vrt.
teht. 5). Télloin

1
d(zp,,a) < d(xp,,ar) + d(a, a) < z +d(ag,a) — 0

kun £ — oo. Siis a € A Lauseen 11.18 nojalla.



