Topologia I

Harjoitus 2

Viikko 5 (28.1.-1.2. 2013)
Ratkaisuehdotuksia (OT), 7 sivua

1. Olkoon [z]; = |21] 4 |22], kun z = (21,22) € R?. Piirrd normia | - |,
vastaavan metriikan suljettu kuula B(0,2), missi 0 = (0,0).

Ratkaisu. Huomataan heti, ettd suljetun kuulan méaéritelmén nojalla
on voimassa z = (r1,13) € B(0,2) jos ja vain jos |z|; = |21| + |z2] < 2. Jos
x1 > 0ja xg > 0, niin talléin |z|; < 2 jos ja vain jos 1 +x9 < 2. Siten tason
oikeasta ylineljinneksestd kuulaan B(0,2) kuuluu pisteiden (0,1) ja (1,0)
vhdistdvian janan ja koordinaattiakselien rajaama alue. Jos taas z; > 0
ja ro < 0, niin talldin |z|; < 2 jos ja vain jos z1 — x2 < 2, joten tason
oikeasta alaneljinneksestii kuulaan B(0,2) kuuluu pisteiden (0, —1) ja (1,0)
yhdistavan janan ja koordinaattiakselien rajaama alue.

Vastaavasti kuulaan B(0,2) kuuluu tason vasemmasta alaneljinneksesti
pisteiden (0, —1) ja (—1,0) yhdistévéin janan ja koordinaattiakselien rajaama
alue ja vasemmasta ylineljinneksestd pisteiden (0, —1) ja (1,0) yhdistédvin
janan ja koordinaattiakselien rajaama alue. Siten kuula B(0,2) koostuu pis-
teiden (0, 1), (1,0), (0,—1) ja (—1,0) mé&rittaAmén nelion sisilld ja reunoilla
olevista pisteista.

Tehtévii 1. Suljettu kuula B(0,2) normia | - |; vastaavassa metriikassa. [J

2. (2.4) Tutki ovatko d ja e metriikkoja reaalisuoralla R, kun
() d(s,t) = |s — 2, (s, € R),

(ii) e(s,t) = /|s — 1|, (s,t € R).



Neuwvo. Tapauksessa (ii) verifioi ensin ettd /s +1 < /s ++/t kun s,¢ > 0.
Ratkaisu.
(i) Kaava d(s,t) = |s — t|? el méérittele metriikkaa reaalisuoralla R, silli
d(1,—-1)=4>2=4d(1,0) + d(0, —1),
joten ehto (M1) (kolmioepéyhtald) ei toteudu.

(ii) Kaava médrittelee metriikan reaalisuoralla. Osoitetaan aluksi (neuvon
mukaisesti) aputulos: jos s, > 0, niin

Vs+t</s+ Ve (1)
Olkoon siis s,t > 0. Télloin
s+t <s+2Vst+t=(Vs+ V)

joten aputulos (1) seuraa ottamalla neligjuuri puolittain. Koska e(s,t) >
0 kaikilla s, € R, voidaan nyt osoittaa metriikan ehdot yksi kerrallaan.

(M1) Olkoon z,y,z € R. Talloin

Vi =yl

Vi —z+z—y
Vir =2+ 2~y

Ve =zl + ]z —yl

e(x,z) +e(z,y).

e(z,y)
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Edella kiytettiin tavallista reaalilukujen kolmioepayhtiloa kohdassa
().
(M2) Olkoon z,y € R. Tallsin
(M3) Olkoon z,y € R. Téllsin
ez, y) =]z —yl=0 == |z—y[=0

— z—y=0
— T=Y.




Siten ehdot (M1), (M2) ja (M3) tayttyvit, joten kaava e(s, t) = \/|s — t|
méarittelee metriikan e : R x R — R,. [

3. (2.11 osa) Olkoon S(0, 1) pallo tason R? euklidisessa metriikassa. Maérité
lipimitta d(S(0, 1)), kun

(i) d on euklidinen metriikka,

(i) d on tehtévéssa 2:1 esiintyvén normin | - |; antama metriikka.
Muistutus. Tapauksessa (ii) kannattaa muistaa Schwarzin epdyhtalod tasossa
R? (Viisild, kohta 1.4).

Ratkaisu. Joukon ldpimitta méaériteltiin kirjan sivulla 24 kohdalla 2.11:
joukon A ldpimitta on d(A) = sup, ,c4d(z,y). Usein joukon ldpimitta on
kitevi, osoittaa nayttamélla, ettd samanaikaisesti on voimassa d(x,y) < a
kaikilla z,y € A (jolloin siis d(A) < a) ja d(c,d) = a joillakin ¢,d € A
(jolloin siis d(A) > a). Talloin siis pitee d(A) = a.

(i) Muistetaan, ettd kaikilla z € S(0,1) on voimassa |z| = 1. Siten kaikilla
z,y € S(0,1) pétee
d(z,y) = |z —yl < |zl +y[ =1+1 =2,
joten d (S(0,1)) < 2. Toisaalta (1,0), (—1,0) € S(0,1) ja
d((1,0),(~1,0)) =[(2,0)| = V22 =2,
joten d (S(0,1)) > 2. Siis d (S(0,1)) = 2.
(ii) Muistutuksen mukaisesti kiiytetddn hyviksi Schwarzin epayhtéloa (kir-

jan kohta 1.4 sivulla 17): huomataan, ettii jokaisella x = (1, 79) € R?
on voimassa

4 = 21| + |2
= (|I1|,|I2|)(1,1>
< | (], 2]} - (1, 1))
Schwarzin ey
< | (1], |2 I](1, 1)]

Siten jos z,y € S(0,1), niin d(x,y) = |v —y|1 < V2|z —y| < V2(|z| +
ly]) = 2v/2, joten d(S(0,1)) < 2v/2. Toisaalta +(1/v/2,1/V/2) €
S(0,1) ja

(o)) -l o4
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joten d (S(0,1)) = 2v2. O

4. (2.12) Olkoon C|0,1] = {f : [0,1] — R : f jatkuva vililla [0, 1]} varustet-
tuna max-normilla | f — gloc = maxsejo,1) |f(t) — g(t)|. Olkoon liséksi p,(t) =
t", kun t € [0,1] jan € N, sekii A = {p,, : n € N}. Mé&éarita lapimitta d(A)
avaruudessa C[0, 1].

Ratkaisu. Piirtdmalla kuvan voi saada jonkinlaista vihjetti siitd, mika

joukon ldpimitta voisi olla. Osoitetaan, ettd d(A) = 1 osoittamalla, ettd
d(A) <1ljad(A)>1.
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Tehtava 4. Funktioiden p,, kuvaajia arvoilla n = 1, 2,4, 8,16, 32, 64, 128, 256.

Osoitetaan ensin, ettd d(A) < 1 nayttamilla, ettd d(p,, pn) < 1 kaikilla
Py Pm € A. Olkoon t € [0,1]. Huomataan aluksi, ettd kurssilla Analyysi I
opittujen tietojen nojalla 0 < ¢" < 1 kaikilla n € N. Erityisesti jos n < m,
niin 0 < ¢t < t" < 1, joten on voimassa 0 < t" — t™ < 1 kaikilla m,n € N,
n < m. Siten 0 < [t" — ™| < 1 kaikilla ¢ € [0,1] ja m,n € N, joten

dn7m: n — Pmloo — nt_mt = t"—tm§1
(Pns Pm) = [Pn — P tgl[g?ﬁlp() Pm(t)] %3}1(]’ |

Erityisesti d(A) < 1.



Osoitetaan sitten, ettd d(A) > 1 nayttamélld, ettd jokaisella ¢ €]0,1/4]
on olemassa sellaiset funktiot p,, p,, € A, ettd d(p,, pm) > 1 — €. Olkoon siis
e €]0,1/4] ja ty €0, 1] sellainen luku, ettd ¢, > 1 — /2. Koska ty €]0,1],
kurssin Analyysi I nojalla tieddmme, ettd ¢ — 0, kun n — oo. Erityisesti
on olemassa sellainen m € N, etti ¢j < /2 kun n > m. Koska m > 1, niin
t —t™ > 0 kaikilla t € [0, 1], joten erityisesti

d(pl,pm):trél[a%|t—tm| >ty —ty > 1—%—t’0"> 1—%—%:1—5.
Siten d(A) > 1 — ¢ kaikilla € €]0,1/4], joten joukon ldpimitan supremum-
médritelmén nojalla d(A) > 1.

Koska d(A) <1 jad(A) > 1, niin d(A) =1. O

5. Mé&éarita tason joukkojen A = {(z,y) : 2> +1+y < 0} ja B = {(z,v) :
y > 0} vilinen etiisyys d(A, B) (i) euklidisessa metriikassa, (ii) diskreetissé
{0, 1}-metriikassa.

Ratkaisu. Tilanteen hahmottaminen helpottuu piirtamalld joukoista A
ja B kuva. Muista kuitenkin, ettd kuva ei kelpaa todistukseksi!

3.

Tehtava 5. Joukot A ja B.

(i) Osoitetaan, ettd d(A, B) < 1 ja d(A, B) > 1, misti voimme péitelli,
ettd d(A, B) = 1. Huomataan, ettd (0,—1) € A ja (0,¢) € B jokaisella
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e > 0. Naiden pisteiden vilinen euklidinen etiisyys on

d((0,—1), =02+ (-1 —¢e)2=1+c¢.

Siten tiedetddn, ettd d(A, B) < 1+ ¢ jokaisella € > 0, joten joukkojen
vilisen etdisyyden infimum-mé&éritelmén nojalla d(A, B) < 1.

Toisaalta jos (x1,71) € A and (z9,y2) € B, niin y, > 0 ja

yp < —af—1< -1 2)

Huomataan, etti
inf — | =1 3
y1§1q7y2>0’y1 Ya| 5 (3)

joten edelleen

d((mlv yl)v (1‘2, y2))

\/(961 — 12)% + (Y1 — 12)?
(?Jl — Y2)?
= |y — val

v

—
Ve

1.

Erityisesti siis d(A, B) > 1, joten aiemman havainnon nojalla d(A.B) =
1.

Huomion (2) nojalla kaikille joukon A pisteille (z,y) on voimassa y <
0, joten yksikdin joukon A piste ei voi kuulua joukkoon B. Siten
dio3(a,b) = 1 kaikilla pisteilld a € A ja kaikilla pisteilld b € B.
Joukkojen etdisyyden méiritelmén nojalla nyt siis on voimassa
diay(A,B) = inf dgy(a,b) = inf 1=1,

acAbeB a€A,beB

joten d{071}(A, B) =1.0

6. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A C X, B C X sellaisia joukkoja, ettd
AN B # (). Néayti, ettd yhdisteen A U B lapimitalle d(A U B) on voimassa

d(AUB) < d(A) + d(B).

Ratkaisu. Olkoon x,y € AUB ja c € AN B. Muistaen joukon lapimitan
méadritelma kidydadn lapi kolme mahdollista tapausta.
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1) Jos z,y € A, niin d(z,y) < d(A) < d(A) + d(B).
2) Jos z,y € B, niin d(z,y) < d(B) < d(A) + d(B).
3) Josx € Ajay € B, niin d(z,y) < d(x,c) + d(c,y) < d(A) + d(B).

Siten kaikilla x,y € AUB on voimassa d(x,y) < d(A)+d(B), joten d(AUB) <
d(A)+d(B). O



