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1. (12:15 versio) Tutki ovatko seuraavat funktiot f tasaisesti jatkuvia méé-
rittelyjoukoissaan:
() f(z) =55 7€R,

(ii) f(x)=sin(|z]2), x € R™, missd | - |2 on euklidinen normi.

Ratkaisu

(i) Huomataan aluksi, ettd kuvaus f on derivoituva joukossa R, silld se voi-
daan kirjoittaa derivoituvien kuvauksien h ja g osaméérdnd muodossa f = 7.
Liséksi kuvaus h on aidosti positiivinen. Lasketaan kuvauksen f derivaatta
ja pyritdédn soveltamaan véliarvolausetta.
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(1)
Olkoot z,y € R, x < y. Koska f tdyttdad viliarvolauseen ehdot suljetulla
vélilla [z, y], niin kaavan (1) nojalla pétee, etta

[f (@) = fF)| = 1F(llz =yl < 3|z —yl. (2)

Olkoon, € > 0 ja § = §. Téll6in kaavan (2) nojalla

|f(z) = f(y)| <e kun |z —y| < 0.

Siis f on tasaisesti jatkuva joukossa R.

(ii) Koska kuvaus sin : R — R on derivoituva, niin voidaan soveltaa vi-
liarvolausetta suljetulle vilille [a, b]

| sin(a) — sin(b)| = | cos(§)||a — b] < |a — b).

Siis sin on 1-Lipschitz. Olkoot z,y € R™. Voimme olettaa, ettd |z|s > |y|o.
Yll& olevan nojalla péatee

. . N—e.y.
[f(@)=f ()| = [sin([z2])=sin([yl2)] < |lzlo—lyla| = lr—y+ylo=lyl < lz—ylo.



Siis f on myo6s 1-Lipschitz. Kirjan huomion 12.13.3. nojalla f on tasaisesti
jatkuva.

Vaihtoehtoinen tapa ilman sinin Lipschitz-ominaisuutta

Koska euklidinen normi | - |5 ja sin ovat jatkuvia, niin kuvaus f on jatku-
va. Olkoon ¢ : R” — B(0,27) se kuvaus, joka liu'uttaa pisteen  pitkin
x:n ja origon kautta kulkevaa puolisuoraa siksi pisteeksi g(x), jonka normille
pétee sin(|g(x)|2) = sin(|z|). Talldinen kuvaus on olemassa, silld sin on 27-
periodinen. Néiin ollen pétee, ettd f(x) = f(g(z)) ja |x—yls > |g(x) — g(v)|2-

Koska kuula B(0, 27) on kompakti, niin kirjan lauseen 13.36 nojalla f B0.2m)
on tasaisesti jatkuva. Tamaé tarkoittaa sité, ettd jokaisella ¢ > 0 on olemassa
0 > 0, s.e. pitee

|f(x0) — flyo)| <€, kun |xg — yola < 0 ja xo,y0 € E(O,Qﬂ').

Olkoon € > 0 ja §, > 0 tiitd e:ia vastaava d kuulassa B(0,27). Olkoot z,y €
R" s.e. |z — y|a < d.. Talloin pétee

|f(x) = f(y) = |f(g9(x)) = flg())] <e silld [g(x) — g(y)|a < |z —yla < b

Siis f on tasaisesti jatkuva koko R™:ssé.

2. (13:3) Tutki seuraavista euklidisen avaruuden joukoista A;, ovatko ne (i)
kompakteja, (ii) tdydellisid: A, = {(x,y) € R? : 2? 4+ 3y? < 4}, Ay =
{(z,y) e R?: 22 + 3y < 4}, Az ={(v,y,2) € R3: 2?2 +¢* < 2%}

Ratkaisu
Muistetaan, ettd Euklidisessa avaruudessa R™ péatevit seuraavat véitteet:
A C R" on taydellinen jos ja vain jos A on suljettu
ja
A C R" on kompakti jos ja vain jos A on suljettu ja rajoitettu.

(i) Kirjoitetaan joukko A; muodossa
A= [ =004, f((z,y) = 2" + 3"

Niin ollen A; on jatkuvan funktion alkuvana suljetusta joukosta suljettu. Siis
se on tiaydellinen. Koska joukolle A; pétee

Ay C[-2,2] x [-2,2].



Niin A; on rajoitettu. Siis A; on kompakti.

(i) Selvasti (2,0) ¢ As. Olkoon r > 0. Nyt joukon A, mééritelmén no-
jalla pitee B(0,r) N Ay # (), joka tarkoittaa, ettei Ay ole suljettu. Siis Ay ei
ole taydellinen eikéd kompakti.

(ili) Kirjoitetaan joukko A; muodossa
AS = f_l[—O0,0], f((x7ya Z)) = $2 + y2 - 22'

Néin ollen Az on jatkuvan funktion alkuvana suljetusta joukosta suljettu.
Siis se on tédydellinen. Joukko Aj ei kuitenkaan ole rajoitettu, silld suora
L={(z,y,2) € R?: x =y =0} sisiltyy siihen. Siis A3 ei ole kompakti.

3. (13:9) Olkoon (X, d) metrinen avaruus, r > 0, ja (x,) sellainen X piste-
jono, ettd d(z,, z,,) > r kaikilla n # m. Naytd, ettei X ole kompakti.

Ratkaisu

Muistetaan, ettd avaruus (X, d) on kompakti, jos sen jokaisella jonolla on
suppeneva osajono. Olkoon a € X ja n € N. Oletetaan, ettd on olemassa
sellainen piste @ € X ja jonon (z,) osajono (z,,), joille pitee x,, — a, kun
k — oo. Niin ollen pisteen a ympéristossda B(a, 5) on dédrettéméan monta jo-
non (x,, ) jasentd. Olkoot z,, ja x,, jotkin kaksi néistd pisteistd ja oletetaan,
ettd ne eivit ole sama piste. Talloin pétee

d(2p,, Tn;) < T,

joka on ristiriita lukujono (z,) méadritelmén kanssa. Tama tarkoittaa sité,
ettd lukujonolla (x,) ei ole suppenevia osajonoja, jolloin avaruus X ei ole
kompakti. (Vaihtoehto: koska d(zn,,7,;) > r aina kun 4 # j, niin mikddn
osajono (x,, ) ei ole Cauchy, joten (z,, ) el myoskaan voi supeta (Lause 12.3).)

4. (13:4) Olkoon X metrinen avaruus ja A; D Ay D ... laskeva jono epé-
tyhjid kompakteja X:n osajoukkoja. Osoita, ettéd leikkausjoukko N,enA, on
epityhja ja kompakti.

Ratkaisu
Koska joukot A,, ovat epétyhjid, niin jokaisella n € N voidaan valita z,, € A,,.
Koska A; on kompakti, niin jonolla (z,) on joukossa A; suppeneva osajono



(Yn)22 ;. Olkoon a = limy, o Yn. Jonon (z,) konstruktion takia osajonon
(Yn)22; hinté (y,)22, sisiltyy joukkoon As. Koska jokainen suppeneva jono
on Cauchy, niin myés jono (y,)>2, Cauchyn jono kompaktissa joukossa As.
Lauseen 13.28. nojalla kompaktit joukot ovat aina taydellisid. Néin ollen jono
(yn)22, suppenee joukossa As. Koska jono (y,)%, on jonon (y,)22; osajono,
niin raja-arvon yksikésitteisyyden nojalla pétee, ettd a € A,.

Toistamalla samaa péattelyd induktiivisesti voidaan osoittaa, ettd a kuu-
luu jokaiseen joukoista Ay. Siis a € ();—, Ax. Tamé osoittaa, ettei joukkojen
Ay, leikkaus ole tyhjé. Joukko (-, Ay on liséksi kompakti, silléd lauseen 13.6.
nojalla jokainen joukoista A on suljettu ja néin ollen niiden leikkausjoukko
on myos suljettu. Toisaalta lauseen 13.7. nojalla kompaktin joukon A; sul-
jettu osajoukko ()~ Ay on myds kompakti.

5. Olkoon A C R? suljettu ja rajoitettu joukko. N#yti, ettidi on olemassa
sellainen (c1,¢9,¢3) € A, ettd x +y + 2 > ¢1 + ¢ + ¢3 kaikilla (x,y, 2) € A.

Ratkaisu

Tehtdvanannon perusteella joukko A on kompakti. Olkoon f : A — R,
f((z,y,2)) = 2+ y + 2. Talléin f on jatkuva, silli se on summakuvauk-
sen rajoittuma joukkoon A. Kirjan lauseen 13.21 nojalla f:1l4 on minimi
joukossa A. Olkoon tdmé& minimipiste (cg,c2,c3) € A, jolloin kuvauksen f
madritelmén nojalla pétee, etta

r+y+z>c+ e+ cg, jokaisella (z,y, z) € A.

6. (14:12) Olkoon E = {(x,y) : |z| < 2Jy|} € R% (i) Onko E yhtendinen?
(ii) Onko sulkeuma E yhteniinen?

Ratkaisu

i) Osoitetaan, ettei ole enainen. Kirjoitettaan joukko uudestaan
i) Osoitet ttei E ole yhtenii Kirjoitettaan joukko E uudest
muodossa

E={(z,y):|z] <2yl} = {(z,y) : |z| < 2y,y > 0}U{(x,y) : |z] < —2y,y < 0},

Koska joukot {(x,y) : |z| < 2y,y > 0} ja {(x,y) : |z| < —2y,y < 0} ovat
erillisia, epéatyhjid ja avoimia, niin E' ei ole méaritelmén nojalla yhtenéinen.

(ii) Osoitetaan ensiksi, ettd E = {(z,y) : |2| < 2|y|}. Koska joukko {(x,y) :



|z| < 2]y|} on alkukuvachdon nojalla suljettu ja siséltdéd joukon E, niin se
sisiltdd myos E:n sulkeuman. Koska joukko {(z,y) : |z| < 2|y|} voidaan
kirjoittaa muodossa

X x
EUf{(r,yeR?):y =} U{(z,yeR?):y=—T},
niin riittdd osoittaa, ettd jokainen piste suorilla y = § tai y = —F kuuluu

joukkoon E. Jos (z,y), = > 0 kuuluu suoralle y = 5, niin jokaisella € > 0

piste (z, 5 +¢) € EN B((,y), 2¢). Siis (x,y) € E, kun x > 0. Symmetrisyy-
den nojalla olemme osoittaneet viitteen E = {(z,v) : |z| < 2|y|}.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd, E on yhtendinen.

Olkoon £ kokoelma sellaisia origon kautta kulkevia suoria, joiden kulma-
kertoimille k pétee |k| < % T&lloin joukon E maédéritelmén nojalla pétee,

etta
E= U L.

Lel

Olkoon L = {(z,kz) € R* : z € R} € L ja fr, : R — R? se kuvaus, jolle
patee, fr(z) = (z,kxz). Néin ollen fr, on jatkuva, silld sen komponenttiku-
vaukset ovat jatkuvia. Koska R on yhtendinen ja fr jatkuva, niin lauseen
14.16 nojalla f7(R) = L on yhtendinen. Koska 0 € L jokaisella L € £, niin
lauseen 14.12. nojalla E on yhtenginen.

Vaihtoehtoinen tapa polkuyhtendisyyden avulla.

Kirjan lauseen 14.23 nojalla riittéd osoittaa, ettd E on polkuyhtensinen. Ol-
koot z,y € E. Nyt murtoviiva, joka kulkee z:sti origon kautta pisteeseen y
sisiltyy joukkoon F, silld se voidaan esittiid sellaisina janoina, jotka sisil-
tyvéat origon kautta kulkeviin suoriin, joiden kulmakertoimien itseisarvo on
vahintdan % Olkoon

]
]

My6s nyt pitee, ettd ([0,1]) C E, silld ym kuva on juuri ylld kuvattu
murtoviiva. Néin ollen 16ydetéddn joukon £ polku, joka yhdistdé pisteet x ja
y. Siis F on polkuyhten&inen.
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