Topologi 1
Ovning 10
Vecka 16 (15.4.-19.4. 2013)

1. (11:10) Lat f,, : R — R vara funktionen f,(z) = max{0,z —n} daz € R
och n € N. Undersok om funktionsfoljden (f,) konvergerar i R, (i) punkt-
vis, (ii) likformigt. Undersok samma fragor ocksa da R dr forsedd med den
diskreta {0, 1}-metriken.

2. (11:14) Vi definierar funktionen f : R? — R pa féljande sitt: f(x,y) = 1,
da 2t <y < 22, och f(z,y) = 01 6vriga punkter (z,y). Visa:

(i) lim, 5,7 f(2) = 0 léngs alla linjer L genom origo,

(ii) gransvardet lim, g f(z) saknas.

3. (12:1) Lat (X, d) vara ett metriskt rum och (z,) C X en foljd. Visa: (z,)
ar en Cauchy-foljd i X om och endast om diametern d(A,) — 0 da n — oo,
dir A, ={z;:j>n},daneN.

4. (12:11) Lat X vara ett fullstdndigt metriskt rum och f : X — Y en
bilipschitz-avbildning. Visa att bilden f(X) ar fullstandig.

5. (visentligen 12:13) Stk ett niirmevirde till roten av 23 — 7o +1 = 0
i intervallet [0,1] genom att tillimpa Banachs fixpunktsats pa funktionen
f(x) = (2% +1)/7. Verifiera att f satisfierar satsens antaganden i intervallet
[0, 1]. Hur stort bor n vara for att felet &r < ﬁ pa basen av feluppskattningen
d(xp,,a) < %d(xo,xl) i fixpunktsatsen (denna uppskattning héirleddes pa
forelasningen)?

6. (12:14) Lat (E,| - |) vara ett fullstdndigt normrum och f : £ — E en
kontraktion med konstanten 0 < ¢ < 1, dvs. |f(z) — f(y)| < q|lz — y| for
alla z,y € E. Definiera F(z) = x + f(x), da x € E. Visa att I’ dr en
homeomorfism F — F, och att F' ocksa &r en bilipschitz avbildning.

Tips: verifiera att
(I=qglu—v| <[F(u) = Fv)| <1+ glu—v], wvekL.

Lat y € E vara godtyckligt och g,(z) = y— f(z) da z € E. Visa med hjilp av
Banachs fixpunktsats att avbildningen g, har en entydig fixpunkt = = G(y)
for y € E. Konklusion: F' dr en surjektion £ — E och G = F~ 1.

Paminnelse: 2. kursprovet ar tisdag 7.5. kl 13-15. Meddela at foreldsaren per
e-mail ifall denna tid ar oldmplig pga. hinder (ett alternativt kursprov ordnas
vid behov).



